
O grupách a svazech

1.5 Grupová schémata (tabulky). Isomorfní representace
libovolné (konečné) grupy grupou permutací a grupou
matic

In: Ladislav Rieger (author): O grupách a svazech. (Czech). Praha:
Přírodovědecké vydavatelství, 1952. pp. 41–53.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/403366
Terms of use:
© Přírodovědecké vydavatelství

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of
any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for
electronic delivery and stamped with digital signature
within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/403366
http://dml.cz


1,5. (3RUP0VÁ SCHÉMATA (TABULKY) . I S O M O R F N Í 

R E P R E S E N T A C E L I B O V O L N É KONEČNÉ GRUPY 

G R U P O U PERMUTAC Í A G R U P O U MATIC. 

Zejména u konečných grup možno se při výzkumu a umě-
lém sestrojování možných typů isomorfie grup (ve shora po-
psaném smyslu abstraktní theorie grup) opřít o zákonitosti 
ve čtverečném schématu z prvků grupy, jehož zápisem je gru-
po vá tabulka (jak jsme ji poznali již v odst. 1,2), která právě 
dovoluje přehlédnout hotové výsledky grupového násobení 
bez ohledu na to, jak se k nim došló. Uvedme si ještě 
jako čtyři příklady jednoduché grupové tabulky pro všechny 
grupy řádu 2, 3, 4 (j značí vždy jednotkový prvek, ostatní 
prvky jsou označeny malými latinskými písmeny). 

i a i a b 
i i a i i a b 
a a i a a b j i 

b b i a 
Tab. 2. Tab. 3. 

j a b c j a b c 
i j a b c i i a b c 
a a b c i a a i c b 
b b c i a b b c i a 
c c j a b c c b a i 

Tab. 4. Tab. 5. 

Grupy v tab. 2, 3, 4 jsou t. zv. cyk l i cké grupy řádu 
2, 3, 4. Obecně cyklickou grupou řádu n rozumíme grupu, 
jejíž všechny prvky se dají vytvořit mocninami svého vhod-
ného prvku, řekněme a, na př. a, a2 = j v tab. 2; a, a2 = b, 
a3 = j v tab. 3; a, a2 = b,a3 = c, a* = j v tab. 4. Obecně lze 
prvky cyklické grupy řádu n vypsat ve tvaru a, a2, a3,..., 
a"-1, a" = j. (Název „cyklická" grupa pochází z faktu, že 
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mocniny vytvářejícího prvku o se periodicky opakují: 
a"+1 = an . a = j . a = a, an+2 = a2,... což lze znázornit na 
kružnici.) číselným případem cyklické grupy řádu n je náso-
bící grupa n-tých odmocnin z 1, což jsou ovšem obecně čísla 
komplexní. 

Tabulka 5 předvádí t. zv. Kleinovu grupu; jeto komu-
tativní grupa řádu 4, daná na př. všemi zákrytovými pohyby 
obdélníka (nikoli čtverce). 

Grupovou tabulku je vhodné zjednodušit tím, že na první 
místo úvodního řádku i sloupce dáme jednotkový prvek; pak 
úvodní řádek a úvodní sloupec můžeme vynechat, protože 
jeden i druhý se opakují v dalším řádku, resp. sloupci. 

Jaké vlastnosti takového čtverečného schématu o n2 polích 
obsazených n různými věcmi jsou typické pro grupová sché-
mata? Odpověď, kterou podáme v následující větě, dává 
možnost studovat abstraktní typy isomorfismu konečných 
grup pomocí jisté konečné kombinatoriky čtverečných uspo-
řádání n různých předmětů. 

Věta 1. 
Čtvercové schéma o n2 polích, zaplněných n různými před-

měty j, a,b,c, ... — při čemž předmět j nechtlezí v levém hor-
ním rohu — představuje grupu s jednotkovým prvkem j 
(v našem smyslu, t. j. tak, že za grupový součin xy libovolného 
předmětu x s libovolným předmětem y jest třeba pokládat před-
mět, který je v řádku, uvedeném předmětem x ave sloupci, uve-
deném předmětem y) tehdy a jen tehdy, splňuje-li takové schéma 
tyto dvě podmínky: 

(1) Každý předmět se vyskytuje v každém řádku a v každém 
sloupci (o tedy vMU- 2 ® jednou^ v 

(2) Jestliže sloupec, v němž leží předmět u na místě k-tém 
shora, se protínáš řádkem, v němž leží předmět v namístě l-tém 
odleva, v poli obsazeném „jednotkou" j, potom řádek k-tý shora, 
se protíná se sloupcem l-tým zleva v poli, obsazeném součinem 
u . v). (2) je t. zv. obdélníkové pravidlo, znázorněné tímto 
výsekem z tabulky: 
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Jc-tý ř.... u ... uv 

j ... v 

l-tý aJ. 
Důkaz: 
Tvrzení má dvě části. Jako první část dokažme, že jestliže 

předměty j, a,b, ... jsou prvky dané grupy, pak příslušné 
čtverečné schéma (znázorněné grupovou tabulkou „bez 
vstupů") má vlastnosti (1) a (2). Jako druhou část dokážeme, 
že obráceně má-li čtverečné schéma z předmětů j, a,b, ... 
vlastnosti (1) a (2), pak je tím dána určitá grupa s jednotko-
vým prvkem j. 

Za prvé tedy nechť j je jednotkový prvek a a,b,c, ... 
ostatní prvky grupy, z nichž je tvořeno čtverečné schéma 
znázorněné tabulkou. 

Vlastnost (1): 
Kdyby se jistý prvek grupy, na příklad a, vyskytoval 

v řádku, uvedeném třeba prvkem b dvakrát, jednou pod 
prvkem c a jednou pod prvkem d, pak by to znamenalo, že 
b . c = b . d = a. Z toho násobením prvkem zleva by 
vyplývalo c = d. Tedy skutečně nemůže být v témže řádku 
týž prvek dvakrát. 

Vlastnost (2): 
Podle předpokladu pro (2) mějme dva prvky u, v v naší 

grupě, které se vyskytují v příslušném grupovém čtverečném 
schématu v poloze, vyznačené nejlépe tímto výsekem z ta-
bulky: 

c ... d 

a ... u ...ad ... 

b ... j ... v ... 
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To jest, vycházíme z rovností 
a . c = u, b . c = j, b . d = v 

a máme dokázat, že 
a . d = u . v. 

Z napsaných rovností vyplývá pomocí asociativního zá-
kona a pomocí zákona o inversním prvku 

a .d = (u . c - 1)(6 - 1 . v) = m(c-1 . 6_1) .v = u.(b. c ) - 1 . v 
= U . j~l . V = M . j . V = U . V, 

protože je 
(6c)-1 = c-lb~l, t. j. (ĎcKc-ifc-1) = j. 

Za druhé, nechť čtverečné schéma splňuje podmínky (1) 
a (2). Máme dokázat, že násobení, zavedené ve smyslu, ve 
větě uvedeném, splňuje zákony grupy. 

Zákon (1) neomezenosti a jednoznačnosti grupového souči-
nu je splněn samozřejmě podle podmínky (1). 

Zákon (2) asociativity snadno vyplývá z dvakráte užitého 
„obdélníkového pravidla", za pomoci tohoto výseku z ta-
bulky: 

u ... uv ... u(vt) = (uv)t 

j ... v ... vt 

j ... i 
(Delší a nižší obdélník má v pravém horním rohu součin 

u . (v ,t) kratší a vyšší má na tomtéž místě součin (u . v). t\ 
samozřejmě, že tvary obdélníků mohou být různé.) 

Zákon (3) jednotkového prvku j je splněn samozřejmě při-
jatou úmluvou o tom, že první řádek a první sloupec sché-
matu se setkávají v levém horním rohu v místě obsazeném 
předmětem j (vstupní řádek a vstupní sloupec je nyní na-
hrazen prvním řádkem a prvním sloupcem vlastní tabulky). 

Rovněž konečně i zákon (3) inversního prvku je splněn, 
třebaže nikoli tak samozřejmě, jak by se snad mohlo zdát. 
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Abychom to dokázali, zavedme si na chvíli toto označení: 
jestliže x je některý z našich n budoucích prvků grupy (t. j. 
z předmětů vystupujících ve zkoumaném schématu), pak 
jako x-1 si označíme ten prvek, jímž je uveden sloupec, obsa-
hující jednotkový prvek j v řádku, uvedeném prvkem x. 
Tento—podle předpokladu (1) — jednoznačně k Ubovolnému 
x určený prvek x-1 bychom mohli nazvat „pravým inversním 
prvkem" k prvku x, protože splňuje (dle toho, jak byl určen) 
rovnost x . x-1 = j (ve smyslu násobení daného pomocí naší 
tabulky). Podobně si jako x~* označíme prvek, jímž je uve-
dena řádka, obsahující jednotku ve sloupci, uvedeném pod x. 
Prvek by mohl být nazván „levým inversním prvkem prvku 
x", protože splňuje rovnost x-1 .x = j. Nyní, užívajíce již 
dokázaného asociativního zákona pro naše násobení, máme 
vynásobením první rovnosti zleva prvkem x~x a užitím 
druhé rovnosti 

• • x-1) = x-1 . j = xj1 = (x;1 . x) . x-1 = x-\ 
Je tedy x~x = xj1. Oba inversní prvky, pravý i levý jsou si 
rovny, existuje tedy právě jeden inversní prvek x~x ke kaž-
dému x. Tím je důkaz naší věty dokončen. 

Praktické využití této věty k (více méně zkusmému) hle-
dání všech možných typů konečných grup řádu n (při pev-
ném n) sestrojováním tabulek, splňujících podmínky (1) a (2) 
věty, je velmi omezené: Již pro n, které překročilo 10, je sesta-
vování grupo vých tabulek zdlouhavé a čím dále méně přehled-
né, pro náležitě veliké řády by pak nabývaly již samy ta-
bulky (pokud písmena nemají se zmenšovat pod okem vidi-
telné rozměry) nepraktických astronomických velikostí. 

Je tedy třeba při studiu všech možných typů isomorfie 
grup, anebo jak se stručněji, ač méně správně říká, ke studiu 
abstraktních grup užití jiných prostředků, totiž hlavně 
t. zv. representace abstraktních grup grupami permutací 
a grupami matic, o čemž bude řeč v následujícím. (Názvu 
„abstraktní grupa" možno užívat jen ve smyslu zkratky pro 
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název „typ isomorfismu grup" — „abstraktní" grupy ne-
jsou žádným zvláštním druhem grup.) 

K pojmu isomorfní representace abstraktní grupy grupou 
konkrétní, především grupou matic (jakožto grupou, v níž 
grupové násobení je dáno pomocí čtyř základních úkonů po-
četních s čísly), jsme vedeni ještě i jinými důvody, z nichž 
uveďme alespoň tři. 

Především všeobecně, jestliže jsme v pojmu typu iso-
morfismu grup dospěli na (ovšeríi relativní) vrchol abstrakce, 
potřebujeme také znát cestu dolů. Poněkud méně obrazně 
řečeno, jestliže v jistých úvahách theorie grup se nestaráme 
o to, jak v tom kterém případě se uskutečňuje grupové náso-
bení (v tom či onom typu isomorfie grup), pak při jiných 
úvahách bychom naopak potřebovali vystihnout (abstraktně 
pojaté) grupové násobení násobením, které dobře známe 
z jistého druhu konkrétních grup; při tom musíme ovšem pro 
toto isomorfní uskutečnění a vystižení čili representaci ab-
straktního grupového násobení konkrétním grupovým náso-
bením zvolit takové representující násobení, které je univer-
sální, aby každé grupové násobení se jím dalo vystihnout a za 
pomoci isomorfismu nahradit. Takovým universálním grupo-
vým násobením je právě násobeni permutací a ještě lépe: 
násobení matic. (Viz př. 1 a 3 v odst. 1,3.) 

Druhým důvodem, který vlastně doplňuje a vysvětluje 
první, je opora, kterou nám v theorii grup poskytují 
vztahy mezi čísly, jestliže se nám podaří pomoci isomorfní 
representace nalézt ke každému typu isomorfismu (konečné 
nebo i nekonečné grupy, za zvi. předpokladů) grupu matic 
tohoto typu, jak jsme to na příklad viděli v isomorfním vysti-
žení grupy zákrytových pohybů rovnostranného trojúhelníka 
a zároveň symetrické grupy @3 stupně 3 v předchozím od-
stavci. 

Číselných vztahů při representaci grup matioemi využívá ke 
studiu abstraktně pojatých (representovaných) grup t. zv. theorie 
charakterů, o niž se čtenář pouči ve Speiserově učebnici theorie 
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grup; po př. ve speciálních monografiích (pro hlubší studium) od 
D. E. I/itUewooda** a pro zvláštní nekonečné, t. zv. topologické grupy 
ve skvělém díle L. S. Pontrjagina.%* 

Konečně třetí, ovšem nikoli nejméně důležitý důvod 
k hledání isomorfní representace grup grupami matic, jsou 
aplikace fysikální a jiné, o nichž již byla zmínka a na něž 
(s příslušnou udanou literaturou) čtenáře nutno odkázat. 

Než se obrátíme k isomorfním representacím, zaveďme si 
ještě další, v podstatě známý pojem. 

Jestliže část prvků dané grupy tvoří (ve smyslu násobení 
v dané grupě zavedeného) sama pro sebe grupu, pak této 
grupě říkáme podgrupa dané grupy. Tak všechna celá čísla 
tvoří podgrupu sečítací grupy všech racionálních čísel 
(zlomků); tato grupa sama je podgrupou sečítací grupy všech 
reálných čísel (racionálních a iracionálních dohromady). Vše-
chna čistá otočení, právě tak jako i všechny čisté posuvy 
tvoří dvě podgrupy v grupě všech euklidovských pohybů 
roviny. (Všimněme si, žo obě podgrupy jsou komutativní, 
celá grupa však nikoli.) Všechny permutace z n prvních čísel 
tvoří podgrupu v grupě všech permutací jakéhokoli většího 
počtu m přirozených čísel. 

Věta 2. 
Ke každé grupě O existuje s ní isomorfní podgrupa G' grupy 

všech permutací z tolika předmětů, kolik je prvků grupy G (čili 
jaký je v konečném případě řád n grupy G). 

Důkaz: 
Za permutované předměty vezmeme pro zjednodušení pří-

mo prvky dané grupy G. Samozřejmě že pomocí libovolného 
očíslování prvků grupy, pokud by jich ovšem byl jen konečný 
počet, můžeme převést permutace prvků dané grupy v per-
mutace n přirozených čísel, což však již provádět nebudeme. 

22 D. E. Littlewood, The ťheory of group character» and matrix 
rtpresentationa oj groups, Oxford 1940. 

" L. S.' Pontrjagin, Nžpreryvnye grwppy, ONTI NKTP SSSR 
1938. (Vyšlo i v angl. př.) 
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Ke každému pevnému prvku a z dané grupy O přiřaďme tu 
permutaci — označme ji na, která nahrazuje libovolný prvek 
x grupy O jeho levým a — násobkem a . x, tedyjra(x) = a . x. 
Že 7ta je skutečně permutace, je zřejmé, neboť současná ná-
hrada všech prvků x prvky a . x mění dva různé prvky •Tj & »Cg 
ve dva různé násobky axt a ax2, protože by jinak z a ,xt = 
= a . x2 vyplývalo xx = x2 vynásobením prvkem a - 1 zleva. 

Že dvěma různým prvků grupy a a 6 jsou takto přiřazeny 
dvě různé permutace, je rovněž zřejmé, neboť permutace na 
převádí prvek x = j (jednotkový prvek) v prvek a, kdežto 
permutace nb převádí týž prvek j v jiný prvek b. Je tedy při-
řazení permutace na k prvku a grupy vždy vzájemně jedno-
značné a zbývá, dle definice 1 ukázat, že součinu prvků je 
takto přiřazen součin permutací (ve smyslu př. 1, z odst. 1,3) 
přiřazených daným prvkům. Máme se tedy přesvědčit o plat-
nosti rovnosti 

na.Ttb= 7iab. 
Tato rovnost neříká nic jiného, než to, že znásobit libovol-

ný prvek x naši grupy součinem a . b zleva dá totéž, jako 
znásobit součin b . x zleva prvkem a. To však je právě zaru-
čeno asociativním zákonem. Tím je důkaz věty 2 proveden. 

Věta 2 nám tedy zaručuje, že mezi podgrupami symetrické 
grupy všech permutací (dejme tomu pro konkrétnost) n prv-
ních přirozených čísel nalezneme zástupce všech typů iso-
morfismu grup řádu TO. (Poněvadž jsme však předpokladu 
konečnosti grupy G nikde v důkazu neužili, platí věta i pro 
nekonečné grupy, viz odst. 1,4.) Pozor na to, že symetrická 
grupa permutací n předmětů, která sama má n\ prvků, to jest 
permutací, může být tedy isomorfně representována pod-
grupou v symetrické grupě všech permutací z TO! předmětů. 

Obraťme se k maticím. 
Věta 3. 
Budiž G libovolná grupa (nikoli nutní, všech) permutaci z m 

předmítů (permutace stupně m). Pak existuje v grupě všech regu-
lárních matic stupně m podgrupa isomorfní s danou grupou G. 
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Důkaz: 
Permutované předměty si nyní pro jednoduchost nahraď-

me přirozenými čísly 1, 2, 3, ..., m. (Všechny indexy i, k, l, 
r, /> budou nabývat hodnot od 1 do TO.) 

Budiž n libovolná permutace z grupy G, která nechť pře-
vádí číslo i v číslo TI(Í) (ovšem že 1 <11 m). Přiřaďme této 
permutaci n m-řadovou čtverečnou matici, která má v i-tém 
řádku a v jr-1(i)-tém sloupci (kde je inversní permutace 
k permutaci 7x) číslo 1 a na všech ostatních místech má číslo 0, 
t. j. k 71 přiřazujeme matici (aik), kde aik = 1 pro k = 7i~\i) 
a aik = 0 pro k =)= n~l(i). Matice aik takto přiřazená k per-
mutaci 71 je jistě regulární, neboť odpovídá lineární homogen-
ní transformaci velmi prostého tvaru 

x1 = o. z; + o. z; +... + 1. +... + o. rm 
x2 = o. x[ + o. x-2 + ... + 1. +... + o. X'm 

xm = ojí + o.' x2 + V.'. +' i ' + ' .V + ox'm 
(m) 

(Řešení napsaných transformačních rovnic dle čárkova-
ných neznámých je tím totiž napsáno; je třeba jen převrátit 
strany rovnic a vhodně přeměnit jejich pořadí; snadno nahlí-
žíme, že lze psát řešení ve tvaru 
x : = o . x 1 + o . x 2 + . . . + 1 + ... + o . x m 
X\ = 0 . Xí + 0 . Xt + ... + 1 . -3l„(2) + ... + 0 . Xm 

X'n = 0.X1 + 0.X2+ ... + 1 . i„(m) + ... + 0. Xm.) 
Protože provedené- přiřazení matic k permutacím je 

zřejmě vzájemně jednoznačné, zbývá jen dokázat, že součinu 
dvou permutací 71. g je přiřazena matice, která je součinem 
matic, přiřazených k oběma permutacím, a to ve stejném 
pořadí činitelů. Nechť tedy první permutaci 71 je přiřazena 
matice (aik) s ai3,-i = 1 a ailc = 0 pro k =|= 7r-1(t) a podobně 
permutaci q matice (bT3) s bTQ-i = 1 a bT, = Opros =# g - 1( f) 
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(i, k, r, s = 1, 2, 3, ..., m). Znásobením obou matic obdržíme 
(dle odst. 1,4) dle definice 

(«,•*) • (6r.) = (cfS). 
kde 

ci3 = atlbu + a^b^ + ... + aimbmí. 
Jasué je, že koeficienty cis matice, která je výsledkem prove-
deného násobení, budou opět jen čísla 0 nebo 1. Z uvedené 
definice násobení matic („řádka krátě sloupec") plyne, že 
bude cia = 1 jedině tehdy, když v i-tém řádku matice (aik) je 
jednotka na tolikátém místě, na kolikátém (shora) je jednot-
ka v s-tém sloupci matice (6rs). V i-tém řádku matice (aik) je 
však vždy jednotka právě na místě 7 i - 1 ( i ) - t é m . Vs-tém sloup-
ci matice (bra) je vždy jednotka na právě takovém místě 
fe-tém (shora), že Q~x(k) = s čili k = Q(S). Tedy k tomu, aby 
(součet ze součinů) crs při znásobení r-tého řádku první ma-
tice s 5-tým sloupcem druhé byl roven 1, je nutno a stačí, aby 
7r-1(r) = k = Q(S) čili aby s = g_17r_1(r). Pak tedy c„ = 1 
pro s = g_17r_1(r) a jinak c„ = 0; protože však je = 
= (ng)-1, je tedy s = (7rg)_1(r), takže skutečně obdržená 
matice cr, je ta, která je přiřazena k permutaci n . q, čímž je 
důkaz proveden. 

Z věty 2 a 3 plyne ihned 
Věta 4. 
Každá grupa řádu m je isomorfní s jistou grupou matic 

stupně m (m-řadových matic). 
Neboť dle věty 2 lze každou grupu isomorfně representovat 

vhodnou grupou permutací a dle věty 3 tuto grupu permu-
tací lze opět isomorfně representovat grupou matic; je tím 
tedy i dána isomorfní representace dané grupy grupou matic. 

Věty 3 a 4 mají spíše theoretický, než praktický význam: 
Zaručují hledanou universálnost násobení permutací a náso-
bení matic a dávají nej jednodušší možnost každé grupové ná-
sobení v libovolné konečné (a ve vhodném zobecnění i neko-
nečné) grupě převést v násobení permutací a ještě lépe v ná-
sobení matic, to'jest v násobení vykonávané pomocí sečí-
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tání, odčítání, násobení a dělení čísel. Avšak representace ve 
smyslu věty 4 vede na matice zbytečně vysokého stupně, 
totiž rovného řádu grupy. Prakticky, pro studium struktury 
dané grupy, mají větší význam representace maticemi co nej-
menšího stupně (o co nejmenším počtu řádků), kde také 
větší rozmanitost číselných koeficientů matic a tedy i boha-
tost jejich vztahů dává více možností využívat aritmetic-
kých poznatků pro theorii grup. Prostý příklad takové 
úsporné a účinné representace grupy zákrytových pohybů 
rovnostranného trojúhelníka, čili tím i symetrické grupy 
všech permutací stupně 3 (která je řádu 6), grupami matic 
stupně 2, jsme si probrali v předchozím odstavci. 

V dalším opustíme pojem isomorfní representace, aby-
chom alespoň z dálky ukázali, jakým způsobem řeší ab-
straktní theorie grup řadu dalších svých typických úkolů. 
Jde o to, jakým způsobem jednoduché podmínky, kladené na 
blíže neurčenou grupu, omezují její možný typ isomorfismu, 
s cílem stupňovat takové přehledné podmínky tak, až jsou 
jimi možnosti pro typiy isomorfie grupy úplně a přehledně 
určeny. Poněkud obecněji řečeno, studium logických závis-
lostí jedněch vlastností abstraktní grupy na jiných vlast-
nostech jiné nebo téže grupy je dalším hlavním úkolem t. zv. 
obecné theorie grup. / 

Zvláště významný je jmenovitě úkol, na nějž se často 
v aplikacích theorie grup naráží (na př. v aplikacích na 
theorii algebraických rovnic a na krystalografii), totiž získat 
co možno úplný přehled o počtu a souvislostech pod-
grup v grupě, podrobené určitým podmínkám; zvláště pak 
běží o t. zv. normální podgrupy. Abychom mohli alespoň 
naznačit tyto problémy a jejich řešení, musíme se seznámit 
s několika dalšími základními, již abstraktními pojmy theorie 
grup. 

Cvičení k 1,5. 
1. Ukažte, že grupa je komutativní tehdy a jen tehdy, jestliže jejl 

tabulka je souměrná dle hlavní úhlopříčky (zleva nahoře dolů do-
prava). 
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2.*Přesvědčte se na podkladě úlohy 1, že všechny grupy řádu men-
šího než 6 jsou komutativní (Ábelovy). 

3.*Ukažte, jak je K l e i n o v a grupa isomorfně representována gru-
pou matic 

» = (o l)' (10)' ( 0 —l)' (—? o)• 
4. Přesvědčte se, že matice daného stupně n takové, že v libovol-

ném řádku a v libovolném sloupci je jediné komplexní číslo různé od 
nuly — tvoří nekomutativní nekonečnou grupu, t. zv. monom i á l n í 
grupu stupně n. Tato grupa je isomorfní s grupou speciálních t. zv. 
monomiálních (česky: jednočlenných) (lineárních homogenních) trans-
formací tvaru 

/ 

Xx = fcjZnťl) 

xt - k^C^Í) 

xn = knx„(n) 
(i = 1,2, . . . , n; 7i(i) je permutace hodnot indexu i), 0 + kt jsou kom-
plexní čísla. 

5. Přesvědčte se, že jestliže koeficienty klt fc„ ...,&„ probíhají 
pouze čísla z jisté podgrupy násobící grupy komplexních čísel, pak 
dostaneme monomiální podgrupy monomiální (viz cvič. 4) grupy 
stupně n. Dokažte, že probíhají-li čísla kt grupu řádu m, pak taková 
podgrupa monomiální grupy obsahuje TO"»! prvků (matic). 

6. Sestrojte tabulku monomiální (viz cvič. 4) podgrupy stupně 2 
pro klrt = ± 1. 

7. Ukažte, že v monomiální (viz cvič. 4) podgrupě stupně 2, kde kí>t 
probíhají grupu všech 4-tých odmocnin z 1 (t. j. čísla +1, —1, +», 
—i (i = ]/— 1)) tvoří následující matice podgrupu řádu 8 

+ 

/±1 0\ l±i o W o ± i \ / o ±%\ 
\ 0 ± 1 \ 0 Ti)' l=Fl o)' \±i 0)• 

Ukažte, že v této podgrupě platí tyto vztahy: označime-li 

í« = i, j[. = p = p = _ i , j f = l, f j = — 1, fl = J, tí J, 
Ij = J, if 1. 

Sestrojte tabulku: + í. +j, +t jsou t. zv. základní Hamil tono-
vy kvatern iony . 
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8. Ukažte, íe násobící grupa vfiech komplexních čísel o absolutní 
hodnotě = 1 je isomorfní s grupou všech euklidovských otočení ro-
viny (viz cvič. 1 k 1,4). 

9.'Ukažte, že všechny regulární lomené transformace T(aít bt, 
a„ &,) jedné reálné (po př. komplexní) proměnné x tvaru 

kde aly 6,, aa, bt jsou reálná (komplexní) čísla, t. j. parametry trans-
formace T(at, bv a„ &,), která je jimi plně určena, a kde <2,6, — 
— a1b1 4= 0 (podmínka regulárnosti)) tvoří grupu (zvláštní případ 
t. zv. projekt ivní grupy). 

Ukažte, že tato grupa (která jakožto grupa transformací jedné 
proměnné není lineární) je isomorfní s grupou všech lineárních 
homog. transformací dvou proměnných (čili je isomorfní s grupou 
všech regulárních matic stupně 2). 

Ukažte, že t. zv. afinní transformace tvaru x' = axx + bl tvoří 
podgrupu (zvi. případ t. zv. afinní grupy). 

1,6. R O Z D Ě L E N I P R V K Ů GRUPY DO Tf t lD DLE POD-

GRUPY. HOMOMORFNÍ ZOBRAZENI , NORMÁLNÍ POD-

GRUPA, PODÍLOVÁ GRUPA. 1. A 2. VĚTA O ISOMOR-

FISMU. POJEM JEDNODUCHÉ GRUPY. 

Budiž G nějaká grupa a H nějaká její podgrupa. Vynásob-
me si libovolně zvoleným prvkem x grupy G postupně vše-
chny prvky z podgrupy H zleva, tedy utvořme si všechny 
prvky tvaru x . h, kde h probíhá celou podgrupu H. Souhrn 
těchto prvků si označíme jako x . H a nazýváme jej levou 
třídou prvku x podle podgrupy H. 

Ukážeme si dva pozoruhodné fakty. Za prvé, pro prvky a;, 
a x2 jsou jen dvě možnosti: budto obě třídy splývají (obsahují 
tytéž prvky grupy) anebo obě třídy nemají společné prvky. 
Jsou totiž jistě jen dva možné případy: buďto obě třídy XjH 
a x%H mají společný prvek, anebo společný prvek nemají. 
V prvním případě budiž x takový společný prvek. Potom je 
x = xx. \ = xs. h2 při vhodných prvcích a h2 z podgrupy 
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