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III. Sutazné ulohy I. kola

KATEGORIA A
A-1-1

Rieste sistavu s neznamymi xy, X,, ..., X, (n = 2) a para-
metrami ¢, d:

2x; — X, =c,
—Xy +2x; — x5 =0,
- x2 + 2X3 - X4 =0,
—X,—3 + 2%, x,=0,

Komentar. Pocet rovnic je n. Druha az predposledna
rovnica sa daju prepisat do tvaru

Xy — X = X3 — X35 Xp — X3 = X3 — Xy,

ey

, _ (1)
s Xpmg T Xy T Xy — X

n-

Prvu rovnicu danej sustavy mozno napisat v tvare

Xy =c —(x; — X). (2)
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Rovnice (1) a (2) tvoria siistavu n — 1 rovnic s n neznamymi
X1, X3, ... X,. VSetky nezname v nich mozno vsak vyjadrit
pomocou nezname;j

E=X; =Xy =X3 — X3 = co. = Xp_q — X5 (3)
v &om je ,.eliminagny trik“. Z (2), (3) dostaneme
x;=c—¢& x,=¢—-2¢ x3=c—3&..,x,=c—né.
(4)
Poslednu rovnicu danej sistavy upravime na tvar
x,=d+¢&. %)

Posledna rovnica (4) a rovnica (5) tvoria ststavu dvoch
rovnic s dvoma neznamymi x,, &, z ktorej vypocitame &:

E=——le- ). ©)

Rovnice (4) a (6) davaju jediné mozné rieSenie danej sustavy

X =c—

n+1(c—d), k=1,2,...n. (7)

Skuskou sa presvedéime, Ze (7) je skutocne rieSenim danej
sustavy. Domnievame sa, Ze u¢astnici kategérie A by mohli
na uvedeny trik prist bez akejkolvek pomoci.

A—-1-2

Nech sa a,b,c,d komplexné Cisla. Majme kvadraticka
rovnicu
x*—px+q° =0, (8)

50



kde p = |a|* + |[d|* + 2Re (bc), g = |ad — bc|. Dokézte: Ak
ma rovnica (8) zaporny korefi, potom je to koreh dvoj-
nasobny. (Pozndmka: Zapis Re z znamené realnu &ast kom-
plexného &isla z; ¢ je Eislo komplexne zdruZené s &islom c.)

Komentar. Treba dokéazaf, Ze diskriminant rovnice, tj.
Cislo $p? — g2, sa rovna nule. V tejto tlohe sa hodi dokazat
rovnost diskriminantu nule trochu neobvyklym spésobom,
a to dokazom spravnosti dvoch nerovnosti

P-¢z0, "-gso ()

Pravdivost prvej z nerovnosti (9) vyplyva z predpokladu
o rovnici (8). Tato rovnica s realnymi koeficientami ma
zaporny koreni a teda oba korene realne, z ¢oho vyplyva
nezapornost diskriminantu.

Pretoze sucin oboch korefiov rovnice (8) je &islo ¢ > 0,
je druhy koreti rovnice (8) taktiez nekladny a suget oboch
korefiov — &islo p — je zaporny. Druha nerovnost (9) je
teda ekvivalentna s nerovnostou

p+20=0. (10)

Spravnost nerovnosti (10) dokazeme pomocou uréenia &isel
p, q. PouZijeme pritom nerovnosti

Iad — bc| > |bc| — |ad

, Re(bc) + bc = Re(be) + |be| = 0.

Za  kIucovy“ krok dokazu pokladame dokazovanie oboch
nerovnosti (9). Tym sa totiz vyhneme priamemu zdévod-
fiovaniu rovnosti p> —q?> =0, resp. 3p +q=0 (3p — ¢
je totiz zaporné), ktoré je formalne zloZitejsie.
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A-1-3

Vysetrite priebeh funkcie
o [y |/
=z H

Komentar. Symbol [z] znamena ako obvykle celi &ast
Cisla z. Doporu€ujeme, aby rieSitelia postupovali takto:
Najskor sa vySetri priebeh funkcie f: a— [a]?/? v inter-
vale (0, o).

Vysledok je

flag=0 pre ae (0; 1),

flaj=1 pre ael; ).

na intervale (0, o0).

a odvodime

AH R

Grafom tejto funkcie s zname ,schody®. Uloha je teda len
hranie sa s funkciou z+ [z]. Pri rieSeni je treba spravne
interpretovat symbol siétu a uvedomif si, ze v podstate
nejde o sucet nekoneéného radu.

Dalej polozime a =

=

M8

A-1-4

Nech a, b, ¢ su velkosti stran trojuholnika ABC
a r je polomer jemu opisanej kruznice. OznaCme V =
= a* + b? 4+ ¢? — 8r?. Trojuholnik ABC je ostrouhly prave
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vtedy, ked V > 0, pravouhly prave vtedy, ked V = 0 a tupo-
uhly prave vtedy, ked V < 0. Dokazte.

Komentar. Pri rieseni tejto Glohy nejde o ni¢ iného ako
o vyjadrenie vyrazu V pomocou sucinu kosinov velkosti
uhlov trojuholnika ABC. Riesitel moéze vyjst napr. zo
VZOrcov

a® = 4r*sin’® o = 2r*(1 — cos 24,
b? = 4r?sin’® B = 2r}(1 — cos 2f),
¢ = 4r*sin® y = 2r}(2 — 2cos? y).

Dalej pouzije vzorce

cos 20 + cos 2f = —2cosycos(x — f),

a—B+y  a—f—y
Sin

—B) — = —2si
cos (¢ — B) — cosy sin—— 5

a dostane potrebnu formulu

V = 8r? cosacos fcosy.

A-1-5

Ak su oy, a,,..., o, velkosti Tubovolnych n uhlov, plati
nerovnost

]sin o, sina, ...sina, — COS &; COS A5 ... COS oz,,i <

(11)

< Z": |sin o, — cos o .
k=1

Dokazte. Kedy plati rovnost?
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Komentar. A. K dokazu nerovnosti mozno poradit rie-
Sitefom napr. tento trik autora ulohy: Vyjde sa z rovnosti

sin oy sin «, ... sin o, — COS &; COS &, ... COS &, =

n
=Y sina, ...sin o, ,(sin o, — COS &) COS % 4 ... COS 0, ,
k=1

kde vidy prvy cClen k-tého sCitanca s druhym c¢lenom
(k + 1)-tého s¢itanca dava nulu. Zostane teda len druhy
Elen prvého scitanca a prvy ¢Elen n-tého s€itanca. Ak ozna-
¢ime sucet L, plati

L = sino, sina, ...sin a, — COS &; COS &y ... COS O, .

Dalsi postup bude uz potom jednoduchy. Plati zrejme

IL| = Zn: |sin ocy| [sin ot,| ... |sin o | [sin & — cos o] X
k=1
X |cos a4 4| ... [cos ot

odkial priamo vyplyva

IL| < Zn: |sin o, — cos o .
k=1

B. Pre rieSenie druhej Casti ilohy A—1-5 radime rie-
Sitefom, aby preskumali najskér pripady n=1a n=2
a aZ potom presli k pripadu n = 3.

Pre n =1 dostaneme rovnost |sina, — cos o] =
= [sino; — cosayl, ktora plati pre vietky a,. Pre n =2
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nastane v (11) rovnost prave vtedy, ked nastane rovnost
v tychto troch nerovnostiach:

|sin a; — cosay|.|cosa,| < [sina; — cosay

)

(12a
|sin o, | . [sin @, — cosa,| < [sina, — cosa,|, (12b)
<

b

|(sin o, — cos a;) cos a, + sin a, (sin a, — cos a,)|

< |(sinot; — cos ;) cos a,| + [sin oy (sin a, — cos a,)| . (12¢)
Rovnost v (12a, b) vedie k tymto podmienkam:

a) sina; = cosay A sina, = Cosa,;
b) sina; = cosa; A sina, + cosa, A |sinoc1| =1;
c) sinoy + cosay; A |cosa,| =1 A sino, = cosa,;
d) sina; & cosa; A |cosay| =1 A

A sino, #cosa, A [sinay| = 1.

Pripady b), ¢) nemo6Zzu nastat, pretoze pre ziadne ¢ neplati
sin? ¢ = cos? ¢ = 1. Pripad d) je ve spore s (12c), pretoze
- (12c) nadobuda v tomto pripade tvar
|sin o, cos o, — sin o, cos | <
< |sino, cos o, | + |—sin o, cos ay|.
Prava strana sa rovna 2, Tava 0, takZe rovnost nenastava.
Zostava len pripad a). V tomto pripade
n
ak=Z+kal'., k=1,2, (13)

kde m,, m, su celé &isla. Skuskou sa ahko presved¢ime, ze
vzorce (13) davaju skutotne rieSenie Glohy B v pripade
n=2.
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V pripade n = 3 postupujeme analogicky ako pri n=2.
Dostaneme vysledok: rovnost v (11) nastane prave vtedy,
ked

n

ak—_—z"l"mkn, k=1a27“'$n’

kde m, st celé Cisla.
A-1-6

Je dana gula G. Uréte mnozinu M vsetkych bodov 4,
pre ktoré mozno zostrojit taky rovnobéznik ABCD, Ze cela
jeho uhlopriec¢ka BD sa nachadza v guli G a o velkostiach
uhlopriec¢ok AC, BD plati AC < BD.

Komentar. RieSenie sa sklada z troch Casti:

1. Odvodi sa, ze kazdy vrchol A4 lezi v guli G’ sustredne;j
s G, ktorej polomer je r \/5 (r je polomer gule G).

2. Vyslovi sa hypotéza, ze hladana mnozina M je gula G'.

3. Dokaze sa inkluzia G' = M. PretoZe v Casti 1. bola
dokazana inkluzia M < G’, bude tak dokazana rovnost
M=G.

Ad 1. Ak oznacime S stred rovnobeznika ABCD, je podla
predpokladu SA < SB = SD, tj. bod A lezi v kruhu zostro-
jenom nad priemerom BD. Preto je ¥ BAD = 90°. Rovina
ABD pretne gulu G v kruhu, ktory z bodu 4 vidno pod
uhlom ® = ¥BAD = 90° alebo ktory bod 4 obsahuje.

Ad 2. Z predchadzajucej uvahy vyplyva hypotéza, ze
M=G.

Ad 3. Pri dokaze inkluzie G’ = M zvolime bod A€ G/,
ktory lezi mimo gule G. Stredom gule G a bodom A pre-
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loZime rovinu g, ktora pretne G v kruznici x. Z bodu A
vedieme ku x doty¢nice s bodmi dotyku B, D. Potom je bod
A vrcholem rovnobeznika ABCD, ktory vyhovuje pozia-
davkam ulohy.

Ako je zrejmé z vyS$Sie uvedenych komentarov, su ulohy
A—1-1, 2, 5 naro¢nejsie, ich rieSenie vyZzaduje isté triky.
Ulohy A—1-3, 4, 6 patria zasa k uloham, ktorych rie-
Senie nevyzaduje od riesitela takmer Ziadnu vynaliezavost.

KATEGORIE B
B-1-1

Pro &islo 3 025 plati: 3025 = (30 + 25)>. Najdéte viechna
dvojciferna a Ctyfciferna Cisla této vlastnosti:

Komentafi. Text ulohy je ponékud nejasny. Snad by se
mél interpretovat tak, ze jde jednak o ¢isla tvaru 10x + y,
kde x,y jsou ¢&isla jednociferna, a jednak o cisla tvaru
100x + y, kde x,y jsou Cisla dvojciferna. Pfitom &islo x
nesmi zac¢inat cifrou 0, &islo y miize zacinat cifrou 0.

Pfiteseni by se méla vyzadovat podrobna analyza. V prvni
uloze se vychazi z rovnice

10x +y=(x+?2 x=1234,5678,9. (14)

Ulohu Ize fesit experimentalné prezkousenim viech deviti
moznych pfipadi. Malym trikem odvodime z (14) ekviva-
lentni rovnici

9x =(x+y)(x+y—1). (15)
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Tato Uprava umoziiuje podstatné zuzit obor feSeni. Oba
ginitelé na pravé strang (15) jsou totiz nesoudé&lna &isla,
proto jeden z nich je nasobkem deviti, tj. roven 9k (k = 1).
Druhy ¢&initel je 9%k + 129 +12>8. Z (15) pak plyne
9x = 9k . 8, neboli x = 8. ProtoZe je x < 10, zuZuje se obor
feSeni na dve Cisla x = 8 nebo 9. Zkouska ukaze, Ze jediné
feseni je 81 = (8 + 1)%

V druhé uloze se ukaze, ze piredchozi postup feSeni je
schopny pfeneseni. Vychozi rovnice v tomto ptipadé zni

9x = (x + y)(x +y = 1). (16)

Nesoudélnost obou &initelti na pravé strang (16) vede k za-
véru, ze a) bud jeden z nich je nasobkem ¢isla 99, nebo b)
jeden je nasobkem ¢&isla 9, druhy nasobkem ¢isla 11.

V ptipadé a) jsou ¢initelé na pravé strang (16), 99k, k = 1,
99k + 1299+ 12=98; z (16) pak plyne 99x = 99k . 98,
tj. x = 98k. Odtud dale k = 1, x = 98 nebo 99. Zkouska
ukaze, ze jediné feSeni v ptipadé a) je 9801 = (98 + 1)
Ponévadz rozdil obou Ciniteld na pravé stran& (16) je roven 1,
plati v pfipadé b) rovnice

9z + 1t =1, (17)

kde z,t jsou shodna ¢&isla cela. Diofantickou rovnici (17)
roziesi zaci znamym zpasobem (9z = 1 — 111, 9u = 1 — 2,
2t=1—-—9u, 2v=1—u, u=1—2v, odtud z =5 — 11y,
t =9 — 4).

Pro feseni rovnice (17) pofidime vypis z tabulky:
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v {! -2 -1 0 1 2 3

z 27 16 5 -6 —-17 —28

t -22 -13 -4 5 14 23

9z i! 243 144 45 —54 —153 —252
|

11t E —242 —143 -4 55 154 253

Reseni dava jen tlusté oramovana ¢&ast tabulky, tj. dvojice
44, 45 a 54, 55. Ptisluiné hodnoty x ]SOU podle (16) x = 20

nebo 30; feSeni jsou

2025 = (20 + 45)2,

3025 = (30 + 25)2.

Primitivn&ji Ize k feSenim rovnice (16) dospét tak, ze
vzhledem k (16) sestavime tabulku nasobku &isla 11 az do
18.11 (nebof x + y < 200) a zkouméame dglitelnost deviti

téchto nasobku a &isel sousednich.

10

11

12

13

14| 15

16

17

18

11k 111|22|33]44(55]66|77|88

99

110

121

132

143

1541165

176

187

198

10121(32{43]54]65|76|87

98

109

120

131

142

153|164

175

186

197

12123|34]45]56 |67 |78 |89

100

111

122

133

144

155 (166

177

188

199

Odtud vyjde napf. x + y =45, 99x = 44.45, x = 20,
ale x + y =154, 99x = 154.153, x = 238 > 100. Vyjdou
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tedy opét jen tii feSeni z levé &asti tabulky. Uloha dobte
ukazuje, jak zavisi obsahlost zkousky na ,,iplnosti“ analyzy
ulohy.

B—1-2

Dokazte platnost nerovnosti

621? G)Z (2 - (%>2> <nfn+1)(2n + 1),

kde n je prirodzené &islo a x, x;, i = 1,2, ..., n, realne ¢isla.
Kedy nastane rovnost?

Komentaf. Uloha je velmi jednoducha a nepotiebuje
takika komentafe; pomérné¢ komplikovany koeficient pfi
i> ma za ukol jen trochu zmast fesitele. Ozna¢ime-li ho

x,z x.z
= (5 (2-(%))., i=12..n,
(G -G mrae

pak staci dokazat, Ze plati
it £ 2. (18)

To je evidentni, pokud je y; < 0. Je-li y; = 0, pak nerovnost
yi £1 vyplyva ze studia prib&hu funkce ¢+ t(2 — 1).
Secteme-li nerovnosti (18) pro i = 1 az i = n, vyjde dokazo-
vana nerovnost ze vzorce 12 + ...+ n* ={n(n+ 1)(2n + 1).
Pokud fesitel tento vzorec nezna, odvodi dokazovanou ne-
rovnost pfimo matematickou indukci.
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Rovnost nastane, pravé kdyz ve viech nerovnostech (18)
nastane rovnost, tj. kdyz

(Vi)y; = 1 neboli (Vi) (3)2 (2 - (x;n =1,

neboli (Vi) x| = |x|.

B-1-3

Necht pro a =2 0 je

X pro x>a,
rdx) = <O pro |x| <a,
X pro x< —a.

Reste rovnici s realym parametrem k

D18
-
—
=
~—
It
==~
=

0

]

i

Komentaf. Klicem k feSeni této jednoduché ulohy je
podrobna analyza prib¢hu funkce

Ukaze se, ze pro xe{—n;—n+ 1)u(n— 1;n) (n pfi-
rozené), je R(x) = nx. Presny dikaz je tieba provést indukci,
fesitelé by si méli nadrtnout graf funkce R(x).
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Diskuse se provede podle parametru k a za pomoci
naértk. ReSenim jsou tyto mnoziny kotenii:

k<1 k=1 l<k<2| ... k=n n<k<n+1

{0} =L {0} K {0}

kde K={—n; —n+1)u(n—1; n).
Uloha B—1-3 rozifuje opét zasobu elementarnich
nespojitych funkci, s kterymi se pracuje na stfedni $kole.

B—1—4

Jsou dany &tyti rizné body A, B, C, D lezici v téze p¥imce.
Urcete mnozinu viech bodid X v prostoru, pro néz plati:

¥AXB = ¥xBXC = xCXD. (19)

Komentaf. Dvé uvodni poznamky: 1. Je vidét, Ze prosto-
rova varianta ulohy je jen formalni; je-li totiz M; mnozZina
viech bodi X, které lezi v roving svazku (4B) a spliiuji
podminky (19), vznikne hledand mnoZina M, rotaci mno-
ziny M, kolem osy AB.

2. Pokud ma byt M, * 0, pak pro uspofadani bodd
A,B,C,D plyne z (6), ze B lezi mezi A,C a C mezi B, D;
je tedy pofadek boda A4, B, C, D.

Reseni rovinné varianty ulohy B—1—4 se opira o Apollo-
niovu kruznici, resp. o vlastnost osy thlu trojahelniku; tyto
poznatky by si méli feSitelé pfipomenout. Na obrazku la
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je XB osa Ghlu ¥xAXC, thel ¥ XBC je ostry. (Ptipady,
v nichZ je ¥ XBC pravy nebo tupy, pfenechavame &tenafi.)
Na polopiimce XB je sestrojen bod Y + B tak, Ze je
AY = AB. Z podobnosti AAXY ~ ACXB plyne

AX AX CX

AY ~AB T CB’
blAX ABbXm ted Apoll k
n 1l —=——
(0]6] CX CB 0 ezl te Yy na Apo oniové kruznici
X

A y/a e 5
\
Obr. la

Y

k,, sestrojené nad primérem BB'; pfitom B’ je bod lezici
vné useky AC na polopfimce BC, pro ktery plati
AB':CB' = AB:CB.

Obdobné: neni-li BC = CD, lezi bod X na Apolloniové
kruznici k, sestrojené nad primérem CC’, pfiemz
BC:DC = BC':DC'. Bod C’ lezi vzdy vn& tusecky BB’
(protoze Ghly ¥BXB', ¥xCXC' jsou pravé a bod C lezi
mezi B a B'), a proto se ob& Apolloniovy kruznice k,, k,
protinaji ve dvou riznych bodech M, N soumérné sdruze-
nych podle osy AB (obr. 1b). Jejich rotaci vznikne kruznice.
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Také uloha B—1-4 nevyzaduje Zadny vtip; jedinym
impulsem by snad mohlo byt upozornéni na souvislost
osy uhlu s Apolloniovou kruznici. Pozornost je tieba vé-

Obr. 1b

novat diskusi; zvlasté se nesmi zapomenout na pripady,
kdy body X nelezi na Apolloniové kruZznici, nybrZ na jisté
piimce.
B—-1-5
V roviné je dan trojahelnik. Najdéte aspon jeden licho-
béznik, jehoz vSechny Ctyfi vrcholy leZi na hranici daného

trojuhelniku tak, ze déli jeho obvod na &étyfi stejné dlouhé
Casti.
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Komenta¥. Je to v podstaté loha na manipulaci s nerov-
nostmi, zejména s nerovnosti trojuhelnikovou. Postup feseni
Zaci najdou pravdépodobné snadno, naro¢néjsi je detailni
provedeni. Dulezité je pfipomenuti, Ze uloha zada jen urceni
(sestrojeni) aspori jednoho lichob&Zniku Zadané vlastnosti.
Postup feseni lze roz€lenit do téchto bodi:

1. Hledany lichob&Znik ma jednu stranu z ve strané
trojuhelniku. Pokusime se o to, aby tato strana z byla
zakladna lichob&Zniku a aby lezela v nejdeldi strané c
trojuhelniku.

2. Vypoctem uréime krajni body druhé zakladny z'.

3. Pokusime se umistit stranu z v useéce c tak, aby dvé
dalsi ¢asti hranice trojuhelniku mély délky rovnajici se
Etvrting jeho obvodu.

4. Dokazeme, zZe vysledny ¢tyfuhelnik neni rovnobéznik.

Toto ¢lenéni by mohlo byt instrukci pro feSeni ulohy.

Ad 1. Oznacgime vrcholy a strany trojuhelniku obvyklym
zpusobem, jeho obvod oznaéime 2s; KLMN bude hledany
lichob&Znik (obr. 2). Je-li AB nejdelsi strana daného trojuhel-
niku ABC, je 3c=a+b+c=2s tj. c23%s>13s, a do
strany AB lze umistit Gsecku délky is.

Ad 2. Ozna¢ime CN = x; pak je CM = %x, jak plyne

z podobnosti AABC ~ ANMC. Na druhé strané je
CM = s — x. Porovnanim dostaneme
bs

YTt b) (20)
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Bod N padne mezi body A, C, nebot neni x = b; jinak by

bs
totiz platilo ——— = b, tj. s = 2(a + b), 2s = 4{a + b),
p darn 2Dl (a + b) 4a + b)
¢ =3a+3b>a+b, atojespor.
c
X 2ls—x
N - M
A K v L B

Obr. 2

Ad 3. Vime uz, 7e x < b. Jde je§té¢ o ostfejsi omezeni
Cisla x shora; jeho ulelem je ukazat, Ze naneseme-li na
poloptimku NA tse¢ku délky s, prekroime bod A. Toto
odlivodnéni je asi nejobtizn&j§i &ast diikazu; provedeme
dikaz sporem.

Necht je x + 3s < b; dosadime-li sem x ze (20), dostaneme

2T, (21)

kde A =

SRS




. .25 a+b+c
tuto nerovnost spojime s nerovnosti — = -

=1+A+§;2+2 (je totiz ¢ = b); vyjde

4+ 44
2427

2+ 1L
odtud 4% £ 0. Protoze plati 1> 20, je A = g =0, coz je
spor.

Ad 4. Dokazeme nepfimo, ze je MN # KL = s. Z po-
dobnosti AABC ~ ANMC plyne podle (20)

MN = x bs s
T T a+b) 2a+b)
Kdyby bylo
s
2Aa+b) 2’

platilo by ¢ = a + b, coz je nemozné.

B—-1-6

V pravouhlé soustavé soufadnic v roviné jsou dany body
A =[2; 0], B=0; 3], C =[0; 0]. Urgete vyraz V(x,y)
tak, aby grafem rovnice

V(x,y)=0
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byla hranice AABC. Ptitom v této tloze definujeme vyraz
takto:

[1] 1, x, y jsou vyrazy.

[2] Jsou-li Vi(x y), Vi(x,y) vyrazy, jsou vyrazy také
Vl(x’ .Y) + VZ(x9 _V), Vl(x’ y) - VZ(X’ y)’ Vl(xa y) . V2(x’ y)

[3] Jeli V(x;y) vyraz, je |V(x,y)| vyraz.

Komenta¥. Uloha je jakasi kuriozni hiicka; pomoci abso-
lutnich hodnot se tu snazime ,,odstranit nerovnosti®, ackoli
b&zny postup byva pravé opacny.

Impulsem — snad jedinym — by feSitelim mohly byt
byt tyto véty platné pro realna &isla i ,,vyrazy“ (kvantifika-
tory vynechavame):

La=0Apf=0<a®>+p2=0.
ILa=0AB=0Ay=0<xo®+ p>+92=0.
ILa=0v p=0<af=0.
IV.a=0vp=0vy=0<« affy=0
V.a20< a—|¢=0.

VL a <0< o+ || =0.

Na zakladé téchto vét odvodi fesitelé snadno analytické
vyjadfeni use¢ek AC, BC, AB:
AC:Vi=(x—x)*+(2-x—-]2—-x|])* +)y* =0,
BC:V,=(y — [y)* + 3—y—|3—y] +x2=0,
AB:Vy=(3x +2y — 6 + (x — |x|)* + (v = [y)* = 0.
Analytické vyjadfeni hranice trojuhelniku ABC je
I/1V2V3 = O.
68



KATEGORIE C
C—-1-1

Nech a,, a, ..., a, (n = 1) st prvodisla vietky vicsie nez 3.
Potom &islo a?a?...a? — 1 je deliteIné ¢islom 24. Dokazte.

Komentar. Predpoklad, ze kazdé z prvocisel ay, a,, ..., a,
je vécsie nez 3, upozorfiuje na jednu vlastnost tychto prvo-
¢isel: Kazdé prvocislo p > 3 sa da vyjadrit v tvare p=6k + 1,
kde k je prirodzené &islo (vetu viak nie je mozné obratit!).
PretoZe p je prvoéislo, musi byt jeho zvySok pri deleni
Siestimi bud' 1 alebo 5.

Prirodzené je overit si pravdivost dokazovanej vety naj-
skor pre n = 1:

p? — 1 =(6k + 1) — 1 = 36k + 12k = 12k(3k + 1).

Ak je k parne, je 12k nasobkom ¢isla 24. Ak je k neparne, je
3k + 1 parne a 12k(3k £ 1) je tiez nasobkom ¢isla 24.
V kazdom pripade je teda

p? =24b + 1. (22)
Pomocou (22) sa potom lahko vypogita, Ze

aiaj...al = (24b, + 1)(24b, + 1)...(24b, + 1) =24N + 1,
(23)
kde N je vhodné prirodzené Cislo. Tym je veta dokazana.

Ako je z uvedeného vidiet, kIi¢om k rieSeniu ulohy je
vyjadrenie prvocisla p > 3 v tvare p = 6k + 1. Z rovnosti
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(23) vsak mozno vy¢itat este tento vysledok : Druha mocnina
kazdého neparného c¢isla, ktoré nie je nasobkom troch, dava
pri deleni ¢islom 24 zvysok 1.

C—-1-2

Urcte mnozinu vsetkych bodov v rovine, pre ktorych
pravouhlé suradnice x, y plati

x+s(x)+y+s(y) <1,

kde
1 pre x > 1,
s(x)=4 0 pre |x]= I,
-1 pre x < —1.

Komentar. RieSitefom radime, aby rovinu rozdelili na
3.3 =9 oblasti vzhladom na definiciu funkcie s(x) a zapi-
sali prislusné mnoziny:

M, ={[x;y]: x <—-1Ay
M= {[x;y]: x < —=1Aa)
Mo={[x;y]: x <—-1ay

M, ={[x;y]: x> 1Ay> 1},
M,={[x;y]: x> 1als 1},
M;={[x;y]: x> 1A y<-—-1},
M,={[x;y]: x| 1Ay> 1},
Ms={lxy]l: Xl 1abls 1,
Mo ={[x;y]: x| 1Ay<-1},
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M, M, M,
y=1
M, M, M,
y=-1
M, M, M,
x=- x=1
Obr. 3

Prislusny naértok oblasti je na obr. 3. DalSou tlohou bude
prepisat dana nerovnost pre jednotlivé oblasti tak, Ze sa
nahradia s(x) a s(y) prislu§nymi hodnotami. Vysledok mozno
vyhodne zapisat do tabulky:

M, M, M, M, M;
x+y<-—1 x+y<0 | x+y<l1 x+y<0 x+y<l
M, M, Mg M,
x+y<2 x+y<l X+y<2 xX+y<3

Tieto nerovnosti vyjadruju polroviny, ktorych hranicami
su v uvedenom poradi priamky a, b, ¢, b, ¢, d, ¢, d, e a na
obr. 4 su vyznagené Sipkami. Hladani mnoZinu M dosta-
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neme, ak uréime prieniky tychto polrovin v uvedenom
poradi s mnoZinami M, M,, ..., M, a vysledky zjednotime.
Tuto Cast vySetrovania mozno prehladne zapisat v tabulke.
Vysledna mnozina M bodov je na obr. 5, kde plne vytiahnuté
Casti hranice patria k M, ¢iarkované nie a z vrcholov lome-
nej Ciary patria do M len body vyznaené krizkami.

c-1-3

Rieste v realnom obore ststavu rovnic s neznamymi
X1, X5, X3, X4 &S parametrom p:

x(x; + x3) = p, Xy(X3 + X4) = p, (24)

X3(xq + X)) =D,  x4(x; + X3) =p.

Iy

Komentar. Tato uloha je cviCenim na zlozitejsie diskusie.
Na prvy pohlad sa nuka vetvit rieSenie ststavy pre pripady
p=0ap=*0.

A, — 7Ziadne z Cisel x; sa nerovna nule; A, — aspoifi jedno
z Cisel x; je rovné nule.
V pripade A, vyplyva z (24)

A. Ak je p =0, rozliSia sa dva pripady:

X, +x3=0, x3+x,=0, x,+x,=0, x;,+x,=0,
Cize
Xy = =Xy, X4 = =Xy, X3 = Xg;
pritom za x; mozno zvolit Tubovolné &islo rézne od nuly.

Pri skimani pripadu A,, ked z &isel x; je aspon jedno
rovné nule, je potrebné upozornif na to, Ze sustava (24)
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ma cyklicku Strukturu, o znamena, Ze stadi najst rieSenie
sustavy (24) pre pripad x, = 0, &im uZ bude pripad p = 0
v podstate vybaveny.

Ak teda x, = 0, potom tretia a §tvrta rovnica (24) davaju

X3X4 s O, x2x4 = O. (25)

Je teda bud x, = 0 a z druhej rovnice (24) vyplyva
x, =0 v x3 = 0 alebo je x, + 0 a z rovnic (25) dostavame

X, =x3=0.

Ak je p =0, st teda v kazdom pripade aspoii tri z ¢isel x;
rovné nule. Obratene: ak zvolime $tvoricu &isel x; = 0.
x, =0, x3 = 0, x, Tubovolné, bude sustava (24) splnena.

B. V tomto pripade (p + 0) s vietky x; &isla rozne od
nuly. (Logicka 3truktura rieSenia je obvykla: predpokla-
dame, 7e sistava (24) ma rieSenie, a hladame prefi nutné
podmienky.) Z prvej a tretej a z druhej a zo $tvrtej rovnice
sustavy (24) dostaneme

XXy = Xg¥kay  XgXs = XXy, (26)

Z rovnic (26) po vydeleni a jednoduchej uprave dostaneme

2
(-
X2

X4 = xz N x3 b x1 N (27)

tj. bud

alebo :
X4 = —X;; X3= —X;. (28)
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V pripade (27) prvé dve rovnice (24) maju tvar
XX +xi=p, X X;+x3=p (29)

a rovnaky tvar ma druha dvojica rovnic (24). Od¢itanim
rovnic (29) dostaneme x{ = x3, tj. x, = x,, pretoZe pripad
X, = —Xx,; je vzhladom na p + 0 nemozny (pozri Stvrta
rovnicu (24)). Vzhladom na (27) m6zu vyhovovat len 3tvo-
rice, pre ktoré plati x; = x, = X3 = x4, .

x,~=+\/g, i=1,234. (30)

Skuska ukaze, ze pre p > 0 su obe mozné §tvorice ¢isel (30)
rieSeniami sustavy (24).

Zostava preskimat pripad (28). Rovnice (24) sa v tomto
pripade redukuju na dve rovnice

2 2
X1Xy — X7 =P, —X1Xy = X3 =P. (31)
Odgitanim rovnic (31) a delenim &islom x; dostaneme

2
B2 1=, 4 Z2=-14./2.

X1 X1 Xy

Pomocou (28) vyjadrime x,, x3, X, v zavislosti na x;:
X =(-1% \/E)xﬁ Xy=-x;; xg=(17F \/i)xl .(32)
Dosadenim do prvej rovnice (24) dostaneme

xXj(=2£/2)=p (33)

a stadial x,, x,, x5, x, v dost zloZitom tvare. Pre x, vyjda
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zrovnice (33) pri p < 0 3tyri moznosti. Ak ur€ujeme x,, x3, X,
z (32), musime preskusat volbu znamienok skuskou —
dosadenim vypo¢itanych &isel do rovnic (24). Aj toto poci-
tanie pre ucastnika kategorie C je dost narocné.

C-1-4

V rovine je dana usecka AB a jej vnttorny bod C. Zostroj-
me pravouhly trojuholnik BCY s pravym uhlom pri vr-
chole Y. Ozname X taky bod na usecke AY, ze CX | BY.
Dokazte, ze vetky také body X leZia na kruznici. Vyjadrite
jej polomer pomocou vzdialenosti AC, BC.

Obr. 6

Komentar. Formulacia Glohy nie je uplna. Je treba do-
plnit, Ze zostrojime vSetky pravouhlé trojuholniky s pre-
ponou BC. Takto uréené body Y vyplnia kruznicu k zo-
strojeni nad priemerom BC, z ktorej sme vylugili body
B, C (obr. 6). Je zrejmé, Ze bod X je obrazom bodu Y v rov-
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nolahlosti, ktora ma stred A a prevadza bod B do bodu C,

., AC AC , ,
tj. ma konstantu — = —————. Tato rovnolahlost pre-
AB AC + BC

vadza bod C do bodu D polpriamky AB a kruznicu k do

kruznice k' zostrojenej nad priemerom CD. Polomer kruz-
AC BC AC.BC

AC +BC 2 2(AC + BC)

Uloha je trivialna, nezaujimava. Jediny zisk z rieSenia je,

o\

Ze si rieSite] uvedomi uZito&nost zobrazenia (rovnolahlost)

nice k' je

C—-1-5

Je dany ostry uhol ¥ MVN. Na ramene VM su dan¢ body
A, B a C, pre ktoré plati

AV > BV > CV.

Zostrojte na ramene VN také body X, Y, aby prienikom
trojuholnikov AX B a CYB bol §tvoruholnik osove simerny
podla osi predchadzajiicej bodom B. Najdite podmienku
rieSitelnosti.

Komentar. Prvym impulzom k rieSeniu by mohol byt
nacrt pre vykonanie rozboru ulohy. Naclrtneme Stvor-
uholnik (deltoid) BZUT stmerny podla osi o = BU a zo-
strojime prieseéniky {X} = BZ n TU, {Y} = BTn ZU
(obr. 7). PretoZe symetria podla osi o vymiefia priamky
UZ, UT i priamky BZ,BT, vymiefia aj body X,Y, tj.
01l XY = VN. Aby prienikom trojuholnikov 4BX, BCY
bol stvoruholnik, musi priamka o oddelovat dvojice AX
a CY. Nadrtneme teda priamku VN a zvolime priamku VM
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tak, aby prechadzala bodom B a aby priese¢nik V' priamok
VN, VM lezal v polrovine 0 X. Nakoniec oznaéme body 4, C.

Pomocou popisaného nacrtku rieSitelia Tahko urobia
rozbor ulohy aj konstrukciu. Priamka o je dana bodom B
a smerom (o L VN). Vrcholy Z, U, T zostrojime pomocou
priamok AC’, A'C, kde A’,C’ si body stiimerne zdruzené
s bodmi A4, C podla priamky o.

Obtaznejsia je diskusia. Nech si riesitelia uvedomia, Ze
uloha je rieSitelna prave vtedy, ked priamka o oddeluje
dvojice AX a CY (ide o prienik trojuholnikov ABX, BCY).
Ak chceme podmienku riesitelnosti vyjadrif analyticky, zvo-
lime parametre takto: a = X MVN, VA=a, VB=»b, VC =c.

Pretoze ide o zalezitost usporiadania, je vhodné pouzit
sustavu ortonormalnych stradnic, napr. VN =0s x, 0 =0s y.
Suradnice bodov 4, C, C’ st potom A = [(a — b) cosa; asin o],
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C =[(c —b)cosa;csina], C' = [(b — c)cos a; ¢ sin a].
Pre suradnicu x, bodu X (priese¢nika priamok VN, AC’)
odvodime rovnicu

Xq(a —c¢

L—)=ab+bc—2ac.

cosa

Podmienkou rieSitelnosti je potom x, <0 a pretoze
a—c>0, cosa >0, mozno ju vyjadrit v tvare

bla + ¢) < 2ac.

C-1-6

Je dana rovina a v nej jednotkova Stvorcova siet. Vy-
Setrite postupnosti bodov

Ao Ay Ay Ay ... (34)

s tymito vlastnostami: Vsetky body postupnosti (34) lezia
vo vrcholoch danej $tvorcovej siete, a to tak, ze useCky
A A, k=0,1,2,... st striedavo vzdy bud stranou alebo
uhloprie¢kou niektorého jednotkového Stvorca siete. Ak pre
niektoré k = 1,2,3,... je A;A,;, uhloprie¢kou niektorého
jednotkového Stvorca danej siete, s A, _;A4; a Apy1Ax+2
stranami toho istého §tvorca.

a) Pre ktoré prirodzené n moze byt A, = A,?

b) Pren=1,2,3,... urCte maximalnu a minimalnu moznu
vzdialenost bodu A4, od A4,

Komentar. Uloha €—1-6 je pomerne naroéna. Jej rie-
Senie nevyzaduje sice takmer Ziadne matematické znalosti,
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n=1 n=2 n=3

n=3 n=4 n=4
|
JEE 1 3 11 )4
N | X
0 2 014 2 o[3 2
[
n=4 n=4%
|
1 3 1
0 2
0 2 4L—_ B EE]
4
[ T
Obr. 8

ale spOsob rieSenia je pre vacSinu ucastnikov MO ne-
obvykly.

Otazku a) by bolo treba asi vysvetlif: maju sa najst
vietky prirodzené &isla n, pre ktoré moze platit (pri vhodne;
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n=3 n=4% n=4%
| |
1 3 1 3l 14
3 a
\
¢ | ‘.
o] 2 410 |2 0 2
|
n=% n=4
1 |3 41 |3
AZ_ ) 17
o] 2] 4 B T o] 2
Obr. 9

volbe bodov A4,) 4, = A,. Odpori¢ame riesitelom, aby si
zaobstarali Stvoréekovy papier a experimentovali pre n =
= 1,2,3,4. VSetky typy prislusnych postupnosti bodov su
zakreslené na obr. 8 (v jeho popise je v§ade k namiesto 4,),
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a to najskor pre pripad I, ze AyA, je strana Stvorca siete.

Analogicky experiment urobime pre pripad 11, tj. pre
postupnosti, kde 4,4, je uhloprieCkou $tvorca zakladnej
siete (pozri obr. 9). Pritom su v obr. 8 a 9 typy postupnosti
n =3 obe moznosti nadvédzujice na typ n = 2, typy postup-
nosti n=4 st vSetky moznosti nadvidzujiice na oba typy
n=3.

L

|
TR T
sl usnsusns:

Obr. 10 Obr. 11

Pre rieSenie ulohy a) pri postupnostiach I i I odporii¢ame
rieSitelom, aby si nacrtli vSetky vrcholy siete dosiahnutelné
z jedného z nich pre n = 4. Vzhladom na obr. 8, 9 vyjde
situacia nacrtnuta na obr. 10, kde vychodzim bodom je
bod A. Z tohto obrazku je zrejmé, Ze pre n = 4r (r prirodzené)
s vzajomne ,,dosiahnutelné” ktorékolvek dva body siete X
z obr. 11. Vzhladom na druhé nacrty z obr. 8 i 9 je zrejmé,
Ze pre n=4r + 2 (r celé nezaporné) nemodze platit A, = A4,
pre ziadny bod A, . 4, je podla obr. 11 vzdy susednym bodom
k niektorému bodu siete X.

Pre n = 4r + 1 (r celé nezaporné) analogicky zistime, Ze
rovnost 4, = A, moze nastat len pre postupnosti skupiny 11,
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ale nie I. Pre n=4r + 3 (r celé nezaporné) zistime, Ze
rovnost A, = A, mdZe nastat len pre postupnosti skupiny I,
ale nie II.

Tieto vysledky si je treba demonstrovat pre .ur€ité n,
napr.n = 5, 6, 7, 8, a to postupnosti skupiny I aj I1. Postup-
nosti budeme konstruovat s tendenciou dosiahnut rovnost
A, = A,.

b) Je evidentné, Ze minimum & vzdialenosti bodov 4,, 4,
je pre n> 1 bud 0 alebo 1. Pre n =1 pre skupinu II je
6 =1/2

Pre maximalnu vzdialenost 4 dostaneme pri parnom n
v skupine I i II podla siedmich nag&rtkov na obr. 8 a 4 = 3n.
Pre neparne n dostaneme

n — 1\? .
4= 7 + 1 v skupine I;
12
A=\/(n;_ > +1 v skupine 1] .

Tieto vysledky si budeme demonstrovat asi len na nu-
merickych prikladoch. Uloha €—1-6 je myslienkove naj-
hodnotnej$ou ulohou I. kola.

KATEGORIE Z
Z-1-1

Uré&ete viecky takové dvojice &isel a, b, pro néZ je mnoho-
¢len x* + ax? 4+ b mozno vyjadtit jako sou¢in mnohoclent
2. stupné, z nichZ jeden je x> + ax + b.
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Komentaf. Uloha Z—1-1 navazuje bezprostiedné na
ulohu Z—-P—-1 a opira se o ureni koeficientll polynomu
(polynomické funkce), ktery vyplyva z rovnosti dvou tako-
vych funkci platici pro vecky hodnoty proménné. V naSem
pripad¢ jde o rovnost

x* 4+ ax? + b= (x> + ax + b)(x* + cx + d) ;

neboli
x*+ax* +b=
=x*+(@+c)x* +(b+d+ac)x* + (ad + bc)x + bd.
(35)
Z (35) plyne

a+c=0 b+d+ac=a, ad+bc=0, bd=b.
(36)

Ctvrta rovnice (36) vede k tomu, abychom za¢ali rozlisenim
ptipadi b + 0 a b = 0. Radime, aby si fesitelé pro koefi-
cienty a,b,c,d sestavili tabulku, kterou budou postupné
doplitovat. V pfipadé b + 0 dostaneme z &tvrté rovnice (36)
d = 1, takze zaCatek tabulky je

K tomu pfistupuji rovnice
c=-a, b+1-a*=a al-b)=0. (37)
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Tieti rovnice (37) vede k rozliseni a = 0, a + 0. Rovnice (37)
nam davaji toto doplnéni tabulky

a b & d
0 -1 0 1
1 1 —1 1
-2 1 2 1

Pro b =1 dava totiz druha rovnice (37) dvé moZnosti:

a?+a-2= 0, (38)
(a+3)P2= %, (39)
a+3=+3,

tj. a =1 nebo —2. Jinak: (38) miZeme napsat ve tvaru
(@>—=1)+(a—1)=0, neboli (a—1)(a+ 1)+ (a—1)=0,
neboli (@ — 1)(a+2)=0
a odtud opét a = 1 nebo a = —2. Jak patrno, ,,obchazime*
tu feSeni kvadratické rovnice, ale ,,doplnéni“ na druhou
mocninu dvojélenu (39) by mél byt pro ucastniky olympiady
kategorie Z bé€zny obrat.

V dopliiovani tabulky pokracujeme pro b = 0. Soustava
(36) ma pak tvar

c=-a d=all+a, ad=0. (40)
Posledni rovnice (40) nas vede k rozlieni ptipadi a 0
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aa=0.Jelia+0,jed=0,z druhé rovnice (40) je a = —1,
z prvni ¢ = 1. Dal§i fadek tabulky je tedy

a b c d

Je-lia = 0, plyne z (40) ¢ = d = 0 a dostaneme tedy celkem
5 moznych feSeni:

Zkouskou se presvéd¢ime, ze uvedené Ctvetice Cisel a, b, ¢, d
jsou skuteCné feSenimi; napf. je pro vsechna x

x* = 2x* 4+ 1= (x> —2x + 1)(x* + 2x + 1).
Jak je patrné, jadro ulohy je v rozboru a diskusi soustavy (36).
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Z—-1-2

Na vystavé hracek jezdi dvé elektrické lokomotivy po
kolejich polozenych na dvou soustfednych kruznicich
ky(S;ry) a ky(Siry), r, > ry, ve stejném smyslu stalou
rychlosti v. Vyjely z polohy, v niz byly sobé nejblize. V kterych
okamzicich po startu budou od sebe a) poprvé nejdale;
b) poprvé nejblize? Reste nejprve obecné, pak pro:
ry =60cm, r, =70cm, v = 20cm/s, T = 2%

Komentaf. Doporucujeme fesit nejprve ulohu:

Na kruhové draze o poloméru r spoletné trénovali dva
bézci. Spolu vybehli z téhoz mista ve stejném smyslu se
stalymi rychlostmi v; a v, (v; > v,) a b&Zeli tak dlouho,
dokud rychlejsi z nich neziskal pfed druhym naskok tfi
okruhd. V kterych okamzicich po startu byli od sebe
a) poprvé nejdale; b) poprvé nejblize?

Vzdus$na vzdalenost mezi obéma beézci byla vzdy nejvétsi,
pravé kdyz byli v krajnich bodech téhoz pruméru drahy.
Poprvé se tak stalo, kdyz rychlejsi bézec mél naskok polo-
viny okruhu. Pro tento okamzik ¢ tedy plati

vt — vyt = Tr,
§.
p=— (41)

Uy — 0y

Po startu si bézci byli vzdy nejblize, kdyZ rychlejsi pomalej-
Siho pfedbihal. Poprvé se tak stalo, kdyZ rychlejsi mél na-
skok jednoho okruhu. Pro tento okamzik T plati:

v, T — v, T =2mr,
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4.
T=2.—" . (42)

Uy — Uy

Tuto tlohu je mozno fesit napf. pro r = 50 m, v, = 10 km/h,
v, = 13,6 km/h.

Ptrejdeme k feSeni ulohy Z—1—2. Necht body L, a L,
na obr. (12) znazorfuji ob& lokomotivy v jistém Casovém

Obr. 12

okamziku. Ozna¢me K prisecik polopfimky SL, s kruz-
nici k,. Pohybuje-li se bod L, po kruznici k, rychlosti v,
pak se bod K pohybuje po kruznici k, rychlosti

ry
v.—.
ry
Body L, a L, jsou si zfejm& nejblize (nejdale), pravé kdyz
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jsou si nejblize (nejdale) body L, a K. V okamZiku startu
lokomotivy body L, a K splyvaly. Polozime-li

Ize pro feseni ulohy Z—1-2 uzit vySe uvedenych vzorcd
(41) a (42). Z téchto vzorci pak plyne pro pripad a)

nryr,
ory —ry)’
tj. pro dané udaje t = 66s;
pro ptipad b) je
T=2t,

tj. pro dané udaje T = 132s.

Z-1-3

Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC, jehoz strana ma
velikost a. Sestrojte bod O, jenz je prisecikem jeho vysek,
a bod P, jenz je s bodem O soumé&rné sdruzen podle pfimky
BC. Dokazte, ze ctyiuhelniku ABPC lze vepsat i opsat
kruznici. Vypocitejte poloméry obou téchto kruznic.

Komentaé. Uloha Z—1-3 navazuje voln& na ulohu
Z - P-3. Situace je nacrtnuta na obr. 13. Impuls, ktery
lze dat fesitelim, je tento: KruZnice, ktera se dotyka polo-
pfimek XY, XZ, ma stied na ose thlu & YXZ.¥)

*) Kruznice, ktera prochazi body X, Y, ma stfed na ose usecky X, Y.
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Existuje-li tedy kruznice vepsana ¢tyiuhelniku ABPC, ma
svij stfed na osach Ghli < CAB, X ABP, £ BPC, < PCA,
tj. na poloptimkach AP, PA, CR, BR (osy obou tthli ¥ ABP,
¥ ACP se protinaji vzhledem k symetrii podle pfimky AP
v témz bodg R piimky AP). R je tedy stied kruznice vepsané.

Protoze AOBP je rovnostranny (viechny jeho hly maji
velikost 60°), prochazeji vSechny &tyfi osy usetek 4B, AC,
BP, CP bodem O, ktery je sttedem kruznice opsané Ctyi-
uhelniku ABPC.

Pro polomér r kruznice opsané plati r = 04 = OB =

=0C=0P = g\/g (dve tfetiny vysky trojuhelniku ABC).

Polomér ¢ kruznice vepsané lze vypocitat bud z APCR
podle Glohy Z—P—3 nebo z AACR (viz obr. 14). Zde je

. a
CQ =yo, AQ=Q\/§, AQ + CQ =a, tj. 9=

S+l
=4

2(\/3 —1). Sta&i v AACR zakreslit use¢ku QR = o
a zajistit velikosti Ghli obou trojuhelniki AQR, CQR.
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Z-1-4

V roviné je dana kruznice k o poloméru 6 cm a Ctverec
AoByCyD,, jehoz strana ma délku 3,5 cm. Ozna¢me ABCD
Ctverec téchto vlastnosti:

1. Vznikne rovnobéznym posunutim ¢tverce A4,B,C,D,;
2. nalezi kruhu s hranici k;
3. aspoii jeden jeho vrchol nalezi kruznici k.

D, C;
D; G
Ag BO
C Dy C
DZ A3 BJ 4
Sx
A B, 2 %) ry B,
k
Obr. 15 A, By

Narysujte ¢aru, kterou vyplni vrcholy 4 vsech takovych
Ctvercti.
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Komentai. Uloha Z—1-4 je uloha na uréeni mnoziny
bodi v roving, vytvofené pohybem; hlavni roli tu hraje
pochopeni textu a znazornéni situace. Deduktivné pak ma
fesitel odivodnit, Ze hledana mnozina bodi M se sklada

ze Ctyf navzajem shodnych obloukt kruznice ATAZ, A;43,
A3AA4, A, A,, z nichZ prvni je &asti kruznice k, druhy vznikne
posunutim (D, — 4,) z oblouku D?)s, tteti vznikne po-
sunutim (C; — A4;) z oblouku C/;C4 a ¢tvrty vznikne po-
sunutim (B, — A4) z oblouku BTBP S timto vykladem a jeho

odivodnénim se asi spokojime. Situace je nakreslena na
obr. 15; k vykladu patii i popis konstrukce &tverct A;B;C;D;.
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