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I1. Pripravné alohy I. kola

KATEGORIE A, B, C

Mezi piipravné ulohy XXV. roéniku MO jsou pievazné
zafazeny ulohy znamé z ptredchozich ro¢nikii nasi soutéze.
U téchto uloh uvadime pouze odkaz, v kterém ro¢niku byly
jiz feseny. Udaj o strance se vztahuje k piislusné rogence.
Komentovana feseni uvadime jen u uloh, které byly v MO
zadany poprvé.

Do prvni skupiny (opakované ulohy) patfi:
—P—1 (ro&. XVIL MO, str. 95),

(rog. XX. MO, str. 47),

(ro€. XXI. MO, str. 136),

(rog. XXI. MO, str. 73),

(rog. XXI. MO, str. 48),

(rog. XVIL MO, str. 50),

(ro€. XIX. MO, str. 86),

—P—4 (ro. XV. MO, str. 54).
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Do druhé skupiny (nové ulohy) patfi:
A-P-3,A-P—4,B—-P-3,B—P—4
K nim uvadime nasledujici komentaie:



A—P-3

V roviné je dan trojuhelnik T. Najdéte mnozinu stiedt
vSech takovych usecek, které maji oba krajni body na hra-
nici trojuhelniku T a které ji rozdéluji na dvé stejné dlouhé
Casti.

Komenta¥. Uvazujme takto: Pohybuje-li se bod P po hra-
nici daného trojuhelniku ABC stalou rychlosti, pohybuje
se bod Q, ktery spolu s P déli hranici na dv¢ stejné dlouhé
Casti, také stalou a stejnou rychlosti. Plati viak, jak se napf.
snadno dokaze metodou soufadnic: Pohybuje-li se v roviné
bod P pifimocafe rovnomérné a bod Q piimocaie rovno-
mérné, pohybuje se i stfed tsecky PQ piimocafe rovno-
mérné (popf. je pevny). Oznaéme A, takovy bod strany BC
(prog je to vnitini bod této strany?), pro ktery AB + BA, =
= A,C + CA, obdobné B, C, pfislusné body na AC a AB,
adale 4,, B,, C, stiedy A4,, BB,, CC, (obr. 1). Probiha-li
bod P tsecku AC,, probiha bod Q tseCku A,C, a tedy stied
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useCky PQ pak probiha usecku 4,C,. PokraCujeme-li dale,
dostaneme, Zze hledanou mnozinou je hranice trojuhelniku
(prog je to trojihelnik ?) A, B,C,. Uvedeny nastin potfebuje
oviem propracovat.

Pozndmka. Metodou soufadnic nebo pomoci Cevovy véty
lze dokazat, ze ptimky AA,, BB, CC, prochazeji tymz
bodem.

A—P—4

Je-li trojuhelnik T, obsaZen v trojuhelniku T,, pak

(1) délka nejdeli strany trojihelniku T, nepfevysi délku
nejdelsi strany trojuhelniku T, ;

(2) délka nejmensi vysky trojuhelniku T, nepfevysi délku
nejmensi vysky trojuhelniku T,.

Dokazte a zjistéte, kdy v pfipadé (1) a kdy v ptipadé (2)
nastane rovnost délek.

Nastin FeSeni. Prvni tvrzeni vyplyva z toho, ze délka nej-
delsi strany trojuhelniku je nejvétsi vzdalenost dvou bodu
trojuhelniku. Druhé pak z toho, ze délka nejmensi vysky
trojuhelniku je Sitkou nejuzs§iho pasu mezi rovnobézkami,
ktery dany trojuhelnik obsahuje. (To se dokaze napf. takto:
Je-li P libovolny pas obsahujici dany trojuhelnik ABC, lze
P tak ,,z0zit“ rovnobé€Zznym zuZovanim v pas P’, ze na kazdé
hrani¢ni ptimce uz lezi alespon jeden vrchol trojahelniku.
Necht to jsou vrcholy 4 a B; necht n™* je polorovina s hra-
nici AB, ktera obsahuje vrchol C. Pak alespon jeden z usekii
AA’, BB' kolmic k hrani¢nim pfimkadm je obsaZen v n*;
necht je to AA’. Pak plati ¥ ABA' = ¥ ABC, a proto je
vySka v, daného trojuhelniku mensi nebo rovna $ifce pasu
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P, tedy 1 P. Pfitom existuje pas, jehoz Sifka je rovna délce
nejmensi vysky.)

V ptipadg (1) nastava rovnost délek, pravé kdyz n&ktera
z nejdelSich stran trojihelniku T, splyva s nékterou z nej-
delsich stran trojihelniku T,. V pfipadg (2) nastava rovnost
delek, pravé kdyz nktera z nejmensich vysek (tj. usecek)
trojahelniku T, je totoZna s nékterou nejmensi vyskou troj-
uhelniku T,.

B—P-3

V roviné je dan pravouhelnik P a trojuhelnik T, ktery
Jje vném obsazen. Dokazte, Ze o obsahu S, pravouhelniku P
a obsahu S, trojuhelniku T plati

28, <8,

a najdéte vSechny pfipady, kdy nastane rovnost.

Obr. 2

Nastin FeSeni. Lze postupovat napf. takto (obr. 2):
Necht z kolmych priméth A, B;, C, vrcholt trojihel-
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niku A4, B, C na jednu stranu pravouhelniku je napi. A4,
bodem usecky B, C,. Je-li A, prusecik strany BC s piimkou
vedenou bodem A rovnob&zné se smérem tohoto promi-
tani, plati o obsazich

S, = AABC = AAA,B + NAA,C =
=14A4,(A,B, + A,C,) = 144, .B,C, <15, .

Rovnost nastane, pravé kdyz dva vrcholy trojuhelniku jsou
sousednimi vrcholy pravouhelniku a tfeti lezi v proté&jsi
stran¢ pravouhelniku.

B-P—4

Maji-li ¢tyfstény ABCD a A'B'C'D’ vlastnost, zZe piimky
AB a A'B’ splyvaji, pfimky CD a C'D’ splyvaji a pfitom
plati AB = A’'B’, CD = C'D’, pak maji stejny objem. Do-
kazte.

Komentar. Zakladni myslenka je uvédomit si, ze staci
tvrzeni dokazat pro piipad C = C’, D = D’ a tohoto tvr-
zeni uzit dvakrat. Uvedeny specialni pfipad vsak ihned plyne
Z toho, Ze obsahy trojuhelnikit ABD a A'B'D’ jsou si rovny
a delky vysek k obéma Ctyfsténtim z vrcholu C rovnéz.
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KATEGORIE Z
Z-P—1

a) Rozhodnéte nejprve, pro ktera a, b, ¢ ma smysl vyraz
(a — by (b - o
2 —ac—bc+ab a*>— ab — ac + bc
(e = af

b?> —bc —ba + ca’

V:

.+.

b) Dokazte, Ze pro kazdou trojici &isel a, b, ¢, pro niz
ma smysl, je vyraz V roven témuz Cislu, a vypocCtéte toto
Cislo.

Komenta¥. Uloha Z—P —1 byla poprvé zadana v 1. kole
kategorie D v VL ro¢. MO. Jeji podrobné feSeni lze téz
nalézt v knizce Vybrané ulohy z matematické olympidady kat. Z
na str. 44, kterou zpracovali doc. J. Vysin, CSc., a dr. V. Ma-
chacek; v roce 1971 ji vydalo SPN.

Z-P-2

Dokazte, ze rozdil kazdych dvou kladnych trojcifernych
¢isel, z nichZ prvé je zapsano v desitkové soustaveé tymiz
Cislicemi jako druhé, av§ak v opacném potadi, je délitelny
9all.

Komentat. Uloha Z—P —2 je piistupna i zaktim 8. rog.
ZDS. Pro jeji feSeni stadi znat bézna pravidla délitelnosti
deviti a jedenacti.
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Obé¢ cisla uvazovana v textu ulohy maji tyz ciferny sou-
Cet, a proto pfi jejich déleni deviti dostaneme stejné zbytky.
Tedy jejich rozdil je délitelny deviti.

Pro délitelnost jedenacti plati pravidlo:

Délime-li ptirozené Cislo vyjadiené v desitkové soustavé
jedenacti, dostaneme tyZz zbytek, jako délime-li jedenacti
soucet jeho Cislic sudych fadt zmens$eny o soucet jeho Cislic
lichych fadi.

Z tohoto pravidla vyplyva, ze obé trojciferna ¢isla, o nichz
se hovoii v textu ulohy, davaji pfi déleni jedenacti tyz zby-
tek, takze jejich rozdil je délitelny jedenacti.

ZAaci 9. roénik k feSeni ulohy asi vyuZiji rovnosti

(100x + 10y + z) — (100z + 10y + x) = 9(x — z),

ktera plati pro libovolna d&isla x, y, z. AvSak i zaci 9. roc-
niku by si méli v§imnout feSeni pomoci pravidel délitel-
nosti v desitkové soustave.

Z-P-3

Je dan rovnobéznik ABCD. Potom pro kazdy bod X ro-
viny rovnobézniku plati

AX < BX + CX + DX ;
dokazte.

KomentaF. Pro feSeni ulohy Z—P—3 je tieba védét, ze
pro vzdalenosti kazdych tii boda U, V, T plati

uv=UT+TV.
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Pfitom rovnost nastane pravé tehdy, kdyz bod T nalezi
usetee (nenulové & nulové) UV. Uloha je feSena a podrobné
komentovana v brozufe XXI. ro€. MO na str. 66 —69.

Z-P—4

Pro kazdy trojihelnik ABC se stiedem S vepsané kruz-
nice plati:
Jestlize
¥XCAB > ¥ ABC > ¥BCA,
pak
AS < BS < CS.

Dokazte. Plati i véta obracena k této vété?

KomentaF. ReSeni ulohy Z—P—4 se zaklada na znalosti
konstrukce stiedu vepsané kruznice trojuhelniku a na vé-
tach o vztahu mezi stranami a hly trojahelniku.

Je-li S stted vepsané kruznice AABC, pak z ptedpo-
kladu, ze ¥BCA < xABC, plyne, ze ¥SCB < «xSBC.

V ABSC je tedy
BS < CS. (1)

Z predpokladu ¥ ABC < X CAB dale plyne, ze £ ABS <
< xSAB. V AABS je tedy
AS < BS. (2)
Podle (1) a (2) plati
AS < BS < CS.
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Véta obracena k pravé dokazané vété plati. Jeji dikaz
plyne z véty 1. uvedené na str. 22 v ucebnici G 8. Vyse
jsme uzili véty II. ze str. 23.
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