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II1. Soutézni alohy I. kola

KATEGORIE A
A—1-1

Najdite vSetky usporiadané dvojice (x, y) nezapornych
realnych Cisel, pre ktoré plati:

64x2y?

4xz—+y2=(x +1)(y +2)(2x + ).

Komentar. RieSenie tejto rovnice s dvoma neznamymi,
ktor4 ma zmysel pre vietky dvojice (x, y) # (0, 0) realnych
Cisel, je zalozené na pouziti Cauchyho nerovnosti o aritme-
tickom a geometrickom priemere nezapornych realnych
&isel. Pre (x, y) = (0, 0) je dana rovnica ekvivalentna s rov-
nicou

(x + 1)(y + 2)(2x + y)(4x* + y?) = 64x%)? (1)

a pri x=0, y=0 mozno na vSetky Styri faktory lavej
strany rovnice (1) aplikovat Cauchyho nerovnost — naj-
lepsie vo formulacii: Pre Tubovolnt dvojicu a, b nezapor-
nych realnych disel plati a + b = 2@, pricom rovnost
nastane vtedy a len vtedy, ked a = b.
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To vedie hned k zaveru, ze pre vSetky x = 0, y = 0 plati
(x+1)(y+2)@2x +y)@dx*+)y) 2
> 16.\/;.,/2y.,/2xy.\/4x2y2 = 64x%y?.

RieSenie x = 1, y = 2 dostaneme z podmienky pre rovnost.

A—1-2

Nech n a k su prirodzené ¢isla a ay,a,,...,a, kladné
realne Cisla, pre ktoré platia, +a, + ... + a, = L.

Dokazte, ze plati

al*+a;*+ .. +akzntt.

Komentar. Na dbkaz tvrdenia tlohy sa priamo nuka me-
toda Uplnej indukcie podla n. Pre n =1 je a, =1 a pre
kazdé prirodzené Cislo k zrejme plati rovnost.

Tazisko rieSenia alohy je vo vhodnom vyuziti induk&né-
ho predpokladu pri dokaze spravnosti tvrdenia pre n + 1.
Stadi si viak uvedomit, ze ak

B o Wy ey By B

su kladné realne Cisla, pre ktoré plati
n+1
Ya;=1,
i=1

potom 0 < a,,, < 1 a lahko dostaneme

I

j=1 1 - Ayt 1

45



Ak pouzijeme indukény predpoklad pre

b=—34 | j=12..,n,

T =
1 an+1

dostaneme nerovnost

nil . nk+1 1
a; " = + .
A S a4y, 2)

K tplnosti dokazu zostava ukazaf, Ze prava strana nerov-
nosti (2) je pre kazdé realne &islo 0 < a,,, < 1 nie mensia
nez (n + 1)**'. Mozno to urobit napr. tak, Ze najdeme mi-
nimum funkcie f:

(0, 1) (— o0, 00)
definovanej predpisom

X ——— + —.

f (I —xf x*

Pouzijuc prva a druhu derivaciu, dostaneme, Ze funkcia
dosahuje minimum v bode

1
n+1°

A—1-3

Dané su prirodzené Cisla k a n, k < n, n = 3. UrCete
v intervale (0, ©) mnozZinu vietkych takych hodnot, ktoré
modze nadobudat velkost k-tého najvédcSieho vnutorného
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Mxr

uhla konvexného n-uholnika. (Pod k-tym najva&sim vni-
tornym uhlom n-uholnika rozumieme k-ty ¢len nerastucej
n-Clennej postupnosti velkosti jeho uhlov.)

Komentar. Kvo6li zjednodus$eniu uvah mozno oznacit vnu-
torné uhly a,,a,,...,a, konvexného n-uholnika tak, aby
platilo

0y 20, = ... 20,

n

K odvodeniu prislusnych odhadov pre o, k =1,2,...,n
vyjdeme z toho, ze o, nemdze byt mensie ako aritmeticky
priemer velkosti uhlov a,, o, , ,,...,a, a nemoze byt vicsie
ako aritmeticky priemer velkosti uhlov a,,a,,..., o, pri-
¢om vyuzijeme zakladné vztahy, ktorym vyhovuja velkosti
vnutornych uhlov konvexného n-uholnika:

M=

¢, =m-2)n, o, <m, o >0.

i=1
Takym spoésobom mozno lahko ziskat nasledujuce od-
hady:

n—2
TS <T,

n
n—k-—1
ﬁn<ak<n, k=2,‘..,n—2;
n—

(3)

-2 -2
0<ozn_1<n T, 0<an§n .

n—1 n

Zostava ukazat, ze existuji konvexné n-uholniky, vel-
kosti vnutornych uhlov, ktoré vyhovuju nerovnostiam
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(3) tak, ze je splnena podmienka

0y 20, 20y =... 20,.

= n

K tomu staci uviest priklad n-uholnika uvedenych vlast-
nosti pre kazdy jednotlivy pripad.

Na ukézku se budeme zabyvat jen podminkou «,. Zvolme
libovolné pfirozené &islo n = 4 a &islo ke {2,3,...,n — 2}.
Dale zvolme libovolné realné Cislo x spliiujici nerovnosti

Nejdrive dokazeme, Ze pro uvazovana Cisla n a k plati

n—k—1 <n—2 4)
T <T.
n—k+1 n TeT (

Prava nerovnost je ziejma, druhou dokazeme nepfimo.
Necht

(5)
Pak
nn—k—1)2Mn-2)(n—k+1),

odkud plyne
—n=n—2n+2k—-2,
tj.
k£,

coz je spor. Tedy nerovnost (5) neplati a plati (4).
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Dale rozlisme tii ptipady:
n—2

a) Nechf x = n. Pak poloZime

n—2

n

o =0, =..=0,= .

Odtud plyne, ze n-tihelnik s k-tym nejvétsim thlem o veli-
kosti x existuje a je jim napf. pravidelny n-thelnik.

k—1
b) Necht 1 < x < -
n—k+1 n

n. Potom polozime
U =0y =...=0, =X

(n—2)m—(n—k+1)x
k-1 '

Oy =0, =...=0_; =

o= (n -2, ©)

Oy =0y = .. =0 >0 =0, =...=0

n*

Odtud jiz plyne existence n-uhelnika, jehoz k-ty nejvetsi
uhel ma velikost x.

=2 .
¢) Necht n < x < n. Potom poloZime
n
Oy =0y =...=0 =X
a
m—2)n—k.x
o = 0 = = =
k+1 k+2 n —
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Snadno se dokaze, ze plati (6) a Ze
Oy =0y =...= 0 >0, ; =..=0,>0.

Z téchto vztaht jiz vyplyva existence n-thelnika, jehoz k-ty
nejvetsi uhel ma velikost x.

A—1-4

V roving je dan Ctverec P, P,P,P,. UrCete mnozinu vrcho-
1d A vSech konvexnich Etyfuhelnikii ABCD, o nichz plati,
7ze AC = BD, ptiCemz cela uhlopficka BD lezi ve Ctverci
PP PP,

KomentaF. Nejprve uvazime, jaka je mnozina V(B,D)
vrchold 4 vsech konvexnich ¢tyfuhelniki ABCD, pro které
AC = BD, jsou-li oba body B a D pevné. (Vysledkem je
mnozZina bodu, které maji od tseCky BD vzdalenost mensi
nez BD, a pfitom neleZi na pfimce BD.) Pak stadi zjistit,
co je sjednoceni viech mnozin V(B, D), probihaji-li body B
a D vSechny mozné dvojice navzajem riznych bodu Ctverce
P,P,P,P,. Z rozboru vyplyva, ze vysledkem je sjednoceni
V(P,,P,) UV(P,,P,), coz je sjednoceni &tyf shodnych
otevienych kruhti o stiedech P,, P,, P,, P, a polomérech
PP,

A—1-5

V roving€ jsou dany dva trojuhelniky T, a T,. Sestrojte
takovy rovnobé&znik ABCD, jehoz vicholy 4 a C lezi na
hranici trojuhelniku T, a rozdé€luji ji na dvé stejné dlouhé
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Casti a zaroven vrcholy B a D lezi na hranici trojuhelniku
T,, kterou také rozdéluji na dve stejné dlouhé casti.

Komenta¥f. K feSeni uzijeme vysledku 3. pfipravné tlohy
kategorie A. Je-li totiz ABCD néktery rovnobéznik vyho-
vujici uloze. pak stfed tohoto rovnobézniku je obsazen jak
v mnozin€ stiedii vSech usecek, jejichz krajni body puli
obvod trojuhelniku T, tak i v obdobné mnoZiné trojuhel-
niku T,. Pro stfedy hledanych rovnobé&znikti proto padaji
v uvahu jen prise€iky hranic trojuhelnikd T a T), které
jsou feSenim zminéné ptipravné Ulohy. Z takto vzniklych
priseciku je tfeba odstranit ty, které nevedou k rovnobéz-
niku (jsou-li usetky, které pili obvody trojuhelniki, obsa-
Zeny v pfimce). Ze zbylych stfedi najdeme feSeni. MnozZina
stiedi muZe obsahovat i nekone¢né mnoho bodi (maji-li
hranice trojuhelniki T a T, spole¢nou usecku). Miize
proto i mnozina hledanych rovnobé&znikti byt nekoneéna.

A—1-6

V roviné jsou dany dva trojuhelniky A\, A, této vlast-
nosti: Ke kazdému rovnoramennému trojuhelniku T, ktery
obsahuje A |, resp. A,, existuje trojuhelnik T, shodny s T,
ktery obsahuje A,, resp. A,. Dokazte, ze trojihelniky A,
/\, jsou shodné.

Komentaf. Zakladni myslenkou feSeni je volit k jednomu
z danych trojuhelniki A, (o stranach a < b <¢) a A,
(o stranach ' < b’ < ¢') opsany rovnoramenny trojihelnik
urité vlastnosti (s nejmensi maximalni stranou apod.).
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Druhy trojuhelnik pak nutné ma opsany rovnoramenny
trojuhelnik téze vlastnosti, ktery je s pfedchozim rovnora-
mennym trojuhelnikem shodny. Pfitom uzijeme 4. ptipravné
ulohy kategorie A.

Vsimnéme si, Ze trojuhelnik A, je obsazen v rovnora-
menném trojuhelniku s rameny délky c, ktera sviraji uhel o
(je @ < 60°), ale neni obsazen podle (1) zminéné p¥ipravné
ulohy v zadném rovnoramenném trojuhelniku s rameny
délky mensi nezZ c, svirajicimi uhel o, ani v Zadném rovno-
ramenném trojuhelniku s rameny délky ¢, svirajicimi thel
mensi nez o.

Protoze podobny vyrok plati i o trojuhelniku A,, je
nutné ¢’ =caa =a.

Uvédomime-li si, ze k A, existuje rovnoramenny troj-
Ghelnik, jehoZ nejmensi vyska je rovna v, pak z (2) zmi-
néné piipravné ulohy vyplyva obdobnou tvahou v, = v..
Odtud snadno plyne shodnost obou trojuhelnikii A, a A,.

KATEGORIE B

B—1-1

Nech a, b, ¢ si Tubovolné kladné realne Cisla. Potom ne-
existuje trojuholnik, ktorého strany by mali dlzky

a\/c2 — b2, b\/c2 —a?, 2.

Dokazte.

Komentar. Je zrejmé, ze sa staci obmedzif na pripad
¢ > a, ¢ > b. Formulacia ulohy nabada k tomu, aby si rie-
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sitel zvolil metddu nepriamého ddékazu. Ak predpoklada-
me, 7e trojuholnik so stranami danych dizok existuje, bude
to znamenat, Ze dané Cisla musia vyhovovat trojuholniko-
vym nerovnostiam. K dokazu daného tvrdenia bude stacit,
ak z niektorej z nich odvodime spor.

Je prirodzené najskor to skusit s nerovnostou

cz<a\/cz—b2+b\/c2—a2. (1)

K dalSej uprave nerovnosti (1) je treba preskimat vzajomny
vztah &isel c? a a./c?* — b?, resp. ¢? a b /c* — a*. Z da-
nych podmienok Iahko odvodime, Ze ¢* > a./c* — b?, o
nam umozni (1) upravif na tvar

0<c?—a /e —b*<b /c* - d?,

z ktorého po umocneni a jednoduchych tpravach uz lahko

dostaneme (a — /c* — b?)* < 0.
B—-1-2

Je dany konvexny devituholnik A, 4,4;4,A ;A A;AA,.
Pit z jeho vrcholov zafarbime na Cerveno, zostavajuce Styri
na modro. Kolkymi spésobmi moZno realizovat takéto za-
farbenie vrcholov, ak ma prave trinast uhloprieéok devit-
uholnika spajat vrcholy rovnakej farby?

Komentar. Ide o jednoduchu kombinatorickt Glohu, ktora
mozno riesit najjednoduchsie Gplnym vyétom a rozborom
moznosti.
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Uvedomime si, kolkymi GseCkami mozno spojit vrcholy
rovnakej farby. Lahko sa vidi, Ze Cervené vrcholy spaja
celkom 10 useciek, modré vrcholy 6 useciek. Z tychto tuse-
Ciek su vSak niektoré stranami daného devituholnika, za-
tial ¢o nas zaujimaju len jeho uhlopriecky. Treba si uve-
domit, ze k tomu, aby usecka spajajuca vrcholy rovnakej
farby bola stranou, je nutné a staci, aby tieto vrcholy boli
susednymi vrcholmi dané¢ho devituholnika.

Dalej mozno uvazovat napr. tak, ze modré vrcholy roz-
delia obvod konvexného 9-uholnika na 4 casti, v ktorych
je urcitym sposobom rozmiestenych 5 ervenych vrcholov.
Analyzou jednotlivych pripadov sa mozno [ahko presvedcit,
Ze pocet uhlopriecok spajajucich Cervené vrcholy je vzdy
Z toho vyplyva, ze 13 uhloprieok spajajtcich vrcholy rov-
nakej farby sa dostane prave vtedy, ked bude 8 Cervenych
a 5 modrych. Zo 6 modrych tseCiek moze byt teda len
jedna stranou 9-uholnika. TG mozno vybrat prave 9 spo-
sobmi. Medzi vrcholmi, ktoré spaja tato strana nelezi ani
jeden cerveny vrchol. Zostava teda zistit, kolkymi spdsob-
mi mozno 5 ¢ervenych vrcholov rozdelit do troch Casti ob-
vodu devédtuholnika uréenych modrymi vrcholmi, pricom
je zrejmé, Ze ziadna z tychto Casti nemoze zostat prazdna.
Kazdy riesitel uz lahko moze zistit, Ze to ide prave 6 spo-
sobmi (3,1,1; 1,3,1; 1,1,3; 2,2,1; 2,1,2; 1,2,2). Z toho priamo
vyplyva, ze zafarbenie vrcholov s pozadovanymi vlastnosta-
mi mozno realizovat 9.6 = 54 spdsobmi.
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B—1-3

Pre vSetky realne Cisla x je definovana realna funkcia f
takto:
x? + 2px — 2
x2=2x+2’

(2)

fix—
kde p je parameter.

Urcte vSetky realne Cisla p, pre ktoré plati

() <2 (3)
pre vsetky realne Cisla x.

Komentar. Cahko sa presved¢ime, ze diskriminant troj-
Clena x* — 2x + 2 je zaporny, ¢o znamena, Ze predpisom
(2) je funkcia f definovana pre vietky realne x. Kedze
x* — 2x + 2 > 0 pre x € (— o0, o0), lahko mozZno ziskat su-
stavu nerovnosti ekvivalentna s (3):

33 +2p—2)x+2>0, x> —=2p+2)x+6>0. (4

Ak dojdeme k tejto sustave, staci si uvedomit, za akych
podmienok pre p budu nerovnosti (4) sucasne splnené pre
vSetky realne x. Bude to zrejme vtedy, ked kvadratické
funkcie na lavych stranach nerovnosti nebudu mat realne
korene. To dava podmienky pre diskriminanty

P—2*-6<0 a (p+2°—-6<0,

z ktorych pre p dostavame sustavu nerovnosti. Jej rieSenie
by uz nemalo byt problémom. Znazornenim ziskanych vzta-
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hov na Ciselnej osi dostaneme pre p podmienku

2-J6<p<-2+./6. (5)

Obratenim postupu sa [ahko presved¢ime, Ze vSecky p urce-
né (5) vyhovuju podmienkam tlohy.

B—1-4

V roviné jsou dany dva tupouhlé trojuhelniky takoveé,
ze v kazdém ptipadé, kdyz jeden z nich je obsazen v né-
jakém pravouhelniku P;, pak existuje pravouhelnik P,,
ktery je shodny s P, a obsahuje druhy z danych trojuhel-
nikd. Dokazte, Zze oba dané trojuhelniky jsou shodné.

Komentaf. Cesta k feSeni je volit takové pravouhelniky
opsané danym trojuhelnikim A, (o stranach a < b =< ¢)
a A, (o stranach @’ < b' < ¢/), které maji urcité vlastnosti
(napf. nejmensi obsah apod.) a které jsou trojuhelniky A,
a /\, jednozna¢né ur€eny. Pfitom uZzijeme vysledku 3. pfi-
pravné ulohy kategorie B.

Podle vysledku této ulohy existuje k tupothlému troj-
thelniku A, jediny opsany pravouhelnik P, ktery ma obsah
rovny dvojnasobku obsahu trojihelniku A, (viechny ostat-
ni maji obsah v&tsi). Tento pravouhelnik ma jednu stranu
délky ¢ a druhou délky v, ktera je (pro¢?) mensi nez c.

Obdobné existuje k tupouhlému trojuhelniku A, jediny
opsany pravouhelnik P’ nejmensiho obsahu a jeho strany
maji délky ¢’ a v, < ¢’

Z predpokladu tlohy snadno plyne, Zze pravothelnik P
je shodny s pravouhelnikem P'. Tedy je ¢ = ¢ a v, = v,
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nebot ¢ a ¢’ jsou v&tsi ze stran. K dokonceni dikazu shod-
nosti trojuhelniktt A, a A, staci ukazat, ze o nejmensich
uhlech plati « = o’. Kdyby bylo napf. o < o/, pak by k pra-
vouhelniku P, obsahujicimu A, jehoZ uhlopticka je stra-
nou délky ¢ trojuhelniku A, a jehoz uhel Ghlopfticky a stra-
ny je o, neexistoval shodny pravouhelnik obsahujici A,.

B—1-5

V roviné je dan Ctverec P,P,P,P,. Najdéte mnoZinu
vrcholi A vSech konvexnich ¢tyfuhelniki ABCD, jejichz
strana CD je cela obsaZzena ve Ctverci P, P,P,P, a je druhou
nejdelsi stranou ¢tyfuhelniku ABCD.

Komentaf. Nejprve najdeme pro pevné body C a D mno-
zinu M(C, D) vrcholi A vSech konvexnich &tyFahelniki
ABCD, u nichz je CD druhou nejdel3i stranou (to znamena,
ze jsou-lip, g, r, sdélky stranap = g =2 r 2 s, pak CD = g).
Z nazoru dojdeme k domnénce, ze M(C, D) je otevieny
kruh K (tj. kruh bez hrani¢ni kruZznice) se sttedem C a polo-
mérem rovnym dvojnasobku délky CD, z néhoZ jsou vy-
naty body pfimky CD. Dtkaz pak probiha napi. takto:
Je-li ABCD ¢tyfuhelnik uvedenych vlastnosti (obr. 3a, b),
pak je bud AD = CD, a pak AC < AD + CD £2.CD,
anebo AD > CD, ale pak nutné¢ BC < CD i1 AB < CD, tedy
AC < AB + BC £2.CD. Tedy A lezi uvnitf kruhu K
a mimo piimku CD.

Je-li obracené A vnitini bod kruhu K, neleZici na pfim-
ce CD, pak dostaneme Ctvrty vrchol B Etyftuhelniku ABCD
uvedenych vlastnosti, napf. takto: Je-li AD < CD, volime
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jako bod B c¢tvrty vrchol rovnobézniku ABCD. Je-li
AD = CD, oznaCime S stfed usecky AC a SX tu polo-
piimku v ose usecky AC, ktera neobsahuje vnitini body

bi

Obr. 3

trojuhelniku ACD. Jako bod B pak volime néjaky bod polo-

piimky SX, dostatecné blizky k bodu S a rtzny od S.
Odtud jiz snadno vyplyva, ze feSenim ulohy je sjedno-

ceni Gtyf otevienych kruhi o stiedech P, P,, Py a P, a polo-
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mérech rovnych dvojnasobku délky P, P,. Toto sjednoceni
skute¢né obsahuje kazdou mnozinu M(C, D), probihaji-li
body C a D body daného ¢tverce P, P,P,P,.

B—1-6
V roviné€ je dan Ctverec. Najdéte mnoZinu té€ziSt vSech
trojihelnikq, jejichz vrcholy lezi na hranici Ctverce tak, Ze
deli jeho obvod na tii Casti stejné délky.

DMy, M, < M, C-Lq
AN ' ‘ /
AN ‘\ / /
N \ / s
AN ‘I‘ ll /
\ ./
"4 T \“I L { L3
g
)
x I}
iy
7N
1 1
K1 // .\\ /1 \\ L2
¢ / ‘II, \\ T
/7 N
/ . . N
A=K, K K B=L,
Obr. 4

Komentaf. K feseni této ulohy lze napft. uzit metody ana-
lytické geometrie. Postupnym vysetienim téch €asti hledané
mnoziny, u nichz vSechny tfi vrcholy proménného trojihel-
niku probihaji usecky, dostavame vysledek. Hledanou mno-
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zinou je hranice Ctverce, ktery ma spolecny stfed a ptimky
uhlopfticek s danym Ctvercem a jehoz strana ma délku rov-
nou deviting délky strany daného &tverce (obr. 4).

KATEGORIE C
C—-1-1

Je dano 7 navzajem ruznych prvocisel. Pak soucin vSech
jejich kladnych rozdild je délitelny Cislem 163 840. Dokazte.

Koments¥. "'pozorfiujeme, Ze mezi danymi prvocisly miize
byt jediné sudé prvocislo 2, které pusobi jisté potize, a proto
budeme pracovat jen s 6 lichymi prvocisly, ktera uspota-
dame vzestupné

2<p, <p,<p3y<ps<ps<pg-

6
Kladnych rozdilt prvocisel p,,..., pg je <2> = 15. Sou-

¢in s kladnych rozdilt danych prvocisel obsahuje tedy 15 su-
dych &initeld a je délitelny &islem 2'5 = 32 768. Pfezkou-
mame vztah mezi Cisly 163 840 a 32768 a zjistime, Ze je

32768.5 = 163 840.

Tato mala analyza nas dovedla k zavéru: Je tfeba dokazat,
Ze aspon jeden Cinitel isla s je 5. Pritom pouZivame jedné
véty z elementarni Ciselné teorie: Jsou-li ¢isla x, y nesou-
délna, pak cislo N je délitelné soucinem x .y, pravé kdyz
je délitelné kazdym z Cisel x, y.
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S A

opira se o metodu velmi typickou, které by se méla vénovat
pozornost; jde v podstaté o zbytkové tfidy — neboli zbytky
Cisel pri déleni Cislem S.
Utvofime 5 kladnych rozdilt
Py =Pis Py—DPys Pa—Pis Ps—Pys Ps—Py- (1)
a) Jsou-li zbytky modulo 5 u péti kladnych rozdila (1)
vesmés navzajem rizné, musi se mezi nimi vyskytovat také
zbytek 0; prislusny rozdil je pak nasobek péti a nase tvrzeni
je v pripadé a) dokazano.
b) Pfipustme tedy, Ze aspoii dva z rozdild (1) davaji ten-
tyz zbytek z modulo 5; napft.
p,—p,=5a+z, ps—p,=58+7z; (2)
pfitom a, ff jsou navzajem riizna nezaporna cela Cisla, o < .
Vypoéteme z (2) kladny rozdil ps — p,;
ps — p, = 5(B — a),

kde f — « je kladné ¢islo. Proto je p; — p, nasobek péti
a naSe tvrzeni je dokazano také v pfipadg b).

€12
Dokazte, ze kazdé ptirozené Cislo x > 1 lze napsat pravé
jednim zplisobem ve tvaru

+1
el

2
kdel = y=n+ L
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Komentaf. Formulace ulohy neni pravé nejstastnéjsi. Ulo-
ha by se méla preformulovat takto:
Ke kazdému pfirozenému Cislu x > 1 existuje pravé jedna
dvojice pfirozenych &isel (n, y) tak, Ze plati
x=gnn+1)+y
a zaroven
1=sysn+1.
Z této nové formulace Ize utvotit kultivovan&jsi text bez
zbytecné proménné y; zni takto:
Ke kazdému pfirozenému &islu x > 1 existuje jediné pii-
rozené Cislo n tak, ze plati
l<x—4nn+1)<n+1. (1)
Pfictenim €isla 3n(n + 1) ke vSem stranam nerovnosti (1)
dostaneme ekvivalentni nerovnosti
mn+1)+1<x<3n+1)(n+2). (2)

Doporucujeme sestrojit tabulku dolnich a hornich mezi
intervali (2) pro n = 1 az 12.

I
n 1213456789101112

Sn(n + 1) + 1 214 | 7|11]16|22[29 3746|5667 79

W+ 1)(n+2)| 3|6 1015/ 21(28 36|45 55|66|78 91

Doporucujeme dale znazornit na Ciselné ose tyto inter-
valy (jejichZ hranice jsou v pfedchozi tabulce v sloupcich);
obr. 5.
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Na obr. jsou pfipsany i délky intervali. Z nazoru je pa-
trné, ze kazdé ptirozené Cislo x nalezi do jediné¢ho z té€chto
intervalu. Pfi¢inou tohoto faktu je, Ze dolni hranice

12 3 4 5 6. 7 8 9

Obr. 5

(n + 1)-ho intervalu je pravé o 1 v&t§i nez horni hranice
n-tého intervalu. Skutecné:

i+ )n+2)+1-3n+1)n+2)=1.
Ovétfime jesté, ze predpoklad ,,n je ptirozené Cislo“ je
nezbytny. Zvolime-li napf. x = 4, vyhovuje n = 2 (interval

(4; 6)), ale také napf. n = 3 (interval <%; 3)). NepoZa-
dujeme-li, aby n bylo pfirozené ¢islo, ma tloha vice feSeni.

C-1-3

Pro ktera realn4 m ma rovnice

1 N 1 _ 2
l—x 14+mx 1+x

(1)
celoCiselné koteny? Urcete je.

Komenta¥. Stava se pomalu tradici, ze v komentafi upo-
zorfiujeme na nutnost zabyvat se textem Glohy, objasnit ho,

vyslovit ulohu ur¢itéji, popfipadé hledat jiné jeji formulace.
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Tato ¢innost je velmi uZzitena pro matematickou erudici;
z tohoto hlediska je takova ,$kola formulaci“ vitana; vzdyt
praxe nedava matematikovi také zcela ptesné formulované
ulohy.

V tloze C—1-3 je na prvni pohled zfejmé, Ze dana rov-
nice (1) ma celogiselny kofen x = 0 pro kazdé realné m.
Tim je vlastné zodpovédéna prvni otazka. Uloha ,urlete
je“ neni dost jasna; jsou minény celoCiselné kofeny nebo
realna m nebo oboji? MEli bychom asi Zadat a) nalezeni
mnoZiny M vSech hodnot parametru m, pro které ma dana
rovnice (1) aspoii jedno celociselné nenulové feSeni; b) vy-
jadfeni prislusnych celo€iselnych kotenti pomoci m; ¢) vy-
jadfeni prvkd m mnoziny M, kterd bude asi nekonecna,
pomoci n&jaké funkce f.

Z nasledujiciho vyétu vylou¢ime x =0, 1, —1; nebot
x = 0 je kofenem pro kazdé realné m, pro x = 1, —1 po-
zbyva rovnice (1) smyslu. Z (1) pak dostaneme

Bm—1)x=m-3

a odtud
x—3
—_— 2
" 3x — 1 ()
a
m—3
= » 3
X 3m — 1 ()

Zvolime-li v (2) za x libovolné celé ¢islo razné od 0, 1, — 1,
dostaneme vSecka &isla z mnoziny M, neboli rovnice (2)
udava funkci f. To zjistime zkouskou — dosazenim do (1)
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zamz (2); vyjde
e S
1—x 3x—14x*—3x 1+x’

po Upravé
2 2

x+1 1+x

Otazka b) je zodpovédéna rovnici (3) s tim dopliikem,
Ze ke kazdému realnému m pfislusi jest¢ x = 0 (z (3) do-
staneme x = 0 jediné pro m = 3).

C-1-4

Je dan pravouhelnik ABCD. Sestrojte mnozinu vrcholi G
vSech takovych ¢tverci EFGH, ze bod E lezi na useCce CD
a body F a H po tadé leZi na prodlouzenich usecek EA,
EB za body A4, B.

Komentaf. Tato uloha je celkem nenaroc¢na. Pfi jejim fe-
Seni pln& vystacite se znalostmi ziskanymi v 7. a 8. ro&. ZDS.

Reseni ulohy C —I—4 ma tii klicové body:

1. Je tfeba si vS§imnout, Zze < AEB = 90°, tj. Ze bod E
lezi na Thaletové puilkruznici nad primérem AB. Odtud je
ziejmé, Ze pro 3AB < BC je hledana mnoZina prazdna a Ze
bude vhodné v dalsich uvahach rozlisit dva pfipady podle
toho, zda 4B = BC nebo 4B > BC (obr. 6a a 6b).

2. Dale je tieba uvazit, ze polopfimka EG je osou uhlu
AEB. Body hledané mnoziny mohou tedy leZet jediné na
osach pravych uhli AEB, kde bod E lezi na tsetce CD.
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3. Je tieba realizovat pozadavek, aby body F a H po
fadé lezely na prodlouzenich Gse¢ek EA, EB za body A, B.

Hledand mnozina je znazornéna na obr. 6a a 6b. Na
obr. 6a je to oteviena polopfimka GG, kdezto na obr. 6b
sjednoceni dvou otevienych poloptimek GoG a G,G'.

Pozndmka. DoporuCujeme Ctenafim, aby fesili zobecné-
né ulohy, v nichz je EFGH

a) obdélnik s danym pomérem stran;

b) kosoctverec s danym vnitfnim Ghlem X FEH;

¢) rovnobéznik s danym vnitfnim ahlem XFEH a s da-
nym pomérem stran.

C-1-5

Na dané kruznici se pohybuji v témz smyslu stalymi rych-
lostmi tfi body A4, B, C; prvni ma dobu obéhu T, druhy 37,
tieti $7. V &ase t = 0 uvedené body splyvaly. Kolikrat v ¢a-
sovém intervalu <0, T') tvofily body A, B, C vrcholy pravo-
uhlého trojuhelniku?

Komentar. V této uloze se seznamite s matematickym
popisem periodickych d&ji. Reseni tlohy vyzaduje znalost
Thaletovy véty, vypoctu délky kruznice, zakona drahy rov-
nomérné¢ho pohybu, tedy latky probirané nejpozdéji v 8. roc-
niku ZDS.

K Uvodnimu sezndmeni s problematikou periodickych
dé€ji mohou poslouzit nasledujici tlohy.

1. Po kruznici o poloméru 2 cm se pohybuje bod s pe-
riodou T = 10s. Urcete jeho drahu za a) 1s, 2s, 5s, 105,
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165, 20s; b)zadobu t;t + T, t + 3T, ¢t + kT, kde k je celé
Cislo.

2. Vypoctéte postupnou rychlost v bodu, ktery ob&hne
kruznici o poloméru r za dobu T.

3. Po kruznici se pohybuje bod X s periodou T. Primér
této kruznice je AB. Bod X prosel bodem A v okamziku t,.
Urcete:

a) Cas bezprostfedng pfedchoziho a bezprostiedné na-
sledujiciho priichodu bodu X «) bodem A, B) bodem B;

b) €as prvnich tfi po sobé jdoucich prichodii bodu X,
které nasledovaly po okamziku t, o) bodem A, ) bodem B;

¢) Cas t, v némz bod X prosel po k-t¢ od okamziku t,
o) bodem A4, ) bodem B;

d) jakou drahu urazil bod X od ¢, do t,?

4. Po kruznici obihaji ve stejném smyslu dva body X
a Y s periodami Ty a Ty.

o) Kolikrat za dobu Ty body X a Y splynou, plati-li:
a) Ty:Ty=2:1; b) Tu: Ty =1:1; ¢ Ty: Ty =3:2.

Reste téz pro pfipad, Ze body X a Y obihaji v navzajem
opacnych smyslech. Zalezi na tom, od jakého okamziku
métime Cas t?

B) Urgete dobu jejich k-tého vzajemného splynuti od oka-
mziku ¢t = 0, kdy se zaCaly pohybovat z téhoz bodu.

Pfistupme k nasi uloze. Body A4, B, C tvofi vrcholy pra-
vouhlého trojuhelniku, pravé kdyz dva z nich jsou krajnimi
body téhoz priméru dané kruZnice, pfiCemz tieti bod ne-
splyne se zadnym z nich. Jsou tedy celkem tfi moznosti
(které?).
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Uloha C—1-5 i ptipravné ulohy jsou v podstaté tlohy
geometrické; proto by bylo nevhodné, kdybychom je fesili
jen algebraicky, bez obrazk.

Uloha C—I—5 se da fesit experimentaln& pomoci obraz-
ku, znazornujicich faze pohybt vsech tii bodu A, B, C pro

0,3 2L 4T 4T 3T, T.

Provedeni je patrné z obr. 7, ktery lze nahradit pohybli-
vym modelem. Z tohoto obrazku Ize snadno vycist, ze dvo-

T 2 T
B
ar AC
T ¢ : 1T 48C
B A Ciii:> Ci:::>
Obr. 7

jice A, B a dvojice B, C jsou v intervalu <0, T) krajnimi
body priméru jen pro A = C, naproti tomu u dvojice 4, C
nastane tato situace dvakrat a bod B pfitom nesplyne se
zadnym z bodu A, C (viz obr. 8).

69



Pti kresleni nacrti stale uzivame faktu, ze bod B, resp. C
se pohybuje dvakrat, resp. tfikrat rychleji nez bod A. Vy-
sledky ziskané intuitivné kontrolujeme vypocty.

Obr. 8

Probereme podrobnéji piipad, kdy usecka AB je primé-
rem dané kruznice. To nastane, pravé kdyz rozdil drah sp
bodu B a s, bodu A (m&fenych od okamziku ¢ = 0) je roven
lichému nasobku délky pulkruZnice, tj. (2k — 1) nr, jde k je
celé kladné Cislo. Plati tedy

ot — vt = (2k — 1) 7r.

Dosadime
2nr
vV=—
T
a po Upravé mame
t =2k —1).3T.

V intervalu {0; T) vSak lezi jediné t spliiujici posledni
rovnici, totiz 4T,

Nyni uréime polohu bodu C. Tento bod urazil za &as 3T
drahu

2nr
s =30t =3.—.3T = 3nr,
T
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takZe splyva s bodem A. Body A, B, C tedy netvoii v zad-
ném okamziku vrcholy pravouhlého trojuhelniku, jehoZ pte-
ponou by byla tseCka 4B.

Stejnym zpisobem postupujeme i v dalSich pfipadech.
Ukaze se, Ze je nemozné, aby pieponou trojihelniku byla
usecka BC.

Vypocet ukaze, ze je mozny jediné ptipad, kdy pfeponou
trojuhelniku je AC. Tento ptipad nastane v {0; T dvakrat.

Ulohu C—I—5 miiZeme obménit napf. tim, Ze zm&nime
pomér period tfeba na 1:3:4, nebo ho zadame obecnéji.
Jinou obménu ziskame tim, Ze budeme uvaZovat trojuhel-
nik rovnostranny ¢€i rovnoramenny apod. Body A4, B, C se
nemusi pohybovat po kruznici. Mohou probihat obvod,
napf. trojihelniku (rovnostranného, pravouhlého aj.) nebo
¢tverce i jinou uzavienou rovinnou kiivku. Tak dostaneme
dalsi varianty tlohy.

C-1-6

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC. Oznaéme M mnoZinu
vSech pravouhelniki, jejichz dva vrcholy lezi na strané AB
a zbyvajici dva na stranach AC a BC.

a) Dokazte vétu V: Jestlize dva rtizné pravouhelniky
z mnoziny M maji tyZ obvod o, pak vSechny pravouhelniky
z mnoziny M maji obvod o.

b) Naleznéte aspoii jeden takovy trojuhelnik ABC, ve
kterém je splnén predpoklad véty V.

Komenta¥. Kazdy feSitel by se mél nejdiivc zamyslet nad
tim, jak postupovat pi: vepisovani pravothelnikii danému
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AABC, maji-li nalezet do mnoziny M. S timto problémem
se bylo mozZno setkat jiz pfi feseni ulohy C—P —3. Nejprve
sestrojime uvnitf poloroviny ABC rovnobézku p s pfimkou
AB, jejiz vzdalenost od AB je mensi nez vySka v trojuhel-
niku ABC na stranu AB (obr. 9). Prise¢iky pfimky p se

S R
P
4
: [
A P* p Q@ B
Obr. 9

stranami AC a BC oznacme po fadé S a R. Z bodi S a R
spustme kolmice na pfimku AB a oznaCme jejich paty po
fad€¢ P a Q. Trojuhelnik ABC je ostrouhly, a proto body P
a @ jsou vnitfnimi body usecky AB. Pak pravouhelnik
PQRS je zfejm€ prvkem mnoziny M.

Dalsim problémem, na ktery asi kazdy feSitel narazi, je
vyjadieni velikosti strany PQ vepsaného pravouhelniku
PQRS pomoci vzdalenosti QP ptimky p od strany AB a po-
moci néjakych prvki daného AABC. Charakter problému
odpovida uziti velikosti strany AB.

Polozme AB = ¢, PQ = x a QR = y. Z podobnosti troj-
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uhelniktt ABC a SRC plyne

xic=@v—-y):v,
5.

Pro obvod o vepsaného pravothelniku PQRS pak dosta-

vame
.<—(v —y)c+y>,
v

v —c)y + ve). (1)

0=

ST ST )

Vzorec (1) otevira cestu k feSeni dané ulohy.

a) Necht dva rizné pravouhelniky PQRS a P'Q'R'S’
patfici do mnoziny M maji tyz obvod o. Pfitom necht
PQ < AB, P'Q' <« AB,QR =y a Q'R' =y Ztejmé y + y'.
Ze vzorce (1) plyne

w—cy+ve=@w—c)y +vc,
i,
y=y)v—-¢)=0.
Protoze y + y/, je
v=c. )

Podle vzorce (1) pak dostavame, ze v kazdém ostroiihlém
AABC, v némz je splnén ptfedpoklad véty V, je obvod
kazdého pravouhelniku z mnoziny M roven 2¢. Tim je véta
V dokézana.

b) V predeslém odstavci jsme dokazali, ze v kazdém ostro-
Ghlém AABC, v némz plati (2), kde AB = ¢ a v je vyika
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na stranu AB, maji vSechny pravothelniky z mnoZiny M
tyZz obvod. MnoZina M ma ptitom nekone¢né mnoho prvk.
Tedy ptedpoklad véty V splituje kazdy ostrouhly AABC,
v némz strana AB a vySka na ni maji stejnou velikost.
Elegantngjsi feSeni ulohy nabizi toto funkéni pojeti vzor-

2v—c
v

ce (1). Oznagime-li ) = k, zni (1)

0=ky+2. 3)
Cisla k, 2c jsou konstanty, y, o proménné; funkce (3) je li-
nearni, jejim grafem je pfimka bud rtiznobéZna s osou y
(je-li k + 0), nebo rovnob&zna s osou y (je-li k = 0); viz
obr. 10.

0=ky+2c o=ky+2c
d k+0

2¢ 2¢c k=0

o
<
[s]
<

Obr. 10

Ulohu C—1I—-6 lze dale rozvijet. Sama se nabizi otazka:
Je prvkem mnoZiny M vidy aspofi jeden Ctverec? Docha-
zime tak ke znamé uloze vepsat danému ostrouhlému troj-
Ghelniku ¢tverec. Dale se lze zamyslet nad tim, zda by ne-
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bylo mozno ulohu C—I—6 zobecnit i pro ptipad, kdy
/A\ABC neni ostrouhly.

Logickou strukturu Glohy C—I—6 lze objevit také napf.
pfi feSeni této ulohy:

Je dan ostrouhly AABC.

a) Dokazte vétu P: Jestlize uvnitf strany AB existuji dva
rizné body, které maji tyz soucet d vzdalenosti od stran AC
a BC, pak kazdy vnitini bod strany AB ma soucet vzdale-
nosti od stran AC a BC roven ¢Cislu d.

b) Naleznéte aspoti jeden takovy AABC, ve kterém je
splnén pfedpoklad véty P.

KATEGORIE Z

Z—-1-1

a’> + b* + L INY
a—>b)

a) Dosadime-li a = 5, b = 7, dostaneme zlomek, jehoZ
jmenovatel i Citatel je druhou mocninou pfirozeného Eisla.
PiesvédcCte se o tom.

‘ b) Dokazte, Ze vlastnost popsanou v odstavci a) ma kaz-
da dvojice navzajem ruznych celych Cisel a, b.

Je dan vyraz

Komentaf. Pro a = 5, b = 7 vypocteme 74 + (_%)2 =

= 1321 = (32)%. Vlastni dikaz (iloha b) zalezi v upravé da-
ného vyrazu. Jakysi ,vtip“ dikazu je v tom, Ze nebudeme
provadét vSecky naznaCené vykony, ale Ze budeme stale
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»hlidat“, zda se nam pfi vypocétu neobjevi v Citateli druha
mocnina mnoho¢lenu.
Dany vyraz miizeme napsat ve tvaru

1
m. [(a2 + bz) (a == b)z + a2b2] .
Stac¢i upravit vyraz v lomenych zavorkach takto:

(a* + b*)(a® + b* — 2ab) + a*b* =
= (a® + b?)* — 2ab(a* + b?) + a*b*.

Pfi pozorném pohledu vidime, Ze posledni vyraz je druhou
mocninou dvojClenu

(a*> + b*) — ab.

Z—-1-2

Dokazte, ze kazdé ptirozené Cislo n = 6 lze vyjadrit jako
souCet dvou prirozenych cCisel, z nichz jedno je prvocislo
a druhe¢ je cislo sloZené.

Komenta¥f. Tato uloha je pfiméfena zakim 8. ro¢niku.
Jediny impuls, ktery staci, je pokyn, aby ¢len souctu, ktery
je prvogislo, byl co nejmensi (2, 3). Druhy &len bude urdité
slozené ¢&islo, bude-li to ¢islo sudé a vétsi nez 2. Provedeme
nékolik pokust s prvocisly 2, 3.

10 =2+ 3§, 7=3+4, 26 =2+ 24,
19 =3 + 16,....
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Z nich je patrne, Ze je tfeba rozlisit pripady, kdy dané &islo n
je sudé a kdy je liché. Je-li ¢islo n = 6, je

pro sudé n: n—224, n — 2 sudé ;
pro liché n: n—32=4, n — 3 sudé.
Z—-1-3

V roviné daného vypuklého Etyfuhelniku ABCD nalez-
néte vSechny body, jejichz soucet vzdalenosti od vrcholt
A, B, C, D je nejmensi.

Komenta¥. Ulohu je mozno formulovat také takto:

V polabské roviné se ma vybudovat vodovod pro Ctyfi
farmy statniho statku, které lezi ve vrcholech konvexniho
Styfuhelniku ABCD (obr. 11). Kde by bylo tfeba postavit
vodojem V, aby celkova délka ptipojek AV, BV, CV, DV
byla co nejkratsi?

D

Obr. 11

Ulohy s obdobnym namétem minimalizace se vyskytuji
dost Casto. Velmi znama je napf. tato uloha:
Na obr. 12 znazornuji body A4, B dvé vesnice a pfimka t
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Zelezni¢ni trat. Kde je tfeba vybudovat spolecné nadrazi N,
aby celkova délka silnic AN a BN byla minimalni?

Tato uloha je velmi snadna, lezi-li body A, B v opacnych
polorovinach s hranici t. Lezi-li body A, B v téZe polo-
roving, pak nadrazi bude v bodé¢ N, ktery je pruseCikem

Obr. 12

pfimky ¢ a pfimky BA’, kde bod A’ je obrazem bodu A4
v soumérnosti s osou t. Podle trojuhelnikové nerovnosti
totiZ pro kazdy bod X et plati

AX + BX = A'X + BX = A'B =
= AN + NB= AN + BN .

V knizce Zajimavd geometrie od J. 1. Perelmana (Mlada
fronta 1954, preklad z rustiny) je na str. 67 dal§i obdobna
uloha:

Mezi body A a B te€e feka (nebo je priplav) s ptiblizng
rovnob&znymi biehy (obr. 13). Pfes feku se ma postavit
most v pravém Uhlu k jejim bfehtim. Kde je tfeba vybrat
misto pro most, aby cesta z A do B byla nejkratsi?

Pii feSeni vyjdeme z toho, Ze minimalni ma byt soucet
AC + DB, tj. soucet ED + DB, kde AE a CD jsou shodné
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a souhlasné orientované usecky. Je tedy tieba, aby bod D
lezel uvniti usecky EB.

Vratme se k uloze Z—1—3. Hledany bod je jediny a je
priseCikem S uhlopficek daného Ctyfuhelniku ABCD

Obr. 14

(obr. 14). Odhad, Ze feSenim je bod S, je nejobtizn&jsi krok
pfi feSeni dané ulohy. Dukaz spravnosti tohoto odhadu je
jiz snadny. Pro kazdy bod X roviny daného ctyfuhelniku
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totiz plati:

AX + BX + CX + DX =
= (4X + CX) + (BX + DX) = AC + BD.

Rovnost nastava, pravé kdyz bod X lezi zaroven uvnitf
useCky AC i BD, tj. pravé kdyz X = S.

Pozndmka. Zobecnénim ulohy Z—1-3 se velmi popu-
larné zabyva na str. 78 knizka L. A. Ljusternika Variacni
principy v geometrii a ve fyzice (SNTL 1957, pieklad z rus-
tiny). Uvedena knizka vznikla z pfednasek pro ucastniky
moskevské MO.

Z=1—4

Je dan obdélnik ABCD a ptirozené Cislo n. Sestrojte vné
obdélniku ABCD po fad€¢ na pfimkach AB, BC, CD, DA
body A’, B', C', D' tak, aby platilo

1
AA' = CC' =—-AB
n

1
BB = DD" =-BC.
n

a) Dokazte, ze body A, B', C', D' jsou vrcholy rovno-
bézniku.

b) Vypoététe obsah rovnobézniku 4’B'C'D’ pomoci Eisla n
a obsahu P obdélniku ABCD.

¢) Pro které pfirozené ¢islo n ma rovnobéznik A'B'C'D’
nejveétsi mozny obsah?
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KomentaF. Uloha Z—1—4 by neméla piisobit ani zakiim
8. ro¢nikli vétsi potize. Na obr. 15 je n = 3. Misto A, B/,
C', D' by bylo vhodngjsi oznaCovat body A4,, B,, C,, D,.

1
D/" ‘‘‘‘‘
/ + \§::_ﬁ C’
/D C /7
/7 1 1
/ /
// A
AIL‘:;—;AQ\N B//
§§§§§§§§ ~l|v/

Cast a) plyne ze vztaht
ANA'B'B >~ NC'D'D

ANCC'B =

¢
>
N
-
<




K dikazu uzijeme véty sus. Povazujeme za vhodné upo-
zornit, Ze k tomu, aby étyfi body K, L, M, N byly vrcholy
rovnobézniku, nestaci splnéni podminek KL = MN aLM =
= NK (obr. 16a, b). Bud je jest tfeba se zabyvat rovno-
béZnosti stran, nebo si povsimnout, zda Gsecky KM a NL
jsou skute¢né uhlopfic¢kami. Proto by bylo 1épe uZit sou-
meérnosti podle priaseCiku thlopti¢ek AC, BD. Tato sou-
mérnost vyméfiuje body A’, C' a B/, D’ a tvrzeni a) je evi-
dentni.

b) Ozname a, b velikosti AB, BC. Pak pro obsah P,
rovnob&zniku A'B'C'D’ (4,B,C,D,) plati

P, —P+2(PABB+PADA)

a
n
+ 1 + 2 2
=p+2."2 =" :+
n n

~

c) Zkusme nejdiive vySetfit, kdy AA'B'B ma nejvetsi
mozny obsah. Odvésny ma ziejmé nejveétsi mozné pro Cislo
n = 1. Tedy obsah AA’B'B je nejvétsi mozny pro n = 1.

Obdobné zjistime, Ze také AA'D'A ma nejvétsi mozny
obsah pro n = 1. Tedy odpoveéd v &asti ¢) zni: n = 1.

Cast ¢) by bylo mozno také fesit hledanim maxima funkce

n? +2n+2
fi i e
n
v oboru ptirozenych &isel. Z rovnosti
n*+2n+2 2 2
——=14+-+=
n non
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plyne, Ze toto maximum nastava pro n = 1; lze totiz snadno
dokazat, Ze f(n) s rostoucim n klesa. To vyplyva z vypoltu

2 2 2 2
f) f(n+1)—<n n+ 1)+<n2 (n+1)2>>0

Kazdy dvoj¢len v zavorkach je totiz kladné ¢islo, nebot
ze dvou zlomki s tymiz Citateli je vétsi ten, ktery ma men-
§iho jmenovatele.

Jinak nejjednodussi odiivodnéni tvrzeni c) je geometrické:
viechny body A4,, B,, C, D, (n > 1) padnou ziejm& do
vnitiku rovnobézniku A,B;C,D,, a proto plati pro obsahy
pro vSechna n > 1

A,B,C.D, < A;B,C,D, .

Pozndmka. Ulohy podobné tiloze Z — I — 4 1ze nalézt v kap.
IV. na str. 152 v kniZce Vysin — Machacek: Vybrané ulohy
z MO kat. Z (SPN 1971).
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