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IV. Ulohy II. kola

KATEGORIE A
A—Ill—-1a

Je dané prirodzené Cislo n = 2 a realne cisla a; b,
i=1,2,...,n, pre ktoré plati

O<a;<a,<..<a,, 0<b,<b,<..<b,.

Potom plati

1.
albl + azbz + ...+ a,,b,, > albz + i o a,,_lb,. + a,,bl 3

II.:

albl + azbz + ... + a,,b,, > alb,, + azb,,_l + ...+ a,,bl .
Dokazte.

RieSenie. I. Nerovnost dokazeme matematickou induk-
ciou. Pre n = 2 mame

0< (a2 = al)(bz = bl) = albl + a2b2 = (a1b2 + azbl),
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z ¢oho hned vyplyva
a1b1 + aibz > albz + aZbl .

Nech pre &isla a;, by, i = 1,2,...,n,n + 1 plati
0<ay <...<y<ays1, 0<by <...<b,<byry, (1)

a dana nerovnost je spravna pre prirodzené ¢islo n. Potom

n+1 n
aibi -
=1

13

aibi + a,+ lbn+1 > albz + .+ (2)
1

i=

+ an—lbn + anbl + an+1bn+1 .

Z toho, ze b,+, > by, a,+1 > a,, vyplyva
ayby + Gny1buiy > aubuyy + Gny1by 3)

a z (2), (3) vyplyva spravnost danej nerovnosti pre prirod-
zené Cislo n + 1.

Opit pouzijeme metodu matematickej indukcie. Pre n = 2
sme nerovnost dokazali vy$Sie. Nech pre ¢isla a;, b,
i=12,..,nn+1 plati (1) a nech je danid nerovnosf
spravna pre prirodzené Cislo n, priCom je budeme aplikovat
nacisla 0 <a;y <...<a, 0<b, <...<b,iq, t.

a1b2+...+a,,b,,+1 >(Ilb,,+1 +...+a,,b2. (4)

Ak ke kazdej strane nerovnosti (4) pripo¢itame a,, b a po-
uzijeme nerovnost I, dostaneme II. pre prirodzené Cislo
n + 1. Tym su obe Casti tvrdenia dokéazané.
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A—Ill-1b

Je dana funkcia

_ 12x — 6x2
Cx* AP+ X2+ 6x+ 9

/)

UrCete vietky realne ¢&isla x, pre ktoré f(x) nadobuda
najmens$iu hodnotu.

RieSenie. 1. sposob: Citetela zlomku, ktorym je dana
funkcia definovana moZno pisat v tvare —6(x* — 2x).
Kedze (x* — 2x)? = x* — 4x> + 4x?, moZno menovatela
zlomku prepisat do tvaru

x* —4x® + x2 +6x +9 = (x? —2x)* = 3(x* —2x) + 9

a ak oznalime x? — 2x = z, potom pre x + 0, x + 2, tj.
z % 0, plati
-6

)’=(Z—:‘2>—:- (1)

Kedze podla Cauchyho nerovnosti pre z > 0 plati

9

z + .= 6, ()
pricom rovnost v (2) nastane vtedy a len vtedy, ked z = 3,
Tahko sa vidi, Ze pre vSetky z > 0 je y = —2; najmenSiu
hodnotu y = —2 nadobtda dana funkcia pre z = 3 {ize
pre x? — 2x = 3, odkial dostaneme x; = —1, x, = 3. Pre
z=0je totiz y = 0 a pre z < 0 je jmenovatel zlomku (1)
zaporny a y > 0.
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Zaver: Dana funkcia nadobtida najmensiu hodnotu pre
x=—-lax=3.

2. zpuisob: Funkci f upravime na tvar

kde k je konstanta. Délenim zjistime, Ze
x* —4x® + x? +6x + 9 = (x* — 2x)(x* — 2x — 3) + 9,

takze pro x # 0, x + 2 lze psat

_ (=6)(x* — 2x) _
Ll o e
_ —6
x2—2x—3+x232x

Je zfejmé, Ze f(x) bude minimalni, pravé kdyz funkce

— X = 2x =3
g(x) = x X +x2—2x

bude minimalni v kladnych hodnotach. Derivujeme funkci g:

) 9(2x —2)
g(X)=2X*2—m=
(x*—2x)* -9
= 2(x - 1) (x2 — 2x)2

Odtud jiz snadno zjistime, Ze g'(x) se anuluje jednak pro
x = 1 (ale g(1) < 0), jednak pro x = —1 a x = 3, coZ jsou
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praveé hledané hodnoty. Je totiz

(x* = 2x)* =9 = (x* — 2x — 3)(x* — 2x + 3);
prvni troj¢len ma kofeny —1 a 3, druhy nema realné ko-
feny.

3. zpiisob : Velmi jednoduché feseni vychazi z faktu (ktery
Ize ,,objevit“, kdyz si aspon hruba nakreslime pribéh funkce f
pro malé hodnoty argumentu), Ze graf funkce f je symetricky
vzhledem k pfimce x = 1.

Polozme x = 1 + y; funkce f tak pfejde ve funkci

y -1

hy) =(—-6)47———5——.

ktera je zfejmé suda. Polozime-li dale y* = z, ptejde funkce h
na funkci

z—1
=(—-6)—5—————.
16 = (=9 75,713
Funkci g snadno zderivujeme:

22—52+13—2zz+7z—5_
(22 — 5z + 13)? B

a(e) = (6.

e —
(2> — 5z + 13)*

22—22—8).

Funkce ¢’ se anuluje pro

zy, =14+ /1 + =<_

4
2
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Zapornému kofenu neodpovida realné y; kofenu z = 4 od-
povidaji hodnoty y = +2ay= -2 tzn.x =3ax = —1.

Zbyva ovérit, ze v téchto bodech ma f, resp. h skutetné
minimum, coz se provede obvyklym zpusobem.

A—I11-2a

Jsou dany trojuhelniky T, a T, s obsahy P; a P, a polo-
méry vepsanych kruznic g, a g,. Je-li trojuhelnik T, obsa-
Zen v trojuhelniku T,, pak plati

P,

= —0,.
Q1 _P292

Dokazte.
ReSeni. Oznaéme o0, 0, délky obvoda prvniho a druhého
trojuhelniku. Plati tedy
P, = 30101,
P, = }050,.
Proto je dokazovana nerovnost ekvivalentni nerovnosti
01 é 02,
kterou nyni dokazeme.

1. zpiisob: Budiz T, = AA;B,C,, T, = AA4,B,C,, T, <
T, (obr. 17).

Vedme rovnobézku c se stranou A,B, tim z vrchold A;,
B,, C,, ktery ma nejmensi vzdalenost od pfimky 4,B, (na
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obr. 17 je to vrchol A,); pak pfimka ¢ oddgluje pfimku
A,B, a trojihelnik T;. Obdobné sestrojme pfimky a, b.
Pak oznalme A3, B3, C3 (v libovolném potadku) vrcholy
trojuhelniku Tj, ureného piimkami a, b, c. Nyni staci do-
kazat, Ze pro obvody o4, 0,, 05 trojuhelnika T,, T,, T; plati

01 é 03, (1)

03 <0,. )

Obr. 17

Ad (1). Vsechny vrcholy A4,, By, C, lezi na obvodg troj-
uhelniku Tj. Je tedy napt. A;B; < A,C; + B{C;; tato ne-
rovnost plati, at lezi body 4, B; na riznych stranach T;
nebo na téze strané. SeCtenim tfi takovych nerovnosti do-
staneme nerovnost (1).

Ad (2). Nerovnost (2) dokazeme, uvédomime-li si, ze kazda
strana trojuhelniku T3 je menSi nebo rovna té strané troj-
Ghelniku T,, s niz je rovnob&na (napf. na obr. 17 je
A3B;3 < A,C,, nebot body A3, By leZi v trojuhelniku T,).
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2. zpiisob: ProdlouZime stranu AB; trojuhelniku T;;
jeji pruseciky s obvodem T, oznatime P, Q (obr. 18).

Pro obvod o3 trojuhelniku PQC; plati podle trojuhel-
nikové nerovnosti

01 é 03 . (3)

Je totiz A,C, < A,P + PC,, B,C, £ B,Q + QC,.

Nelezi-li bod C; na obvodé trojuhelniku T,, prodlouZi-
me stranu QC, a jeji druhy prisecik s obvodem T, ozna-
¢ime R. Pro obvod o4 trojuhelniku PQR plati podle troj-
uhelnikové nerovnosti

03 < 04 . (4)

Obr. 18

Spojenim (3), (4) dostaneme nerovnost 0; < 0,4. Trojithelnik
PQR ma vsecky vrcholy na obvodé T,; je tedy

O4 _S_ 03 . (5)
Spojenim (3), (4), (5) dostaneme nerovnost 0; < 0,.

91



A—11-2b

Najdéte vSechny hodnoty parametru ¢, pro které rovnice
M+x—y+y+t=0 (1)

je analytickym vyjadfenim Ghlu; pfitom (x, y) jsou kartézské
soufadnice bodu v roving.

ReSeni. Najdeme mnoZinu dvojic (x, y) vyhovujici rov-
nici (1) pro pevné t = t,. Budeme tyto dvojice hledat ve
Ctyfech mnozinach:

Mlz{(x,y)|x20/\x—y20},
M, ={(x))|x=20Arx—-y<0},
M; ={(x,))[x<0Arx—y=0},
M, ={(x))|x<0Arx—-y<0}.

V M, je (1) ekvivalentni s x + (x — y) + y + to = 0 neboli

X = —%to N (2)
v M, je (1) ckvivalentni s x — (x — y) + y + t, = 0 neboli
y = —ilo; (3)

v Mj je (1) ekvivalentni s —(x) + (x — y) + y + to = 0 ne-
boli
v M, je (1) ekvivalentni s —(x) — (x — y) + y + to = 0 ne-
boli .

x—y=4,. (%)
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Rozliujme nyni hodnoty parametru t,.
1. Je-li ty > 0, nedostavame v Zadné z mnozin M, M,,
M;, M, feseni.
2. Jellity =0,je vM, feSeni x =0, x — y =0,
v M, neni zadné feseni,
v M3 je celé M; feSenim,
v M, neni Zadné feseni.

Celkem jsou pro t, = 0 feSenim viechny dvojice (x, y), pro
néz je zaroven x <0 a x — v = 0. Kazda z téchto nerov-
nosti je v roviné soufadnic x, y analytickym vyjadfenim
(uzaviené) poloroviny. Priinikem t&chto polorovin je kon-
vexni thel.

3. Je-li ty < 0, dostavame v M, polopfimku x = —t,,
y £ —4to, v M, GseCku y = —3t,, 0 < x < —3t,, v M,
prazdnou mnoZinu a v M, polopfimku y = x — 3t,,
x <O.

Je proto t = 0, jedind hodnota parametru t, jiz odpo-
vida v roviné soufadnic x, y thel.

A—ll-3a

St dané realne Cisla x, y tak, ze existuju

tgix +y)’ =a, tgix—y)>*=>b.

Vyjadrite tg(xy) pomocou &isel a, b. Pre ktoré a, b nie je
tg (xy) definované?

ReSeni. Oznatme u = (x + y)?, v = §(x — y)>. Protoze
xy = u — v, mame vyjadfit tg(xy), tj. tg(u — v), pomoci
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tgu a tgv. UZijeme vzorce:

¢ ( ) tgu —tgv
U—v)=——-—7-—,
. 1 +tgutgo

pokud 1 + tgu.tgv £+ 0; je-li 1 +tgu.tgv =0, neni
tg (u — v) definovan.

Dostavame vysledek: Je-li ab = —1, neni tg(xy) defino-
van; je-liab # 1, je
a—>b
1+ab’

tg (xy) =

A—11-3b

Je dan ostrouhly trojuhelnik T s obsahem P. Sestrojte
aspoil jeden pravouhly trojuhelnik, ktery je obsazen v troj-
Ghelniku T a ma obsah v&tsi nebo rovny 3P \/5

ReSeni. Pokusime se sestrojit pravouhly trojihelnik obsa-
zeny v T, ktery ma co nejvétsi obsah (aniZ tuto vlastnost
budeme dokazovat), a pak ukazeme, Ze jeho obsah je aspofi
1P /3.

Budeme pfedpokladat, Ze T ma vrcholy 4, B, C a Ze
jeho strany a, b, ¢ splituji a 2 b = ¢ (tedy o uhlech o, g, y
plati « = B = 7). RozliSujme dva pfipady:

1. y < 45° OznaCme D patu vysky z bodu B. Ziejmé je
D bodem trojuhelniku T; ukaZeme, Ze trojuhelnik BCD
splituje podminky ulohy. Je pravouhly, a protoze CD =
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= acos Yy, splituje jeho obsah P’ nerovnosti

P CD 2 3
F=T=%cosygcosy>\/77>%.

2. y = 45° Oznacme V prisecik oblouku Thaletovy kruz-
nice nad stranou BC a kolmici k BC v jejim stiedu S.
Protoze

XVBC =45° <y < B = ¥ABC,

XxVCB =45° <y = £ACB,
je VeT. Ukazeme, ze pravouhly trojuhelnik BCV spliiuje
podminky tlohy, tj. Ze jeho obsah P’ neni mensi nez 4P . /3.
Protoze a = b = ¢, lezi vrchol A v oblasti O ohraniCené
useCkou BC a dvéma oblouky kruZnic se sttedy v B, popf.
C a poloméry BC = a. Kazdy bod v O ma od pifimky BC
vzdalenost nejvySe rovnou vySce rovnostranného trojuhel-
niku se stranou BC, tj. 3a \/g Proto je P < %a? ﬁ Avsak

P o~
P’ = 14, takze P’ = % =3P \/5 Reseni je Gplné.

KATEGORIE B
B—Il-1a

Dokazte, ze pro kazda dvé kladna realna cisla p, g plati:
Jestlize

pg =1 (1)
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pak

O R

ReSeni. Z predpokladu (1) vyplyva

1
pE—:
q
Pak plati
1 1 1
<1+-)<1+—>—4g(1+—>(1+p)—4=
p q p
(U +pP—4p _(1—pf (3)
P P

Cislo p je podle predpokladu kladné, dale pro kazdé &islo p
plati (1 — p)* = 0, takZe z nerovnosti a rovnosti (3) plyne
dokazovana nerovnost (2).
5F & ) ¥ . ; 2 1
Jiné FeSeni. Ponévadz pq < 1, je také (pg)* < pga — = 1.
rq
Dale je
(p+9°=p"+4q" +2pq=p*>—2pq +q* +4pq =
=(p—q)* + 4pq 2 4pq = 4(pq)*,
a tedy

p+4q=22pq
neboli

4

|
v
[\

1
p
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Mame tedy

1 1 1 1
l+-{1+-|=1+-+-+—21+2+1=4.
p q P 49 pq

B—-I11-1b

V roviné jsou dany rizné body A, D. Najdéte mnozinu
sttedd odvésen BC vSech pravouhlych trojuhelniki ABC,
u nichZ pouze tato odvésna obsahuje bod D.

ReSeni. Necht ABC je jeden pravouhly trojuhelnik vyho-
vujici uloze. Jeden z uhli < ABC, < ACB je pravy; jeho
vrchol oznaéme B (obr. 19). Bod D tedy lezi na Gsetce BC,

takze vrchol B lezi na Thaletové kruZnici k nad tseCkou AD.
Pfi pevném vrcholu B miizeme pfitom bod C ménit tak, ze
probiha polopfimku opaénou k polopfimce DB. Stiedy S
proto probihaji (pfi pevném bodu B) poloptimku SoD s po-
catkem ve sttedu S, UseCky BD. Ménime-li nyni bod B na
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kruznici k, ovSem tak, Zze B + A a B + D, pak bod S, pro-
biha Thaletovou kruZnici k; nad iseckou DE, kde E je stied
useCky AD. ProtozZe obracené kazdy bod kazdé polopfimky

7

SoD, kde S, je bodem kruznice ky, riznym od D a E, je
bodem hledané mnoziny M, je mnoZina M ziejmé tvofena
kruhem s hranici ky, s vyjimkou priméru DE, avsak se za-
pocitanym bodem D, a otevienou polorovinou s hranici ¢,
coz je teCna ke kruZnici k; v bod€ D, neobsahujici bod A
(obr. 20).

B—Il-2a

Je dany konvexny Sestuholnik ABCDEF. Ak jeho uhlo-
priecky vychadzajice z vrcholu B delia uhol ABC na $tyri
rovnaké diely a analogickt vlastnost maju uhlopriecky vy-
chadzajice z vrcholov D a F, potom dany Sestuholnik je
pravidelny. Dokazte.
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ReSeni. Na obr. 21 je znazornén konvexni $estithelnik
ABCDEF s vlastnostmi uvedenymi v textu Ulohy. Protoze
BE je osa thlu FBD, DA osa tthlu BDF a FC osa thlu DFB,

B

Obr. 21

protinaji se uvedené tfi pfimky v jednom bodé (stfedu kruz-
nice vepsané trojihelniku BDF), ktery ozna¢ime S. Protoze
XSFB = ¥xBFA a ¥xSBF = ¥xFBA a BF odd¢luje body S
a A, jsou tyto body 4 a S soumérné sdruzené podle piimky
BF. Tedy SA L BF, takze SD je vySka trojuhelniku BDF.
Z obdobné uvahy o dalsich dvou pfimkach vyplyva, ze S je
take prusecikem vysek ABDF neboli, Ze trojuhelnik BDF
je rovnostranny. Protoze A a S jsou soumérné podle BF
a obdobné pro S, E a S, C, je dany Sestithelnik pravidelny.

B—11-2b

Na vrchliku kulové plochy o poloméru 1 s vyskou 1 jsou
umistény Ctyfi rizné body tak, ze zadny z nich nelezi na
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hrani¢ni kruZnici vrchliku. Dokazte, Ze asponi dva z nich
mayji vzdalenost mensi nez \/ 2.

ReSeni. Ozname S ,severni pol“ vrchliku. Kazdy bod
vrchliku, ktery nelezi na hraniéni kruznici, ma od S vzda-
lenost mensi nez /2. Splyva-li tedy néktery z danych boda
Ay, Ay, Az, Ay s bodem S, je vysledek spravny.

Nyni ptedpokladejme, Ze zadny z danych bodii nesplyva
se S. Pak Ctyfi ,,poledniky“ vychazejici z S a prochazejici
body A4;, A,, A3, A4 maji vlastnost, Ze alespoii dva z nich
sviraji u bodu S thel nepiesahujici 90°. Snadno se vsak vidi,
Ze piislusné dva body maji vzdalenost mensi nez \/5

B—Il-3a

Urcte vSetky dvojice celych Cisel x, y, ktoré vyhovuju
sustave nerovnic

x— |y =3y +%>0,
x+y—3<2.

Rieenie. Z nerovnic (1) jednoduchou upravou dostaneme

x + 5> [y? =3y

>

2— x>y -1, o

z ¢oho pre x vyplyva
—i<x<2. (3)
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Nerovniciam (3) vyhovujt zrejme len celé Cislax = 0ax = 1.
Z druhej z nerovnic (2) pre x = 0 dostaneme

ly -3 <2. (4)

Nerovnici (4) vyhovuji zrejme len celé Cisla y = 0, 1, 2, 3.
Pre x = 1 dostavame z druhej nerovnice (2) nerovnicu

=3 <1,

ktorej vyhovuju len celé €isla y = 1, 2.
Mozné rieSenia sistavy (1) zapiSeme v tabulke:

Skuskou dosadenim sa fahko presved¢ime, Ze vyhovuju len
dvojice x =0, y =0 a x = 0, y = 3. Ostatné $tyri dvojice
sustave (1) nevyhovuju, pretoZe nesplfiaju prva z danych
nerovnic.

B—11-3b
1. Dokazte, Ze pre kazdé realne kladné Eislo a plati

a+-=2. (1)

a
Kedy nastane rovnost?
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2. Najdite vietky kladné rieSenia sustavy rovnic

1
X, +—=2, 2
o @
1
X2+_=2,
X3
X3+—=2
X1

RieSenie. 1. Nech a > 0 je [ubovolne realne &islo. Potom
(@a-17>=0,

z &oho vyplyva postupne a> —2a +12=0, a> + 1 = 2a,

a+ 2 = 2, ¢im je nerovnost (1) dokazana. Rovnost nastane

len pre a = 1.

2. Ak predpokladame, Ze (x;, x,, x3) je kladné rieSenie
sustavy (2), s¢itanim vietkych troch rovnic dostaneme

1 1 1
X1+ X +X3+—+—+—=26
X2 X3 Xy

<x1+;1:>+<x2+x—12>+<x3+x—13>=6, (3)

Podla 1. v8ak plati

Cize

xi+—=2 pre l=1a2>3 (4)
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S¢itanim vietkych 3 nerovnosti (4) dostaneme

1 1 1
<X1 +—>+<XZ+—>+<X3+—>26,
X1 X X3

pricom rovnost (3) nastane vtedy a len vtedy, ked plati
rovnost v (4) pre vietky i = 1, 2, 3. T4 vSak podla 1. na-
stane len pre x; = 1 pre i = 1, 2, 3.

Dosadenim sa lahko presved¢ime, Ze trojica x; = x, =
= x3 = 1 sustave (2) vyhovuje.

KATEGORIE C
C—-ll-1a

Most Klementa Gottwalda v Praze je dlouhy 486 m.
Chodec, ktery pfes n&j Sel primérnou rychlosti 1,5m/s,
pocital auta protijedouciho proudu. Prvni z nich ho zacalo
mijet v okamziku, kdy vstoupil na most, 55. auto v oka-
mziku jeho pfichodu do poloviny mostu. Vypoctéte, jakou
primérnou rychlosti se pohyboval proud, jestlize vzdale-
nost pfednich ¢el kazdych dvou bezprosttedné po sob¢ je-
doucich aut byla 45 m.

Reseni. Vzdalenost &el 1. a 55. auta je
54.45 = 2430 (metrd).

Lze si pfedstavit, Ze v okamziku, kdy chodec vstupuje
na most, je ¢elo 55. auta vzdaleno od stfedu mostu

2430 — 5.486 = 2187 (metrd).
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Tuto vzdalenost ujede za dobu, kterou potiebuje chodec
k pfejiti poloviny mostu, tj. za

L]
1=

%8 =243.3 =162 (sekund).
Primérna rychlost proudu aut tedy byla v m/s

2115827 = %l . 1375 s
tj. 48,6 km/h.

Zkouska. Jestlize se proud aut pohyboval rychlosti
48,6 km/h = 13,5m/s, pak za dobu nez chodec do3el do
poloviny mostu, tj. za

3*2 =162 (sekund),
odjela z mostu ¢ast proudu dlouha
13,5.162 = 2187 (metrt).

To vSak znamena, Ze pres stied mostu piejelo celkem
2430:45 = 54 aut a Ze 55. auto je pravé pred polovinou
mostu, coz odpovida textu ulohy. Tim je zkouska provedena.

C-ll-1b

Konvexni Sestithelnik ABCDEF ma shodné vnitfni Ghly
pti vrcholech A4, B a C, jeho uhlopticky vychazejici z vrcho-
lu A déli Ghel BAF na Ctyfi shodné dily a jeho thlopticky
vychazejici z vrcholu C déli obdobné tthel BCD. Dokazte,
ze Sestithelnik ABCDEF je pravidelny.
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ReSeni. Oznalme 4a velikost uhlu BAF (obr. 22). Pak
z A\ABC plyne:

o + 4o + o = 180°,

t.

Plati tedy
¥BAF = ¥xABC = ¥xBCD = 120°. (1)
Trojuhelnik ACE je rovnostranny, nebot
XEAC = X ACE =20 = 60°.

Uhlopticka AD je tedy kolma na thlop#i¢ku EC. Ozna¢me S
pruseCik AD a FC. Z osové soumérnosti podle EC pak
plyne, ze

¥CDE = XCSE = 120°. )

Obdobné dokazeme, Ze
X AFE = < ASE = 120°. 3)

Z rovnosti (1), (2) a (3) plyne, Ze Sestitthelnik ABCDEF je
pravidelny.

105



C—-1ll-2a

Dokazte, ze z 50 libovoln€ zvolenych navzajem riznych
prvocisel lze vzdy vybrat 13 disel tak, ze rozdil kazdych
dvou z nich je délitelny péti.

ReSeni. Zvolme libovoln& 50 navzajem riiznych prvocisel.
Kazdé prvocislo dava pti déleni 5 zbytek 0 nebo 1 nebo 2
nebo 3 nebo 4. Zvolenych 50 prvocisel lze podle toho roz-
tfidit do péti navzajem disjunktnich tfid, oznacme je C,,
Cy, C,, Cs, C,4. Prvodisla jsou navzajem ruzna, a proto je
tfida C, jednoprvkova nebo prazdna, jejim prvkem muze
byt jedin€ Eislo 5. Tedy mnozina C; u C, U C3 U Cy ma
asponn 49 prvkia. Tridy jsou disjunktni, takze asponn jedna
ze tiid C,, C,, C3, C4 obsahuje 13 Cisel. Jsou-li p, g dvé
libovolna prvocisla patfici do této tfidy, pak existuji takova
cela Cisla x, y, z, Ze plati

p—q=(5x+2z)—(Sy +z)=5(x—y),

coz je Cislo délitelné péti.

C—Il-2b
Uréte vsetky dvojice celych cisel x, y, ktoré vyhovuju
suistave nerovnic
y—|x*=2x|+3>0, (1)
v+ =1 <2.
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RieSenie. Jednoduchou upravou z nerovnic (1) dostaneme

; )

y+i>x?—2x
2-y>|x -1,
z ¢oho vyplyva, ze pre y musi platit

y+3>0A2-y>0,
t. j.
—i<y<2. (3)
Nerovnosti (3) vyhovuju z celych &isel len y=0a y = 1.
Z druhej nerovnosti (2) vyplyva, Ze sistave (1) moézu vyho-
vovat len nasledujuce dvojice celych Cisel:

Skuskou sa lahko presved¢ime, Ze dvojica x = 1, y = 0 su-
stave (1) nevyhovuje, ostatné tri dvojice, t. j. x = 0, y = 0;
x =2,y =0;x = 1surieSenim.

C—-ll-3a

Uvnitf kruznice o poloméru 1 jsou dany &tyfi riizné body.
Dokazte, ze jsou mezi nimi dva, jejichz vzdalenost je mensi
nez \/5

ReSeni. Je-li néktery z danych bodt 4, B, C, D totozny
se stfedem kruZznice S, tvrzeni je pravdivé. Neni-li tomu tak,
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utvorime polopiimky SA4, SB, SC a SD. Plati nyni: Alespoil
dvé z téchto polopiimek sviraji thel nejvyse 90°. (Nepiimo:
Kdyby ne, pak SB, SC, SD lezi v téze poloroviné a hranici
prochazejici sttedem S kolmo k SA; vedeme-li obdobnou
polorovinu pro SB, zbude pro dvé polopfimky SC a SD
Gthel mensi nez 90°.) Jsou-li to napf. polopfimka SA4 a SB,
pak body 4 a B maji vzdalenost mensi nez \/5 (jsou to
body v pravouhlém trojuhelniku o odvésnach 1, rizné od
obou vrcholt u pfepony). Tim je uloha roziesena.

C—-11-3b

Do rovnoramenného trojuhelniku ABC se zakladnou AB
je vepsan rovnoramenny lichobéznik MNPQ tak, ze jeho
zakladna MN je ¢asti strany AB, vrchol P nalezi ramenu
BC, vrchol Q ramenu AC a plati MN = 3PQ.

Vysetite mnozinu stiedt stiednich pri¢ek vsech takovych
lichobéznik.

ReSeni. Ozna¢me D stfed zakladny AB. Misto lichob&z-
nikd mizeme do AABC vepisovat pravouhelniky RTPQ,
jejichz strana RT je Casti strany AB, které jsou soumérné
podle ptimky CD a pro které plati

RT = PQ = {MN < 14B.
Na obr. 23 je nakreslen takovy pravouhelnik RTPQ; stied S
sttedni pficky lichob&ézniku MNPQ je zaroven stiedem pra-
vouhelniku RTPQ a lezi na GseCce CD. Bod S muzeme se-

strojit také jako patu kolmice spusténé na pfimku CD ze
sttedu U strany QR.
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Sestrojime ob& mezni polohy bodu R: je to pfedné bod
Ry, pro ktery plati DRy = $DA a R = D. K nim sestrojime
prisluiné body S: je to jednak bod S, (obr. 24), jednak bod
S =V (V je stied usetky CD). VSechny body U leZi totiz
na usecce AV.

Hledana mnoZzina bodu je useCka S,V; pocita se k ni
bod Sy, ale nikoli bod V.

c C
| :
| |
Q1P |
| Q, —\°
|
| v
4
uf s Up -4,
| /
s [
| / l
| AN
AM RDT NB A R, D T, B
Obr. 23 Obr. 24

KATEGORIE Z
Z—-11-1

Rozlozte v sou€in dvojélent prvniho stupné:

x=1Dx-2)(x=3)+(x—1)(x—2)—x+1.

Vysledek ovéite pro x = —1.
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ReSeni. Jednoduchymi tpravami a postupnym vytykanim
dostavame:

x=Dx-2(x=-3)+x—-1)x-2)—x+1=
- -3+ (- 2)— 1] =
=x-Dx-=-3)x-2+1)=x—-(x-3)(x—-1)=
=(x —1)*(x — 3).

Z—-11-2

Je dan vypukly ¢tyfuhelnik ABCD. Oznacme M a N po
radé stiedy stran AD a BC.
Dokazte nasledujici tvrzeni: Jestlize

MN = Y4B + CD), (1)

pak stied S uhlopticky AC lezi uvnitt Gsecky MN a AB || CD.
Reseni. Usecky MS a SN jsou po fadé stiednimi piicka-
mi (obr. 25) trojihelniki ACD a ABC. Tedy

MS|CD, SN|AB (2)
c

Obr. 25
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MS = 1iCD, SN = 14B,
takze
MS + SN =%(AB - CD).

Jestlize tedy plati (1), pak je bod C vnitinim bodem usecky
MN. Pak podle (2) plati

MN |AB a MN |CD,
tj.
AB| CD.

Z—-11-3

Na obrazku je znazornén hodinovy cifernik a dvé rovno-
bézné piimky (viz obr. 26), z nichz zadna neprochazi zad-
nym z bodi 1 az 12. Zméite polohu pfimek tak, aby soucet

N
s
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Cisel lezicich v kazdé z vySrafovanych polorovin byl roven
souctu cisel lezicich v pasu rovnobézek.

ReSeni. Zjistime nejprve soudet viech &isel na ciferniku:
l+2+4+...4+12=3.12.13=2.3.13.

Soucet v kazdé z casti ciferniku musi byt tedy 26. Uréeme
nejprve tu Cast, do niz patii Cislo 12. Experimentovanim
zjistime, ze 26 = 12 + 1 + 11 + 2. Jedna z hledanych polo-
rovin obsahuje tedy body ciferniku oznacené 1, 2, 11, 12.
Analogicky zjistime, ze 26 = 10 + 3 + 9 + 4, takze pas ob-
sahuje body ciferniku oznacené 3, 4, 9 a 10 a zbyvajici polo-
rovina body ciferniku oznacené 5, 6, 7, 8.

Dal$im experimentovanim se presvéd¢ime, ze 12 nemize
lezet uvnitf rovnobézkového pasu, nebot soucty 11 + 12 +
+3, 124+414+46+7 124+14+24+5+6 a 1241+
+ 2 + 3 + 8 nevedou k fesSeni.

Z—-11-4

Je dan Ctverec ABCD o stran€ 10 a pfirozené Cislo n = 2.
Sestrojte po fadé uvniti usecek AB, BC, CD, DA body
A,, B,, C,, D, tak, aby platilo

10
AA, = BB, = CC, = DD, = —. (1)
n

a) Dokazte, ze body 4,, B,, C,, D, jsou vrcholy Ctverce.

b) Vyjadfete obsah P, ¢tverce A,B,C,D, pomoci Eisla n.

¢) Dokazte, ze ze viech ¢tverct 4,B,C,D, ma nejmensi
obsah ¢tverec A,B,C,D,, tj. Ze pro kazdé ptirozené Cislo
n = 3 je rozdil P, — P, kladné Cislo.
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ReSeni. a) Z textu tlohy plyne, ze
10

AB=BC=CD=DA=(n—1).—. 2)
n

Z podminek (1) a (2) a z toho, Ze Ctyfihelnik ABCD je
&tverec (obr. 27), dostavame, Ze

AA,BB, = AB,CC, =~ AC,DD, = AD,A4,, (3)

takze
A.B,=B,C,=C,D,=D,A,, (4)

tj. ¢tyfuhelnik A4,B,C,D, je rovnostranny. Ze shodnosti pra-
vouhlych trojuhelniki (3) plyne, ze
¥D,A,A + ¥B,A,B = 90°,
ti.
¥D,A,B, = 90°,
takze ¢tytuhelnik 4,B,C,D, je podle (4) Etvercem.
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b) Z AA,BB, dostavame podle (1) a (2)

A,B2 = (%?)2 + (——(" - 2)' 10>2 :

Tedy pro kazdé n = 2 je
(n—172+1
=l — (5)

¢) Podle rovnosti (5) plati pro kazdé pfirozené &islo

n? 2
2.m*=2n+1)+2—n?
_ 100. (n n 2)+ nt
2n
2 _ 4 4 —2)?
T T Ul i
2n? 2n

Pro kazdé n = 3 je tedy skute¢né P, — P, >0, c. b. d.
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