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V. Ulohy III. kola kategorie A

A—I1ll1-1

Urcete vsecky trojice celych cisel x, y, z, pro které plati
x? + y* =3z, (1)
Reseni. Existuje alespoti jedna trojice celych &isel vyho-
vujici (1), totiz trojice
x=y=z=0. (2)
Predpokladejme, Ze existuji je$t& jiné trojice (x, y, z) vy-
hovujici (1); v nich je pak nutn& z + 0. Vezm&me takovou
trojici vyhovujici (1), v niZ je z*> minimalni (tedy z* > 0).
Cisla x, y vyjadtime ve tvaru
x=3a+p, y=3b+gq,
kde a, b, p, q jsou cela &isla, 0 < [p| < 1, 0 < |¢| < 1. Pro
Cisla x2, y* pak bude mozno psat
x? = 9a* + 6ap + p* = 3k + p?,

y> =9b* + 6bq + q* =3l + ¢*,
takze
322 =x*+y? =3k + 1) + p* + ¢*.
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Z toho je vidét, Ze &islo p* + ¢*> musi byt délitelné tiemi.
Pfitom

II/\

0 1,
0 1,

|I/\ II/\
ll/\

takze
0<p’+4¢*<2.

Jedin¢ celé Cislo délitelné tfemi v téchto mezich je 0. Plati
p2 + q2 =0,
takze

a tedy

Potom vsak
x? + y* = 9(a* + b*) = 322,

tedy

3a® + b)) =2?
Odtud je vidét, ze ¢islo z2, a tedy i z, je délitelné tiemi:
z = 3¢, z2 = 9c?. Plati tedy

a* + b* = 3c%,
takZe trojice (a, b, ¢) vyhovuje (1) a pfitom ziejmé

0<c?<9c?=7z2.
To je vsak spor s predpokladem, Ze z? je minimalni.
Neexistuji tedy trojice x, y, z vyhovujici (1), v nichz by
bylo z # 0.
Jedina trojice vyhovujici (1) je trojice (2).
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A—1ll1-2

Dokazte, ze pro kazdé realné Cislo x z intervalu 0 < x < 1
plati
1-x)x2 1
U-ne L ()
(1 +x) 25
ReSeni. Ditkaz provedeme neptimo. Pfedpokladejme, Ze
existuje takové Cislo x € €0, 1), pro néz plati
(1—x)x* _ 1 0
(1 +x)3? =25

tj. po odstranéni zlomku

1\

251 = x)x* = (1 + x)?
a po dalsi Gprave
26x* —22x* +3x + 1 0. (3)
Pro kazdé ¢islo x plati
(2x — 1)*(7x + 1) = 28x> — 24x* + 3x + 1,
a proto nerovnost (3) Ize psat ve tvaru
2x —1*(Ix+ 1) —2x* + 2x* £ 0,
v (2x — 172 (7x + 1) + 2x%(1 — x) £ 0. @
Pro kazdé x € €0, 1) je
(2x = 1)*(7x+ 1) =0,
piiGemz rovnost nastava jen pro x = 3; pro kazdé x € €0, 1)
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je téz
231 -x)20
a rovnost plati pouze pro x = 0 nebo x = 1. Tedy pro

zadné x € 0, 1) neplati nerovnost (4), a tedy ani nerovnost
(2). Tim je nerovnost (1) dok4zana pro kazdé x e <0, 1).

Pozndmka. Ulohu muiZeme feSit téz tak, ze nalezneme

. (1 —x)x* |
maximum funkce f(x) = mv intervalu <0, 1).
x
A—IllI-3

V dané poloroving s hranici p jsou dany dva body M, N
v riiznych vzdalenostech od pfimky p. Sestrojte lichobéz-
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nik MNPQ, jehoz vrcholy P, Q lezi na pfimce p a jehoz
obsah je roven obsahu Ctverce o stran¢ MN.

ReSeni. Nechf MNPQ je lichobéznik vyhovujici tloze.
Pak je MQ | PN. OznaCime-li S stfed ramena PQ, pak
obsah trojuhelniku MNS je roven poloviné obsahu licho-
bézniku MNPQ. Ma proto bod S od ptimky M N vzdalenost
d = MN, a pfitom ovsem S € p.

Odtud vyplyva konstrukce (obr. 28). K piimce MN ve-
deme ve vzdalenosti d = MN dvé rovnobézky g, a q,, které
protnou piimku p po fadé v bodech S; a S,. Oznaéime-li
jesté O stfed useCky MN, pak lichobézniky MNP,Q,, pro
ktery NP, | OS,|MQ,, a MNP,Q,, pro ktery NP, |
| 0S, | MQ,, vyhovuji tloze a jsou to vSechna FeSeni.

A—lll-4

Najdéte feseni soustavy linearnich rovnic

X — X3 — X3 —..— — X, =2a,
—X; +3x, — X3 — ... — — X, =4a,
Xy — Xo+ Tx3 — ... — —x, = 8a,
—X;— X3— X3—...+(2"=1)x,=2"

$ neznamymi Xxj, X,, X3,...,X, a danym realnym para-
metrem a.
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ReSeni. OznaCime-li x; + x, + ... + x, = s, miZeme pie-
psat danou soustavu takto:

—s+ 2x; = 2a,
-5+ 4x, = 4a,
—s+ 8x3 = 8a,

Odtud plyne

Xi=a+ — (1)
prokazdéi = 1,2, ..., n. Se¢tenim vSech rovnic (1) dostavame
s + 1 + : + ..+ ! 2)
= na S| — — — 1.
2 4 " (

Uzijeme-li vzorec pro soulet n prvnich ¢lenti geometrické
posloupnosti, plyne z rovnice (2)

1
s=na+s|ll—-——],
S( 2")

s=na.2". (3)

takze

Z rovnic (1) pak podle (3) obdrzime feSeni dané soustavy
rovnic:
xi=a(l +n.2"71), i=12,..,n. (4)

Zkouska. Dosadime podle (4) do levé strany k-té rovnice
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(k = 1,2,...,n) dané soustavy. Postupné dostavame:

—X; — X3 — ... — Xp—1 +
+(2k == l)xk = Xk+1 — Xk+2 — vee — Xy =
n
= — Y x+ 2% =

i=1

=—Yal +n.2") +2%(1 +n.2"% =
i1

n

. 1
=—na—na.2.25+2"a+na,2"=
i=1

1
= —na—na.2".<1 —?>+2"a+na.2":2"a.

Prava strana k-té rovnice dané soustavy je také 2*a. Vzorce
(4) tedy skutecné davaji feSeni dané soustavy rovnic.

Zavér: Dana soustava rovnic ma pro kazdou hodnotu
parametru a jediné fedeni. Je dano vzorci (4).

A—IlII-5

Je-li vypukly mnohouhelnik s obvodem o; obsazen ve
vypuklém mnohothelniku s obvodem o,, pak plati 0; < 0,.
Dokazte.

ReSeni provedeme pro ptipad znazornény na obr. 29.
Pouzita metoda feseni v§ak bude zcela obecna.

Na obr. 29 mnohothelnik H;K;L;M N, s obvodem o,
lezi v mnohouhelniku 4,B,C,D,E,F,G, s obvodem o,.
Ve vsech vrcholech vnitiniho mnohouhelniku vzty¢ime kol-
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mice ke kazdé jeho strané s a urime jejich pruseciky s hra-
nici vné€j§iho mnohouthelniku, a to na kazdé kolmici ten
z pruseciki, ktery lezi v polorovin€ s hranici s opacné k po-
loroving, v niz lezi vnitfni mnohouhelnik. Tak dostaneme
body H;, H{. K. K'. L, (= Lj = L), M}, M}. N}, N},

Kazda tlusté vytaZena lomena Cara na obr. 29 ma délku
asponi takovou jako jeji pravouhly primét do hranice
H{K,L,MN,. Je totiz napf.

N{F,Hy} =z N{H}; 2 NH, (1)
a obdobné
H1A,K) =2 H,K, . K{C,L} 2 KLy,
LiD,M, 2 LM,. M{E,Ny2ZMN,. (2

Spojenim (1), (2) dostaneme pro délku o, tlusté vytazené
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Casti hranice vnéjsiho mnohothelniku:
05 = 0. (3)

Protoze kazdy vnitini Ghel konvexniho mnohouhelniku
H,K,L;M N, je duty, je na hranici vn¢jSiho mnohouhel-
niku 4,B,C,D,E,F,G, potadi priméta vrcholt Hy, K,
Ly, M4, N, nasledujici:

1, H1, K, K1, Ly, My, MY, Ny, N1 ¥),
a plati tedy
05 < 0,. (4)
Rovnost nastane v tom ptipadég, kdyz vSecky vrcholy vnitfni-
ho mnohouhelniku lezi na hranici vnéjsiho.
Spojenim (3), (4) dostaneme

01 = 03,
coz jsme méli dokazat.

A—Illl-6

V prostoru jsou dany poloroviny = a ©' se spolenou
hrani¢ni pfimkou p tak, Ze nelezi v jedné roviné. V polo-
roviné 7 jsou umistény body A, B, C, D a v poloroviné =’
body A4’, B, C', D’ tak, Ze Zadny z nich neleZi na ptfimce p,
AA' BB’I CC' | DD, a pritom body A, B, C a D’ jsou
vrcholy Ctyfsténu.

Dokazte, ze také A’, B', C' a D jsou vrcholy Ctyfsténu
a Ze oba tyto Ctyfstény maji stejny objem.

*) Dva sousedni z téchto bodi mohou splynout; viz napf. L) = L
na obr. 29. :
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Reseni. Body 4, B a C nelezi v pfimce, tedy ani 4’, B’
a C’ nelezi v piimce. Kdyby body A’, B, C" a D lezely v ro-
viné, byla by to rovina poloroviny n' a bod D € n by lezel
na pfimce p, coz odporuje predpokladu. Tvoii tedy body
4, B, C" a D opét vrcholy &tyfsténu (obr. 30).

D' P
D | 7 -
.-
T .
—{__—,—.—_’—— ———
BI
“':::""‘*T“’ A,_._._
p
Obr. 30
Z predpokladu rovnobéznosti A4’ | BB’ | CC' || DD’ ply-

ne existence bodl E, E' na pfimce AA4’, pro néZ plati:
E—-A=D-D,
E—A=D —-D".

Je patrno, Ze body E a D’ (resp. E’ a D) jsou stejn& vzdaleny

od roviny, jez obsahuje polorovinu = (resp. 7’), a proto se
objemy Ctyisténi ABCD’ a ABCE (resp. A’B'C'D a A'B'C'E')
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sobé rovnaji. Staci proto dokazat rovnost objemu Ctyfsténa
ABCE a A'BC'E'.

Plati AE = A’E' = DD’ a dale bod B ma od pfimky AE
touz vzdalenost jako bod B’ od ptimky A'E’, a proto maji
trojuhelniky ABE a A'B'E’ tyz obsah.

Roviny ABE a A'B'E’ splyvaji a CC’ | ABE, takze vySka
Ctyisténu ABCE obsahujici bod C ma stejnou velikost jako
vyska Ctyisténu A'B'C’'E’ obsahujici bod C’. Proto jsou si
rovny objemy Ctyisténi ABCE a A'B'C'E’, a tedy i objemy
Ctyfsténd ABCD' a A'B'C'D.

Autorem tohoto feSeni je Ilja Turek ze tfidy 2.g gymnazia
v Hradci Kralové. Ziskal za n¢ cenu Matematického tstavu
CSAV, ktera se udéluje za nejlepsi feSeni soutézni Glohy
IIL. kola kategorie A.
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