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VI. Korešpondenčný seminář МО
v školskom roku 1975/76

Po dobrých skúsenostiach s korešpondenčným seminá-
rom v školskom roku 1974/75, kedy sa konal po prvý raz,
pokračovala táto forma přípravy vybraných riešitefov MO
aj v školskom roku 1975/76. Výběr účastníkov seminára
urobilo PÚVMO jednak na základe výsledkov celoštát-
něho kola XXIV. ročníka MO kategorie A a jednak na zá-
klade návrhov jednotlivých KVMO. Účastníci korešpon-
denčného seminára dostávali písomne na riešenie po 6 až
10 úloh postupné z 5 tématických okruhov: číselná teória,
geometria, funkcie a mnohočleny, kombinatorika, rovnice
a sústavy rovnic. Riešenia úloh každého tématického celku
poslali do stanoveného termínu na adresu zostavovateía,
ktorý riešenia opravil, vyhodnotil a s případným komen-
tárom vrátil reišitelovi.

Celkom sa 2. korešpondenčného seminára zúčastnilo
43 riešitefov, a to 9 z Bratislavy, 6 zo Severomoravského
kraja, po 5 z Prahy a Východočeského kraja, po 4 zo Se-
veročeského a Stredoslovenského kraja, po 3 zo Středo-
českého, Juhomoravského a Západoslovenského kraja a 1
zo Západočeského kraja. Zastúpení medzi riešitefmi neboli
len Juhočeský a Východoslovenský kraj. Počet riešitefov
seminára klesal od témy к témě, pričom riešenia úloh z kom-
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binatoriky zaslalo 25 riešitelov. Medzi najúspešnejších pa-
trili i tohto roku Jiří Navrátil z Olomouca, Jan Kratochvíl
z Pardubic, Peter Takáč zo Šafárikova. Pribudli к nim však
aj další velmi úspěšní riešitelia, z ktorých spomenieme
aspoň Miroslava Šedivého z Jevíčka, Martina Čadeka
z Brna, Jana Bázlera z Mladej Boleslavi, Vladimíra Pastr-
ňáka z Vratimova a Ladislava Miklósa z Komárna. Nebolo
iste náhodné, že z osemčlenného družstva pre XVIII. MMO
v Rakúsku sa korešpondenčného seminára nezúčastňovali
len 2: Quittner a Kolafa. I s prihliadnutím к výsledkom
nášho družstva na XVIII. MMO (Kratochvíl 2. cena, Še-
divý, Navrátil a Takáč 3. cena) mohlo PÚVMO hodnotit’
korešpondečný seminář ako úspěšný s tým, že v ďalšom
roku třeba usilovat’ o jeho skvalitnenie hladaním lepších
foriem kontaktov s riešitelmi.

Pre informáciu uvádzame texty úloh, ktoré boli předlo-
žené riešitelom 2. korešpondenčného seminára:

Číselná teória (zostavil M. KaukiČ):

1. Nech a, b sú celé čísla také, že a2 + b2 je dělitelné
číslom 21. Potom a2 + b2 je dělitelné tiež číslom 441. Do-
kážte.

2. Súčet piatich celých čísel je rovný nule. Dokážte, že
súčet piatich mocnin týchto čísel je dělitelný číslom 15.

3. Nájdite všetky dvojice celých čísel x, y, ktoré vyho-
vujú rovnici x2 — y3 = 1.

4. Nájdite najmenšie prirodzené číslo, z ktorého záme-
nou jeho niektorej cifry nemóžeme dostat’ prvočíslo. (Skúste
riešiť analogickú úlohu pre dve cifry.)
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5. Nájdite všetky prirodzené čísla n tej vlastnosti, že ci-
ferný súčet čísla n2 je rovný 4.

6. Dokážte, že existuje nekonečne vela prvočísel tvaru
m2 + n2, kde m, n sú prirodzené čísla. (Návod: Každé prvo-
číslo tvaru 4/c + 1 možno aspoň jedným spósobom roz-
ložiť na súčet druhých mocnin dvoch prirodzených čísel.)

7. Je dané a^ = 1, ak = + a2 + ... + ak-i]', určte
д1975. ([с] znamená celú časť čísla c.)

8. Nech 1 je rastúca postupnost’ pozostávajúca zo

všetkých prvočísel. Nech S(k) je súčet všetkých súčinov po-
zostávajúcich z róznych prvočísel menších najviac rovných
pk, к prirodzené číslo.

Dokážte, že v rozklade čísla S(k) + 1 na prvočinitele sa
vyskytuje aspoň к prvočísel.

9. Nech {a„}®= 1 je rastúca postupnost’ prirodzených čísel
taká, že prirodzené číslo к je jej členom právě vtedy, keď
jeho ciferný súčet je dělitelný siedmimi. Nájdite

(a„ - a„_i).
10. Označme na číselnej osi všetky čísla tvaru 81m 4- lOOn

(m, n prirodzené čísla) zelenou farbou a ostatně celé čísla
červenou farbou. Nájdite na číselnej osi taký bod x, aby
1’ubovofné dva celočíselné body symetrické vzhfadom na x
bolí zafarbené rožnou farbou.

Geometria (zostavili prof. dr. M. Fiedler, DrSc., a J. Ze-
mánek):
1. V priestore je daná množina bodov, ktorej pravoúhlý-

mi priemetmi do dvoch rovin sú kruhy. Dokážte, že tieto
kruhy majú rovnaké poloměry.

2. V štvorci je daných deváť bodov, z ktorých žiadne tri

max
lSn<oo
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neležia v jednej priamke. Dokážte, že tri z týchto bodov
sú vrcholmi trojuholníka, ktorého obsah nepřevyšuje i ob-
sáhu štvorca.3.V priestore sú dané štyri polpriamky pb p2, p3, p± so
spoločným začiatočným bodom, ktoré neležia v žiadnom
polpriestore. Dokážte, že platí

^PiPi + ^PiPt, + ^РзРа + ^PaPi > 360°.

4. V rovině je dané nekonečne mnoho bodov, ktorých
všetky vzájomné vzdialenosti sú prirodzené čísla. Dokážte,
že všetky tieto body ležia v jednej priamke.

5. V rovině sú dané dve bodové množiny Mb M2, z kto-
rých každá má párny počet prvkov a žiadne tri z bodov
Mx u M2 neležia v jednej priamke. Dokážte, že v tejto
rovině existuje priamka, ktorá neprechádza žiadnym z da-
ných bodov a taká, že po oboch jej stranách leží právě polo-
vica bodov každej z oboch daných množin.

6. Dokážte, že počet hrán mnohostena nemóže byť rovný
siedmim.

Funkcie a mnohočleny (vybral doc. dr. J. Moravčík, CSc.):

1. Pre funkciu /(x) = ax2 + bx + c v intervale < — 1; 1)
platí: |/(x)| ^ 1. Potom pre funkciu g(x) = cx2 + bx + a
v tom istom intervale platí: |gr(x)| fg 2. Dokážte.

2. Dokážte, že funkcia P(x) = x12— x9 + x4 — x + 1
má v každom bode x e( — co, oo) kladnú hodnotu.

3. Nech P{x) = xn + aixn_1 + ... + a„_iX -I- an je mno-
hočlen s celočíselnými koeficientami. Nech a, b, c, d sú na-

vzájom rožne celé čísla, pre ktoré platí: P(a) = P(b) =
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= P(c) = P(d) = 5. Dokážte, že neexistuje celé číslo к tak,
že P(k) = 8.

4. Je daný mnohočlen P(x) s a) prirodzenými koeficien-
tami, b) celými koeficientami. Označme an ciferný súčet
čísla P(n) v dekadickom zápise pře každé prirodzené číslo n.
Dokážte, že existuje číslo, ktoré sa v postupnosti {a„}*=i
vyskytuje nekonečne mnoho ráz.

5. Postupnost’ mnohočlenov {P„(x)}™=0 je definovaná re-
kurentne takto: P0(x) = 2, Pi(x) = x, Pn+Í(x) = xP„(x) —
— Рп_г{х), n = 1,2,.... Dokážte, že existujú reálne čísla a,
b, c tak, že pre každé prirodzené číslo n platí:

4) [Pn(x) - 4] = [a Pn+ i(x) + b Pn(x) + c Pn. i(x)]2 .(x*

6. Dokážte, že ak funkcia/(x) = sin x + cos ax je perio-
dická, potom a je racionálně číslo.

7. Nájdite najmenšiu kladná hodnotu súčtu x + y, ak
(1 4- tg x) (1 + tgy) = 2.

8. Je dané číslo a > 1. Dokážte, že neexistuje funkcia
/(x) ф konšt. definovaná pre všetky xe(—oo, oo) tak, aby
pre každé reálne a, b platilo |/(a) — f(b)\ ^ |a — b\a.

9. Funkcia / definovaná na intervale <0; 1) má nasledu-
júce vlastnosti: Pre všetky xe <0; 1) je /(x) ^ 0, /(1) = 1.
Pre každé xl5 x2 také, že Xi ^ 0, x2 ^ 0, xt + x2 ^ 1 platí
/(xi + x2) ^ /(xí) + /(x2).

a) Pre každé xe<0;l> platí: /(x) ^ 2x. Dokážte.
b) Platí pre každá funkciu / uvedených vlastností tiež

/(x) ^ l,9x v intervale <0; 1)?
10. Nájdite všetky spojité reálne funkcie f definované na
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intervale <1; oo), ktoré vyhovujú rovnici

f(x) + f(y)/Ы =
X + у

pre všetky x, у e < 1; oo).
Kombinatorika (zostavil dr. M. Koman, CSc.):
1. Známa hra „námorná bitka“ sa hrá na štvorcoch zlo-

ženýchziV = 10 x 10 jednotkových štvorčekov. Lietadlová
loď je znázorněná ako obdížnik zložený zo 4 štvorčekov
(obdížnik 1 x 4). Móže byť umiestnená na lubovornom
mieste.

Určte najmenší počet „striel“, ktoré zabezpečia a) za-
siahnutie, b) potopenie lietadlovej lode. (Předpokládáme,
že na hracej ploché je len lietadlová loď.)

Doplnok. Riešte úlohu pre lubovolnú štvorcovú hradu
plochu zloženú z N = к x к štvorčekov (к ^ 4).

2. Určte najváčší počet králov, ktorých možno roz-
miestniť na štvorcovej šachovnici zloženej z N2 polí tak,
aby každý král susedil nanajvýš s jedným dalším králom.

Doplnok. Riešte analogickú úlohu pre iné šachové figúry.
3. Usporiadajte množinu všetkých prirodzených čísel

1,2, 3,..., N tak, aby aritmetický priemer žiadnych dvoch
čísel sa nerovnal niektorému číslu umiestnenému medzi
nimi. Například pre N = 8 je přípustné poradie 1, 5, 3, 7,
8, 4, 6, 2 a nepřípustné poradie 1, 5, 8, 7, 6, 3, 2, 4 (napr.
6 = (8 + 4): 2).

4. Zistite, či existuje taká postupnost’ P prirodzených
čísel (nemusia to byť všetky prirodzené čísla), že každé pri-
rodzené číslo sa dá vyjadriť ako rozdiel právě dvoch členov
postupnosti P.
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5. V štvorcovej tabulke s n2 poliami je zapísaných n2 čísel
(tieto čísla sú teda usporiadané do tzv. štvorcovej matice),
ktorých súčet je kladné číslo. Dokážte, že stípce tabulky
možno permutovat’ tak, aby súčet čísel na uhlopriečke ve-

dúcej z lavého dolného rohu do pravého horného rohu bol
tiež kladný.

6. V každom poli pravouholníkovej tabulky m x n je
zapísané niektoré prirodzené číslo (tj. celé kladné číslo).
Sú dovolené dva druhy operácií:

a) Zdvojenie všetkých čísel niektorého riadku.
b) Odčítanie jedničky od všetkých čísel niektorého stípca.
Dokážte, že po kónečnom počte operácií možno vždy

získat’ tabulku, v ktorej všetky čísla sú nuly.
7. V rovině je daných niekolko červených a niekoíko

modrých bodov. Niektoré z nich sú spojené úsečkami. Bod
nazveme „labilným“, ak viac než polovica bodov, s ktorými
je spojený úsečkami má inú farbu než je farba uvažovaného
bodu. Ak existuje aspoň jeden labilný bod, zvolíme nie-
ktorý z nich a zmeníme jeho farbu (červenú na modrú alebo
obrátene). Dokážte, že po konečnom počte krokov nezo-
stane žiadny labilný bod.

8. Y rovině je daných n červených a n modrých bodov,
z ktorých žiadne tri neležia v priamke. Dokážte, že je vždy
možno zostrojiť n úsečiek, ktoré spájajú dvojice bodov róz-
nych farieb a sú po dvoch disjunktně.

9. Je daný konvexný mnohouholník M. a) Pre každú
trojicu po sebe idúcich vrcholov mnohouholníka M zostro-
jíme kružnicu prechádzajúcu týmito bodmi. Z nich vybe-
rieme tú, ktorá má najváčší poloměr. Dokážte, že mnoho-
uholník M je častou kruhu ohraničeného touto kružnicou.
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b) Pre každú trojicu po sebe idúcich stráň mnohouhol-
nika M zostrojíme kružnicu, ktorá sa dotýká týchto troch
úsečiek. Z nich vyberieme tú, ktorá má najmenší poloměr.
Dokážte, že celá táto kružnica je častou mnohouholníka M.

10. Je daný konvexný mnohouholník, ktorého častou nie
je žiadny trojuholník s obsahom 1. Dokážte, že tento mno-
houholník možno umiestniť do trojuholníka s obsahom 4.

Rovnice a sústavy rovnic (vybral dr. J. Hojdar):1.Nech a, b, c sú navzájom rožne reálne čísla. Potom
rovnica

11 1
= 0

x — a x — b x — c

má vždy reálne riešenie. Dokážte.2.Rozhodnite, pre ktoré x má zmysel rovnica

logiox3
logx 10 + logx 100 + logx 1 000 =

1 + log io x

a nájdite všetky jej riešenia.3.Určte všetky reálne riešenia rovnice

v*2 - P = X - p,

kde p je dané reálne číslo. Urobte diskusiu vzhfadom na
číslo p.4.Riešte rovnicu

x2 — 6(/c — 1) x + 9(k2 — 2) = 0

s neznámou x, ak к je dané reálne číslo.
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5.Sú dané rovnice

x2 4- px + 1 = 0,
x2 + x + p = 0,

kde p je dané reálne číslo. Určte všetky čísla p také, pre
ktoré obe rovnice majú spoločný reálny kořeň.6.Sú dané dve kvadratické rovnice

x2 + ax + b = 0,

x2 + cx + d = 0

s reálnými koeficientami. Nájdite nutné a postačujúce pod-
mienky medzi koeficientami daných rovnic pre to, aby obe
rovnice mali jeden spoločný kladný kořeň a aby zostávajúci
kořeň prvej rovnice bol váčší než zostávajúci kořeň druhej
rovnice.

7. V obore reálných čísel riešte rovnicu

yjx2 — 2x — 1 4- yjx2 + 2x — 1 —

kde p je dané reálne číslo. Urobte diskusiu riešitelnosti
vzhladom na číslo p.

8. Je daná sústava rovnic |l — x\ = a, \x — y\ = b,
|y — l| = c, kde a, b, c sú dané prirodzené čísla. Dokážte,
že sústava má buď dve riešenia alebo je neriešitefná. Určte
podmienku riešitelnosti.

P,
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