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V1. KoreSpondencny seminar MO
v Skolskom roku 1975/76

Po dobrych skusenostiach s koreSpondenénym semina-
rom v §kolskom roku 1974/75, kedy sa konal po prvy raz,
pokracovala tato forma pripravy vybranych riesitelov MO
aj v Skolskom roku 1975/76. Vyber G&astnikov seminara
urobilo PUVMO jednak na zaklade vysledkov celostat-
neho kola XXIV. roénika MO kategérie A a jednak na za-
klade navrhov jednotlivych KVMO. Ugastnici kore$pon-
den¢ného seminara dostavali pisomne na rieSenie po 6 az
10 uloh postupne z 5 tématickych okruhov: ¢iselna teoria,
geometria, funkcie a mnohocleny, kombinatorika, rovnice
a sustavy rovnic. RieSenia uloh kazdého tématického celku
poslali do stanoveného terminu na adresu zostavovatela,
ktory rieSenia opravil, vyhodnotil a s pripadnym komen-
tarom vratil reiSitelovi.

Celkom sa 2. koreSpondencéné¢ho seminara zucastnilo
43 riesitelov, a to 9 z Bratislavy, 6 zo Severomoravského
kraja, po 5 z Prahy a Vychodoceského kraja, po 4 zo Se-
veroCeského a Stredoslovenského kraja, po 3 zo Stredo-
¢eského, Juhomoravského a Zapadoslovenského kraja a 1
zo Zapadoceského kraja. Zastupeni medzi rieitelmi neboli
len Juhocesky a Vychodoslovensky kraj. Pocet riesite[ov
seminara klesal od témy k téme, pri¢om rieSenia tloh z kom-
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binatoriky zaslalo 25 rieSitelov. Medzi najuspesnejSich pa-
trili 1 tohto roku Jifi Navrdtil z Olomouca, Jan Kratochvil
z Pardubic, Peter Takd¢ zo Safarikova. Pribudli k nim viak
aj dalsi velmi uspeS$ni rieSitelia, z ktorych spomenieme
aspoit  Miroslava Sedivého z Jevitka, Martina Cadeka
z Brna, Jana Bdzlera z Mladej Boleslavi, Viadimira Pastr-
fidka z Vratimova a Ladislava Miklésa z Komarna. Nebolo
iste nahodné, Ze z osemclenného druzstva pre XVIII. MMO
v Rakusku sa koresponden¢ného semindra nezucastiiovali
len 2: Quittner a Kolafa. T s prihliadnutim k vysledkom
nagho druzstva na XVIIL. MMO (Kratochvil 2. cena, Se-
divy, Navratil a Taka¢ 3. cena) mohlo PUVMO hodnotif
koreSpondecny seminar ako uspeSny s tym, ze v dalSom
roku treba usilovat o jeho skvalitnenie hladanim lepsich
foriem kontaktov s rieSiteImi.

Pre informaciu uvadzame texty uloh, ktoré boli predlo-
zené riesitelom 2. koreSpondenéného seminara:

Ciselna teoria (zostavil M. Kaukic):

1. Nech a, b st celé ¢isla také, Ze a® + b? je delitelné
Cislom 21. Potom a? + b? je delitelné tiez Cislom 441. Do-
kazte.

2. Sucet piatich celych cisel je rovny nule. Dokazte, Ze
sucet piatich mocnin tychto Cisel je delitelny Cislom 15.

3. Najdite vSetky dvojice celych Cisel x, y, ktoré vyho-
vuju rovnici x* — y* = 1.

4. Najdite najmensie prirodzené &islo, z ktorého zame-
nou jeho niektorej cifry nemézeme dostat prvocislo. (Skiiste
riesif analogicku tlohu pre dve cifry.)
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5. Najdite vSetky prirodzené Cisla n tej vlastnosti, Ze ci-
ferny sucet &isla n? je rovny 4.

6. Dokazte, ze existuje nekoneCne vela prvocisel tvaru
m? + n?, kde m, n st prirodzené &isla. (Navod: Kazdé prvo-
Cislo tvaru 4k + 1 moZno aspoil jednym spdsobom roz-
loZif na sG&et druhych mocnin dvoch prirodzenych &isel.)

7. Je dané a, = 1, @, = [\/a, + ay + ... + a,_,]; urcte
d197s. ([¢] znamena celt Cast isla c.)

8. Nech {p,},>; je rastuca postupnost pozostavajuca zo
vietkych prvocisel. Nech S(k) je sucet vSetkych suéinov po-
zostavajucich z réznych prvocisel mensich najviac rovnych
Pw, k prirodzené Cislo.

Dokazte, ze v rozklade &isla S(k) + 1 na prvodinitele sa
vyskytuje asponl k prvocisel.

9. Nech {a,},= je rastiica postupnost prirodzenych &isel
taka, ze prirodzené Cislo k je jej Clenom prave vtedy, ked
jeho ciferny stcet je delitelny siedmimi. Najdite

lglnalxm(a,, = Gp_y).

10. Oznac¢me na Ciselnej osi vSetky Cisla tvaru 81m + 100n
(m, n prirodzené &isla) zelenou farbou a ostatné celé Cisla
Cervenou farbou. Najdite na Ciselnej osi taky bod x, aby
TubovoIné dva celoCiselné body symetrické vzhladom na x
boli zafarbené réznou farbou.

Geometria (zostavili prof. dr. M. Fiedler, DrSc., a J. Ze-

madnek):

1. V priestore je dana mnozina bodov, ktorej pravouhly-
mi priemetmi do dvoch rovin su kruhy. Dokazte, Ze tieto
kruhy maju rovnaké polomery.

2. V stvorci je danych devit bodov, z ktorych ziadne tri
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nelezia v jednej priamke. Dokazte, Zze tri z tychto bodov
st vrcholmi trojuholnika, ktorého obsah neprevySuje § ob-
sahu Stvorca.

3. V priestore su dané $tyri polpriamky py, ps, p3, P4 SO
spoloénym zaciatoénym bodom, ktoré nelezia v Ziadnom
polpriestore. Dokazte, ze plati

Xpips + ¥PaP3 + £P3pa + ¥pap1 > 360°.

4. V rovine je dané nekoneéne mnoho bodov, ktorych
vietky vzajomné vzdialenosti si prirodzené Cisla. Dokazte,
ze vsetky tieto body lezia v jednej priamke.

5. V rovine st dané dve bodové mnoziny M, M,, z kto-
rych kazda ma parny pocet prvkov a Ziadne tri z bodov
M, UM, nelezia v jednej priamke. Dokazte, ze v tejto
rovine existuje priamka, ktora neprechadza Ziadnym z da-
nych bodov a taka, Ze po oboch jej stranach lezi prave polo-
vica bodov kazdej z oboch danych mnozin.

6. Dokazte, ze poCet hran mnohostena nemoze byt rovny
siedmim.

Funkcie a mnohodleny (vybral doc. dr. J. Moravcik, CSc.):

1. Pre funkciu f(x) = ax® + bx + ¢ v intervale {—1; 1)
plati: |f(x)] < 1. Potom pre funkciu g(x) = cx? + bx + a
v tom istom intervale plati: |g(x)| < 2. Dokazte.

2. Dokazte, ze funkcia P(x) = x'? — x° + x* — x + 1
ma v kazdom bode x € (— o0, o) kladni hodnotu.

3. Nech P(x) = x" + a;x""' + ... + a,_1x + a, je mno-
hoclen s celociselnymi koeficientami. Nech a, b, ¢, d st na-
vzdjom rozne celé Cisla, pre ktoré plati: P(a) = P(b) =
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= P(c) = P(d) = 5. Dokéazte, Ze neexistuje celé Cislo k tak,
ze P(k) = 8.

4. Je dany mnoho¢len P(x) s a) prirodzenymi koeficien-
tami, b) celymi koeficientami. Ozname a, ciferny sudet
gisla P(n) v dekadickom zapise pre kazdé prirodzené &islo n.
Dokazte, Ze existuje Cislo, ktoré sa v postupnosti {a,,};‘,":l
vyskytuje nekoneéne mnoho raz.

5. Postupnost mnohoclenov {P,(x)};=, je definovana re-
kurentne takto: Py(x) = 2, Py(x) = X, P4 1(x) = x P,(x) —
— P,_4(x), n = 1,2,.... Dokaite, Ze existuju realne &isla a,
b, c tak, ze pre kazdé prirodzené Eislo n plati:

(x2 — 4)[PA(x) — 4] = [a Pps1(x) + b Py(x) + ¢ Po—y(x)]?.

6. Dokazte, ze ak funkcia f(x) = sin x + cos ax je perio-
dicka, potom a je racionalne Cislo.

7. Najdite najmensiu kladna hodnotu suctu x + y, ak
(1 +tgx)(1 +tgy) =2

8. Je dané Cislo a > 1. Dokazte, Ze neexistuje funkcia
f(x) % konst. definovana pre vietky x € (— o, 00) tak, aby
pre kazdé realne a, b platilo | f(a) — f(b)| < |a — b|~

9. Funkcia f definovana na intervale {0; 1) mé nasledu-
juce vlastnosti: Pre vietky x € <0; 1) je f(x) =2 0, f(1) = 1.
Pre kazdé x,, x, také, ze x; = 0, x, = 0, x; + x, < 1 plati

flx: + xz) = f(x1) + f(x2).

a) Pre kazdé x €{0; 1) plati: f(x) < 2x. Dokazte.
b) Plati pre kazdu funkciu f uvedenych vlastnosti tiez
f(x) £ 1,9x v intervale <0; 1)?

10. Najdite vietky spojité realne funkcie f definované na
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intervale (1; c0), ktoré vyhovuju rovnici

fo) = (x) + /()
x+y
pre vietky x, y € (1; o).

Kombinatorika (zostavil dr. M. Koman, CSc.):

1. Znama hra ,namorna bitka“ sa hra na Stvorcoch zlo-
Zzenychz N = 10 x 10 jednotkovych $tvoréekov. Lietadlova
lod je znazornena ako obdiZnik zloZeny zo 4 §tvoréekov
(obdiinik 1 x 4). MdZe byt umiestnenid na Tubovolnom
mieste.

Urcte najmensi polet ,striel”, ktoré zabezpelia a) za-
siahnutie, b) potopenie lictadlovej lode. (Predpokladame,
Ze na hracej ploche je len lietadlova lod.)

Doplnok. Rieste ulohu pre Tubovolnu Stvorcovi hraciu
plochu zloZenl z N = k x k §tvor&ekov (k = 4).

2. UrCte najvacsi pocet kralov, ktorych moZno roz-
miestnit na Stvorcovej Sachovnici zloZenej z N2 poli tak,
aby kazdy kral susedil nanajvys s jednym dalS$im kralom.

Doplnok. Rieste analogicku tlohu pre iné Sachové figury.

3. Usporiadajte mnozinu vSetkych prirodzenych Cisel
1,2,3,..., N tak, aby aritmeticky priemer Ziadnych dvoch
¢isel sa nerovnal niektorému c&islu umiestnenému medzi
nimi. Napriklad pre N = 8 je pripustné poradie 1, 5, 3, 7,
8, 4, 6, 2 a nepripustné poradie 1, 5, 8, 7, 6, 3, 2, 4 (napr.
6=(8+4):2).

4. Zistite, ¢i existuje taka postupnost P prirodzenych
&isel (nemusia to byt vietky prirodzené &isla), Ze kazdé pri-
rodzené Cislo sa da vyjadrit ako rozdiel prave dvoch ¢lenov
postupnosti P.
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5. V §tvorcovej tabulke s n? poliami je zapisanych n? &isel
(tieto &isla su teda usporiadané do tzv. §tvorcovej matice),
ktorych sucet je kladné &islo. Dokazte, ze stlpce tabulky
mozno permutovat tak, aby sucet Cisel na uhlopriecke ve-
ducej z lavého dolného rohu do pravého horného rohu bol
tiez kladny.

6. V kazdom poli pravouholnikovej tabulky m x n je
zapisané niektoré prirodzené ¢&islo (tj. celé kladné Eislo).
Su dovolené dva druhy operacii:

a) Zdvojenie vietkych &isel niektorého riadku.

b) Odgitanie jedni¢ky od vietkych &isel niektorého stipca.

Dokazte, ze po konetnom pocte operacii mozno vzdy
ziskat tabulku, v ktorej vSetky Cisla st nuly.

7. V rovine je danych niekolko cervenych a niekolko
modrych bodov. Niektoré z nich su spojené useCkami. Bod
nazveme ,,labilnym®, ak viac neZ polovica bodov, s ktorymi
je spojeny useckami ma inu farbu nez je farba uvazovaného
bodu. Ak existuje aspon jeden labilny bod, zvolime nie-
ktory z nich a zmenime jeho farbu (€ervent na modru alebo
obratene). Dokazte, Ze po konenom potte krokov nezo-
stane Ziadny labilny bod.

8. V rovine je danych n Cervenych a n modrych bodov,
z ktorych ziadne tri nelezia v priamke. Dokazte, ze je vzdy
mozno zostrojit n Useciek, ktoré spajaju dvojice bodov roz-
nych farieb a st po dvoch disjunktné.

9. Je dany konvexny mnohouholnik M. a) Pre kazdu
trojicu po sebe iducich vrcholov mnohouholnika M zostro-
jime kruZnicu prechadzajucu tymito bodmi. Z nich vybe-
rieme td, ktora ma najviacsi polomer. Dokazte, ze mnoho-
uholnik M je Castou kruhu ohraniceného touto kruznicou.
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b) Pre kazdu trojicu po sebe iducich stran mnohouhol-
nika M zostrojime kruznicu, ktora sa dotyka tychto troch
useciek. Z nich vyberieme td, ktorda ma najmens$i polomer.
Dokazte, ze cela tato kruznica je ¢astou mnohouholnika M.

10. Je dany konvexny mnohouholnik, ktorého ¢astou nie
je ziadny trojuholnik s obsahom 1. Dokazte, Ze tento mno-
houholnik moZno umiestnit do trojuholnika s obsahom 4.

Rovnice a sastavy rovnic (vybral dr. J. Hojdar):

1. Nech a, b, ¢ su navzajom rdzne realne cisla. Potom

rovnica

1 1 1
+

+ =0
x—a x—b x-—c

ma vzdy realne rieSenie. Dokazte.
2. Rozhodnite, pre ktoré x ma zmysel rovnica

log; o x*

log, 10 + log, 100 + log, 1000 = ———
1+ logiox

a najdite vietky jej rieSenia.
3. Urcte vSetky realne rieSenia rovnice
2
VXS D =X — D,

kde p je dané realne cislo. Urobte diskusiu vzhladom na
cislo p.
4. Rieste rovnicu

x* — 6k — 1)x + 9(k? —2) =0

s neznamou x, ak k je dané realne Cislo.
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5. Su dané rovnice
x*+px+1=0,
x>+ x+p=0,

kde p je dané realne &islo. Urlte vSetky Cisla p také, pre
ktoré obe rovnice maji spolo¢ny realny kore.
6. Su dané dve kvadratické rovnice

x24+ax+b=0,
xX2+ex+d=0

s realnymi koeficientami. Najdite nutné a postacujice pod-
mienky medzi koeficientami danych rovnic pre to, aby obe
rovnice mali jeden spolo¢ny kladny korefi a aby zostavajici
koren prvej rovnice bol vacsi neZ zostavajici koreni druhej
rovnice.

7. V obore realnych ¢isel rieste rovnicu

P =214+ /x> +2x—1=p,

kde p je dané realne Cislo. Urobte diskusiu rieSitelnosti
vzhladom na ¢islo p.

8. Je dana sustava rovnic |l — x| =a, |x — y| = b,
ly - 1| = ¢, kde a, b, ¢ su dané prirodzené Cisla. Dokazte,
Ze sustava ma bud dve rieSenia alebo je nerieSitelna. Urcte
podmienku rieSitelnosti.
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