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Il. PFipravné dlohy I. kola

KATEGORIE A

A—-—P—-1

Urcete vSecky trojice nezapornych celych Cisel x, v, 2,
pro které plati

X2+ y? = 22. (1

RieSenie. Predpokladajme, Ze trojica nezapornych ce-
lych ¢isiel x, y, 2z je rieSenim rovnice (1).

Nech d je najvacsi spolocny delitel Cisiel x, v, 2. Oznacime
a=x:d,b=1y:d,c= z:d. Cisla a, b, ¢ st nestdeli-
telné a su rieSenim rovnice (1). RozliSime dva pripady.

(i) Cislo a je pirne. KedZe a, b, ¢ st nesudelitelné, tak
C¢isla b, ¢ nemdzu byt obidve parne. Keby bolo b pérne,
tak musi byt aj ¢ parne a naopak, ak ¢ je parne, musi byt
aj b parne. Teda nevyhnutne ¢isla b, ¢ st neparne. Upra-
vime rovnicu

a® + b2 = ¢?

na tvar

2 2 @
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sa celé. Oznacime

c+b c—b
S V= .

=Ty 2

Teda u, v st celé Cisla.

Nech g je spolo¢ny delitel isiel u, v. Potom ¢ deli &isla
U+ v=cu—v=>baqg?*del lislo 4uv = a2 KedZe a,
b, ¢ boli nesudeliteIné, tak musi byt ¢ = 1 alebo ¢ = —1.
Teda aj Cisla u, v st nesudelitelné.

Po dosadeni do rovnice (2) mame

a\?
(7)211.7),

priCom celé Cisla #, v st nestdelitelné. Teda existuji ne-
zéporné celé Cisla &, [ také, Ze u = k% v = [% KedZe b je
neziporné, tak # = v a tiez # = /. Uhrnom teda méme
x=d.a=2dkl,
y=d. u—v)=d.(i*—-DB), 3)
z2=d.u+v)=d.(k+ D),
kde d, k, I st nezédporné celé Cisla, & = [. Vypoltom
Tahko zistime, Ze vSetky tieto trojice su rieSenim rovnice (1).
(ii) a je neparne. UkaZeme, Ze potom b je parne. Keby
bolo aj b nepirne, tak ¢ je parne, a teda existuju celé Cisla
e, [, g také, Ze

a=2e'—{—1,
:2f+1:
c = 2g.
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Potom @® + b* = 4¢® + 4e + 4f* + 4f + 2 nie je delitelné
Cislom 4, zatial Co ¢* = 4g* je delitelné ¢islom 4.
Uvahou rovnakou ako v &4sti (i) zistime, Ze

x=d.k—D,
y = 2dkIl, 4)
z =d.(k+ P,
kde d, &, [ st nezdporné celé Cisla, & = /.
Teda (3) a (4) s vSetky trojice nezdpornych celych
¢isiel, ktoré vyhovuji rovnici (1).

A-P-2

Je-li z komplexni ¢islo, oznaujeme Re z redlnou cést
Cisla 2 (tj. Re 2 = a pro 2 = a + ib).
Dokazte:

a) Je-li z komplexni Cislo takové, Ze Re 2z > 0, je

1
iRe— >0.
b4

b) Jsou-li 2, a 2, komplexni Cisla takova, Ze Re z; >0,
Re 2, > 0, pak dislo 2,2, neni redlné zdporné.

RieSenie. a) Nech z = a + ib, kde a, b st1 redlne Cisla.
Plati teda a > 0. Potom

1 1 a—1ib a . —b

s alih i p are g
TakZe

Rei= a

- —a2+b2>0'
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b) Nech 2, = a, + ib;, 2, = a, + ib,, kde a, , b,
ay 5 b, st realne Cisla. Podla predpokladu ulohy je a; >0,
a, >0.

Predpoklddajme, Ze tvrdenie b) neplati, tj. 2, .2, =
= —c , kde ¢ je kladné redlne Cislo.

Kedze

2. 25 = (@05 — byby) + 1 (a1by + asby)

tak mame
aa, — bb, = —c, ¢y

aby + ah, = 0. @)

Cisla a,, a, su kladné. Podla (2) potom plati: ak b, = 0,
tak b, = 0 a naopak, ak b, = 0, tak b, = 0. V obidvoch
pripadoch je b,b, = 0. Teda

ala2 - b1b2 2 01(12 > 0

a to je hladany spor s rovnostou (1).

A—P-3

Z tsecek, jejichz délky jsoua >0,6 >0,c¢c >0, lze
sestrojit trojuhelnik pravé tehdy, plati-li pro vsecky dvojice
x,y,pronézjex +y =1,

a*x + b > c*xy . (1)
RieSenie. Do nerovnosti (1) dosadime y=1—x:

a*x + b¥(1 — x) > c%(1 — x).
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Po uprave dostaneme
x%? + x(a® — b® — ¢*) + b > 0. 2)

Nerovnost (2) plati pre kazdé realne Cislo x vtedy a len
vtedy, ked kvadraticka rovnica

x%? + x(a® — b — A+ b2 =0
nema redlny koreni. To je ekvivalentné tomu, Ze diskrimi-
nant je zdporny, tj.

(@ — b — 22— 4b%2 <0, 3)

Vyraz na [avej strane nerovnosti upravime
(a® — b® — ¥ — 4b%® =
= (a% — b% — ¢ — 2bc) . (@® — b* — ¢* + 2bc) =
= [a* =@+ )] .[a®— (b —0)f] =
=(a—b—c¢).(a+b+c).la—b+c).(a+b—c).

Cisla a, b, ¢ st kladné. Nerovnost (3) je teda ekvivalentna
nerovnosti

b+c—a).a—b+c).(a+b—¢c)>0. (4

Dva sudinitele na lavej strane nerovnosti (4) nemdZu byt
zaporné, lebo sucet kazdych dvoch je kladny:

b+c—a)+@—b+c)= 2c>0,
b+c—a)+@+b—c)=2b>0,
(a—b+c)+@+b—¢c) = 2a>0.
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Teda nerovnost (4) plati vtedy a len vtedy, ked vietky
sudinitele na lavej strane sa kladné, tj. ked

b+¢>a,
at+c>b,
a+b>c.

Nerovnosti (5) platia vtedy a len vtedy, ked moZno zo-
strojit trojuholnik, ktorého strany maja postupne dIZky
a, b, c.

A—P—4

Je ddn kruh K; dokaZte, Ze nelze zvolit tfi body 4, B, C
uvnitf K tak, aby pfimky 4B, AC, BC rozdélily K na
sedm Casti stejného obsahu.

Riesenie. Predpokladajme, Ze tvrdenie neplati, tj. exis-
tuju tri body A, B, C v kruhu K o strede S a polomere r

Obr. 1
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také, ze priamky AB, BC, AC delia kruh K na sedem
Casti s rovnakym obsahom (obr. 1).

Body A, B, C nelezia na jednej priamke. Aspoil dva
z vnutornych uhlov trojuholnika ABC st ostré. Nech su
to uhly pri vrcholoch 4 a B. Oznac¢ime M, L priese¢niky
polpriamok AC, BC s kruZnicou o strede S a polomere r.

Nech C’ je bod stimerne zdruZeny s bodom C podla osi
sumernosti AB. KedZe uhly <¢ CAB, <t ABC su ostré,
bod C’ leZi vnutri uhla <t ACB.

Bod C’ nemdzZe lezat vnutri kruhu K, lebo obsah A ABC’
je rovnaky ako obsah A ABC a ten je rovnaky ako obsah
Casti kruhu K leZiacej v polrovine ABC’ a v uhle <t ACB.

Teda bod C’ lezi mimo kruhu K. Nech K’ je kruh
sumerne zdruZeny s kruhom K podla osi simernosti AB.
Potom bod C nelezi v kruhu K’. Kruh K je rozdeleny
na tri Casti: odsek urceny priamkou AB, k nemu symet-
ricky zdruZeny odsek kruhu K’ a na mnoZinu K— K’.

Obsah prvych dvoch Casti je rovnaky a to% obsahu kruhu
K. Teda ¢ast K— K’ méd obsah rovny -;-"_obsahu kruhu K.

To je viak spor, lebo tato Cast qbsahuje:éast’ trojuholnika
ABC a Cast spolo¢nt kruhu K a uhlu <t MCL. Poslednéa

¢ast ma obsah rovny % obsahu kruhu.
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KATEGORIA B

B—-P-—-1
Je dana mnozZina funkcii
f(x) = x* 4 blx| + ¢,

kde b, ¢ st redlne parametre. Najdite vSetky funkcie z tejto
mnoziny, ktoré maji v intervale <— %, 1> najvacsiu
hodnotu 2 a najmensiu hodnotu 1.

RieSenie. Pre x e <~ %, 0> mozno dant funkciu
vyjadrit v tvare

2 2
f(x):x‘“’va—}—c:(x——g-) —{—c—%,

1
z Coho pre — x =3,y e<0, —2—> dostaneme

=y ) +e= 2.

Pre x € (0,1) mame

f(x):x2+bx+c:(x+%)2+c—%2. (1)
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Z toho vyplyva, Zze pre dané b, ¢ nadobida dana funkcia
1 1
v intervaloch <— DX 0> a <O, 7> rovnaké hodnoty.

Staci preto, ak sa obmedzime na skimanie hodnét funkcii
z danej mnoziny v intervale {0, 1).

Z vlastnosti kvadratickej funkcie vyplyva, Ze mdZu na-
stat len tieto tri pripady:
a) f(x) nadobiida minimum v bode 0, maximum v bode 1,
b) f(x) nadobuda minimum v bode 1, maximum v bode 0,

¢) f(x) nadobuda minimum v niektorom vnutornom bode

intervalu (0, 1), maximum v niektorom krajnom bode

tohto intervalu.

Vsimnime si, Ze f(0) = ¢, f(1) = 1 + b + c.

Z toho vyplyva, Ze v pripade a) musi byt ¢ = 1, b = 0,
a teda f(x) = x* + 1, o vyhovuje podmienkam ulohy,
ako sa Iahko presved¢ime. V pripade b) analogicky dosta-
neme ¢ = 2, b = —2 a f(x) = x? —2|x| + 2, o opit
je funkcia s poZadovanymi vlastnostami.

V pripade c) z (1) mame, Ze f(x) nadobiida minimum

b , . o o
len pre x = — > a ak ma tento bod leZat vo vnutri inter-

valu (0,1), musi byt be(—2,0), priCom stcasne plati (vzhla-
b2
dom na podmienky tlohy) ¢ — Vi 1 Cize
b* = 4c — 4 2
a zaroveil bud ¢ = 2, z C¢oho vzhladom na (2) mame
b*=4,alebol + b+ ¢ = 2¢Cizec =1 — b, z Coho po
dosadeni do (2) pre b dostaneme kvadratick rovnicu
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b%* + 4b = 0 s koretimi 0 a — 4, z ktorych Ziaden neleZi
v intervale (—2,0).
Uloha ma4 teda prave 2 rieSenia: f;(x) = x% 4 1, fo(x) =
= x*— 2|x| + 2.
B—P—-2

Uréte vsetky realne korene rovnice

'|,/x -1+ bl/;cii:'l = xl/i. 1)

RieSenie. Z (1) po umocneni na tretiu a jednoduchej
uprave dostaneme

3)/(x — 1(x + 1)[13/x — 14 'la/a? F 1] =223 — 2x. (2)

Do (2) dosadime z (1) za stcet tretich odmocnin fo a po
Uprave dostaneme

3)/a2 —1)2x = 2x(x® — 1). 3)
Rovnici (3) vyhovuju zrejme Cisla
X =0,% =1, x5 = —1 4)
aprex # —1 , 0, 1 z (3) dostaneme
x—1= —;—V 3,
z ¢oho

x4=V1 +—;—V§, Xy = _—Vl +%V_§. (5)
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Dosadenim sa Iahko presved¢ime, Ze x,, X, 3 vyhovuji
tieZ rovnici (1). K tomu, aby sme vykonali skasku pre
X4 X5, S1 upravme rovnicu (1) na tvar

(x—l—1)+(x—l)—i—3i/x2——I]B/Ex=2x3. (1"

Je zrejmé, Ze s Cislom x vyhovuje (1) aj Cislo —x. Staci
preto urobit skasku len pre x,.
Ozna¢me

3 3 3
a=]/x4—l, b:'l,/x4+1, c=]/2x4. (6)

Zrejme platia > 0,5 > 0, ¢ > 0 a po dosadeni do (1")
dostaneme
b + a® 4 3abc = 3,

z ¢oho po jednoduchych upravich mame
3 — 3abc — (a®* + %) = 0
[c — (@ + b)] [c* + (a + b)c + (a* — ab + b¥)] = 0.

KedZe faktor v druhej hranatej zatvorke je zrejme pre
kazdu redlnu hodnotu ¢ kladny, musi platit ¢ = a + b, ¢o
vzhladom na (6) znamend, Ze x, (a teda aj x;) vyhovuje
rovnici (1).

Zaver: Rovnica (1) ma 5 roznych redlnych koreiiov urce-
nych vztahmi (4), (5).

B—-P-—-3

Na kulovém vrchliku o poloméru 1 a vySce 1 jsou dany
Ctyfi body, z nichZ Z4dny neleZi na hraniCni kruZnici.
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Potom alesponl dva z téchto bodi maji vzdalenost mensi
nez V2. Dokazte.

ResSeni. Oznatme S stfed kulové plochy a V bod vrch-
liku, jehoZ vzdalenost od roviny hrani¢ni kruZnice je 1.
Kazdy bod vrchliku, ktery nelezi na hrani¢ni kruZnici, ma
od V vzdalenost mensi nez V2. Splyva-li tedy néktery
z danych bodu 4,, A,, A3 Ay s bodem V, pak tvrzeni
plati.

Necht Zidny z danych bodG nesplyva s bodem V.
Oznatme A;, A,, A3, A, pravotihlé praméty danych bodi
do roviny hrani¢ni kruZnice. Mezi témito priméty pak
existuji takové dva body A;, 4;, kde i +# j, ze plati

¥ ASA; < 90°. (1)

Toto tvrzeni dokdZeme neptrimo. Necht takové dva body
neexistuji. V roviné hrani¢ni kruZnice (obr. 2) vedme
bodem S piimky p, ¢, které jsou po fadé kolmé k S4,
a SA,. Pak poloptimky SA,, SA4;, SA, lezi v polorovin&
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opaéné k poloroviné pA; a poloptimky S4,, SA;, SA; le#
v polorovin& opa¢né k poloroving ¢4;. Tedy v primniku
uvazovanych polorovin, coz je thel o velikosti 180° —
— X A;SA; < 90°, lezi thel < A;SA; > 90° coZ je
spor.

Dale dokazeme, Ze z nerovnosti (1) plyne

5 AiSA; < 90°. @)

Zvolme ortonormalni soustavu soufadnic tak, aby bylo
S = [0,0,0], ¥V = [0,0,1] a aby body 4; a 4 mély
prvni dvé soufadnice nezdporné, coz vzhledem k (1) zfejmé
Ize. Pak ovSem body A4; a A; maji také prvni dvé sourad-
nice nezdporné a treti souradnice kladné. Odtud jiZ plyne,
Ze skalarni souin vektorit 4;—S a A;—S je kladny, tj.
kosinus thlu 4;SA4; je kladny, takZe plati (2).

Z nerovnosti (2) jiz vyplyva, Ze vzdalenost bodd A; a A;
je mensi nez 2.

B-P—4

Konvexny pituholnik ABCDE sa skladd zo Stvorca
ABCE so stranou dIZky 1 a rovnostranného trojuholnika
CDE. Vysetrite mnozinu M stredov vsetkych useciek rov-
nobeznych s priamkou AC, ktorych oba krajné body
patria hranici patuholnika ABCDE, a vypocitajte dlzku
Ciary M.

RieZenie (obr. 3). Ulohu budeme riesit metédou stirad-
nic. Ortonormalnu sdradnicovi ststavu zvolime tak, aby
vrchol E daného patuholnika bol jej zaliatkom, os x bola
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4
<N D
2
F
v/
q
i % c X
E —
| s
[ /
G /
7
X
-1 d
A B Obr. 3

totoznd s priamkou EC a os y totoZna s priamkou AE.
Potom vrcholy patuholnika maju tieto stradnice: 4[0,—1],

B[1, 1], C[1, 0], DH V—;’J E[0, 0].

Priamka AC ma4 rovnicu y = x — 1. RovnobeZka s fiou
prechddzajuca vrcholom E mé preto rovnicu y = x
a priamku CD = y = — V3(x — 1) pretina v bode
Fl3 —V3 3

2 J
patuholnik na trojuholniky ABC, EFD a lichobeZnik
ACFE. Ak oznatime G stred useCky AC a H stred usecky
EF, potom hladand mnozina M stredov vSetkych aseCiek
rovnobeznych s priamkou AC, ktorych oba krajné body
leZia na hranici daného patuholnika, je lomena Ciara pozo-

stévajica z usediek BG, GH, HD.

V3 v
ZV ] Priamky AC, EF rozdeluja dany
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2 4 4
tato lomenu Ciaru popisat rovnicami:

1 313 313
Kedze G[?, — —1—], H [} —b—, V ], mozno

S 1
BG=y= —x, xe<—2«, l>;

_ _ 3-13 1
GH=y=—(1+23%x + |3, xe 4—1—,7>,

_ 33 3-13 1
HD =y = 3x — 5 xe<——~4——,7>

a pre jej dIzku d plati:
d =BG + GH + HD =

— V2t Vs =3+ L3 V).
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KATEGORIE C

C-P-—-1

Urcete vSecka celd ¢isla x, kterd jsou feSenim rovnice
3|lx—1]—2x=2|3x+4+1].

Reseni. Proto¥e 3 |x — 1| =2|3x 4+ 1|+ 2x, je na
pravé strané Cislo sudé, proto x — 1 je sudé, x je liché.
Rozli§ime pfipady I) x = 1, (II) x < —1.

MJelix=1,je|lx—1]|=x—1,|3x+1]=
=3x+ ladiley=3|x—1|—2x—2|3x+1|=
=3x%x—3—2x—6x—2=—-5x—5<0.

V ptipadé (I) nemd dana rovnice feSeni.

D Jellix = —Lje|lx—1|=1—x,|3x+1]|=
=—3x—ladidley=3—3x—2x4+6x+2=x-+5
y = 0 pravé kdyZ x = —35; toto Cislo je jediny celoCiselny
kofen dané rovnice.

C—P-2

Auto jelo z mésta A do mésta B stalou rychlosti. Po
hodiné jizdy pokracuje rychlosti sniZenou na _g— rychlosti
puvodni. Tim se jeho pfijezd do B opozdi o 2 hodiny.
Kdyby k tomuto sniZeni doslo o 50 km bliZe k B, opozdilo
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by se jen o 80 minut. Vypoctéte vzdalenost 4B a ptvodni
rychlost auta. ‘

ReZeni. Na obr. 4 je naznaCena jizda s dvouhodinovym
a jizda s osmdesatiminutovym zpoZdénim. V bodé C, resp.

D nastalo sniZeni pocatecni rychlosti » na rychlost %v .

A C D B
Obr. 4 © -0
v 50 X-v-50

V tabulkdch jsou zaznamenany drahy (v km) i ¢asy (v ho-
dinich) obou jizd. Vzdalenost AB je oznacena x.

1. jizda AC CB AB
rychlost v 3 v —
5
drdgha v X — v x
Cas 1 3 (_x_ — 1) * )
3\v v
2. jizda AD DB AB
rychlost v é—v —
drdha v + 50 x —v—50 x
&as v +50 i(i_l_@) i+i
v 3\v v v 3
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Planovand doba jizdy byla v obou pfipadech i(h).
v

. . x . x 4

Skute¢nd doba 1. jizdy byla — + 2, 2. jizdy ———{——3
v v

4
(80 min = —3—h) Z poslednich fadek obou tabulek plyne

soustava

5(x x
1+—(——1):—+2
3\v

v
(M
50 5(x 50 x 4
1+ —4+ A== 1—- —)==4+ <.
v 3\o v v 3
Z prvni rovnice (1) dostaneme po tipravé
X4 @)
v
Z druhé rovnice (1) dostaneme po upravé
2 2 50
ZE 2 X, (3)
3 0 3 o

Spojenim (2), (3) vyjde v = 50 a z (2) pak x = 200.
Zkouska oveéfi spravnost feSeni.

cC—-P-3

Je déna kruZnice & s primérem AB. Na kruZnici %
zvolime bod X # A, B a na polopfimce AX sestrojime
bod Y tak, aby platilo AY = AX -+ XB. VySetite mno-
Zinu stiedu Z UseCek AY pro vechny takové body X.
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Reseni (obr. 5). Vysetfujeme nejprve &st hledané mno-
Ziny M, kterd lezi v jedné poloroviné ¢ s hranici AB.
ProtoZe je AY | BX, XB = XY, je A BXY pravouhly

Obr. 5

rovnoramenny s pieponou BY, a plati tedy <C AYB =
= 45°, Pfitom <C BAY je ostry. VySetfovana Cast mno-
Ziny M vznikne takto: mnoZina vSech bodd Y lezicich
v poloroviné ¢ je pulkruZnice bez krajnich bod nad pfe-
ponou BD pravouhlého rovnoramenného A ABD. Mno-
Zina M no, tj. mnoZina stfeda Z useCek AY je obraz
uvedené pulkruznice (bez krajnich bodu) ve stejnolehlosti
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se stfedem A a koeﬁcientem%. Symetrii podle osy AB

vznikne zbyvajici ¢4st mnoZiny M. Body S, D;, D, do
mnoZiny M nenaleZeji.

C—-P—-4

Pétithelnik ABCDE se sklada ze ¢tverce ABCE a z rov-
noramenného trojuhelniku CDE se zikladnou CE. Vy-
Setfte mnoZinu stfedtl vSech usecek rovnobéZnych s pfim-
kou AC, jejichZ oba krajni body naleZeji hranici pétithel-
niku ABCDE.

Regeni. Rozlisime t#i piipady: (I) <t CDE = 90°, (II)
< CDE < 90°, (III) ¢ CDE > 90° (obr. 6 abc). Ve viech
tfech pfipadech uZivime véty: MnoZina stfedd vSech pfi-
Cek trojuhelniku POR, které jsou rovnobéZné se stranou

Obr. 6a F Obr. 6b Obr. 6¢
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PQ, je téznice tohoto trojuhelniku vedena z vrcholu R
(bez bodu R). V ptipadé (I) (obr. 6a) polopiimky AE, CD
se protnou v bod¢ F (¢ EAC je ostry, <t DCA je pravy).
Te&%nice FM (M je stied thlopricky AC) je mnoZina stie-
da vSech pficek A ACF rovnobéZnych se stranou AC;
obsahuje tedy i stfed N tsecky DE. Hledani mnoZina
stfedt je tedy lomend ¢dra BMN (bez bodu B).

Obdobné se vysetiuje mnoZina M v pfipadech (II)
a (III). V pripadé (II) (obr. 6b) postupujeme tak dlouho,
aZ narazime na ptiCku FG /A ACF rovnobéZnou s tusec-
kou AC} jeji stfed oznacime N. Zbyvajici ¢4st mnoZiny M
je téZnice DN trojuhelniku DEG. MnoZina M je lomena
¢ara BMND bez krajnich bodu.

V ptfipadé¢ (III) (obr. 6c) postupujeme aZ k pficce
DG || AC; jeji stied oznacime opét N. Zbyvajici ¢4st mno-
ziny M je t€Znice EN trojuhelniku DEG; mnoZina M je
opét lomena ¢ira BMNE bez krajnich bodu.
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KATEGORIE Z

Z—-prP-1
Zjistéte, ktery ze zlomki

23456798 23456789
29876543 > 29876534

je vétsi.

Reseni. Prohlédneme-li pozorn€ oba zlomky, vidime,
Ze jejich Citatelé se od sebe lii jen o 9; podobné tomu je
se jmenovateli. Oznacime-li 23456789 = a, 29876534 —
= b, jsou dané zlomky

a+9 a
b+9° b
Dale si uvédomime, Ze dvé kladna Cisla x, y mUZeme

porovnat bud pomoci jejich rozdilu. nebo pomoci jejich
podilu. Plati totiz napf. véta: x >y (nebo x = y nebo
x < y), pravé kdyz je x >1 (nebo X 1neboX < l).

Yy y Y
Vypocteme tedy

x (a + 9)b B ab + 9b

y (b+9a ab-+9a’
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Protoze je b >a, je 9 >9a, ab + 9% >ab + 9a,
a tedy
a—+ 9 a
b+9 5’
neboli prvni zlomek je vétsi nez druhy.
Oznacenim mnohacifernych Cisel dvéma pismeny a, b

jsme si uspofili psani a zaroven jsme piehledné zapsali
postup, jak fesit obdobné tulohy.

Z—-P—-2

Predstavte si, Ze jsme zndsobili vSecka pfirozend Cisla
od 1 do 1976. Kolika nulami konci zapis vysledku v de-
sitkové soustavé ?

ReSeni. Cislo N = 1.2. ... .1976 se di znimym
zpusobem vyjadfit jako soucin prvocinitelu (tj. prvocisel);
provede se to tak, Ze kazdé z Cisel 2, 3, ..., 1976 se vy-
jadfi jako soulin prvociniteld (napf. 12 = 2.2.3, 22 =
= 2.11, 1000 = 2.2.2.5.5.5). Ze vSech téchto
prvoCiniteld nds zajimaji jen prvolinitelé rovné 2 a 5,
nebot 2.5 = 10; kolik dvojic 2, 5 vytvofime v soulinu
N, tolik miZeme v tomto soucinu N utvorit Ciniteld rov-
nych 10.

Ozname a polet téch prvocinitela Cisla N, které jsou
rovny 2. Protoze kazdé sudé Cislo = 1976 obsahuje aspon
jednoho prvodinitele rovného 2, je

1

>,
=73

1976 = 988. 1)
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OznaCme b pocet téch prvocinitelt Cisla N, jeZ jsou
rovny 5. Prvocinitel 5 se vyskytuje aspoil jednou u vSech
¢isel < 1976, ktera jsou ndsobky péti, tj. u Cisel 5, 10, 15,
20, ..., 1975; dale se vyskytuje asponl dvakrat u nasobki
&sla 25, tj. 25, 50, 75, 100, . . ., 1975; dile se vyskytuje
asponi tfikrat u ndsobkd cisla 125, tj. 125, 250, 375,
500, . . . , 1875; konecné se vyskytuje aspoi Ctyfikrat u nd-
sobku disla 625, tj. 625, 1250, 1875.

Mezi &isly 1, 2, ..., 1976 je 395 nisobkt péti, nebot
1976 = 5.395 + 1; déle je mezi nimi 79 nasobki dvaceti-
péti, nebot 1976 = 25 .79 -+ 1; dale je mezi nimi 15 na-
sobkl Cisla 125, nebot 1976 = 15.125 4 101; konelné
jsou mezi nimi tfi ndsobky dCisla 625, nebot 1976 =
= 3.625 4 101. Cislo 3125 = 5.5 .5 .5 .5 je v&t3i nez
1976, a proto nepfichazi v dvahu.

Ve vyjadfeni Cisla N jako soudinu prvocinitelt se vy-
skytuje tedy prvocislo 5 b-krat, kde

b= 395479+ 15+ 3 = 492. 2)

Podle (1), (2) je a > b; Cislo & = 492 udava pocet nul,
které m4 &islo N v dekadickém vyjadfeni na konci.

Z—-P_3
Obdélnik ABCD m4 délky stran AB = 6% cm, BC =

. 4% cm; oznalme F stfed strany AB. Vypoctem feSte
ulohu:

Na polopfimce BC sestrojte bod X takovy, aby obsah
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trojahelniku AFX byl roven % obsahu obdélniku ABCD.
(Vypocltéte velikost tiseCky BX.)

Regent (obr. 7). Podle textu ulohy je AB = —352 , BC =
= »1;1 Pét osmin obsahu obdélniku ABCD je tedy Cislo

—5—.2.1—:L.77. Oznatme BX = x; obsah troj-
8 5 3 4

1 1 1 33
uhelniku AFX je pak ?VAF E= AB . x=—.—x

1 33 1
Podminka pro obsahy je i —5—x = 77 . Odtud

4 5

—x=1, ftj. x:?.

5

Obr. 7! 4 F B
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Z—-P—-4
Je déan lichobéZznik ABCD, jehoz stiedni pricka ma
délku 1 a jemuZ lze vepsat kruZnici. Vypoctéte jeho obvod.

ReSeni (obr. 8). KruZnice & vepsani lichob&Zniku
ABCD se dotyka jeho stran AB, BC, CD, DA v bodech,

A T B  Obr.8
které oznacime po fadé T, U, V, W. Podle znamé vlast-
nosti teCen vedenych z bodu ke kruZznici plati
AW = AT, BT = BU, CU = CV, DV = DW.
Seltenim

AW 4+ AT + BT + BU + CU + CV + DV + DW =
— 24T + 2BT + 2CV + 2DV = 2(AB + CD),

tj. pro obvod o lichobézniku ABCD a jeho stiedni pficku
s plati
0 =2.2s = 4 = 4.
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