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VIl. KoreSpondenény seminar MO
v §kolskom roku 1976/77

Vychddzajac z dobrych skusenosti, ktoré sa ziskali orga-
nizovanim prvych dvoch koreSpondenénych seminarov
(1974/75 a 1975/76), rozhodlo PUVMO uskutonit v §kol.
roku 1976/77 uz treti ro¢nik tejto formy prace s talento-
vanymi Ziakmi s tym, aby sa v fiom vyuzili vSetky pozitivne
poznatky z predchadzajucich dvoch roc¢nikov. Navrh ucast-
nikov predloZil podpredseda UVMO doc. dr. ¥. Morav-
ik, CSc., na zdklade vysledkov XXV. ro¢nika MO. Névrh
vychddzal z predpokladu, Ze v Prahe a v Bratislave sa bude
konat celomestsky semindr, ktorého ucastnici budu dosta-
vat ulohy koreSponden¢ného semindra ako doméce prace.
Preto boli do koreSpondencného seminara vybrani len
uastnici z ostatnych krajov CSSR v tomto pocte: Stredo-
Cesky 5, Juholesky 3, ZapadoCesky 1, SeveroCesky 2, Vy-
chodocesky 3, Juhomoravsky 2, Severomoravsky 9, Zapa-
doslovensky 2, Stredoslovensky 9 a Vychodoslovensky 2 —
celkom 38.

Pre semindr boli vybrané tieto tematické okruhy tloh:

Kombinatorika — po prvy raz bol vyskiasany trojetapovy
subor 30 uloh, ktoré boli rozosiclané po 10 ulohich na
jeden mesiac od ndro¢nejSich k menej ndroénym ulohdm
navodného charakteru. Stbor 30 uloh z kombinatoriky
zostavil, rieSenia opravil a zhodnotil dr. M. Koman, CSc.,
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z Pedagogickej fakulty UK v Prahe. Tento experiment sa
celkove osvedcil, ale bol znacne naro¢ny na Cas a pricu
zostavovatela a hodnotitela. Rie$enia tohto stiboru, resp.
jeho jednotlivych casti, zaslalo 28 riesitelov a bolo treba
zhodnotit a komentovat 247 rieSeni.

Algebra — subor 7 uloh vybral, rieSenia opravil, zhod-
notil a komentoval dr. M. Sisler, CSc., ktory korigoval
celkom 114 rieSeni od 21 riesitelov.

Skolskd tedria &isel — sabor 8 tiloh, ktory zostavil a rie-
$enia hodnotil odb. asist. M. Kauki¢ z VSD v Ziline.
Celkom korigoval 97 rieSeni od 19 rieSitelov.

Postupnosti a rady — subor 8 tloh vybral, korigoval
a pozndmkami pre rieSitelov opatril dr. J. Kubdt, prof.
gymnézia v Pardubiciach. Korigoval celkom 109 rieSeni
od 18 riesitelov.

Z 38 vybranych riesitelov sa semindra zicastnilo zasiela-
nim svojich rieSeni celkom 28 rieitelov z tychto krajov:
StredoCesky 3, Severolesky 2, Zapadocesky 1, JuhoCesky 3,
Vychodolesky 2, Severomoravsky 9, Juhomoravsky 1, Za-
padeslovensky 1, Stredoslovensky 5, Vychodosiovensky 1.

Po zhodnoteni rieSeni vSetkych tematickych celkov moz-
no za najuspesnejsich povaZovat nasledujticich tGcastnikov
kore$pondenéného seminara: Hdjek, G Bilovec — 37 rie-
$eni (z celkového poctu 53 1loh), Navrdril, G Olomouc 34,
Gurka, G Bilovec 33, Kalouseck, G Jablonec n. N. 31,
Tas, G Bilovec 31, Hancl, G Bilovec 31, Cadek, G Brno 29,
Kolaiik, G Bilovec 29, Trnka, G Tébor 26, Petrdk, G Ost-
rava 26, Kratochvil, G Pardubice 25, Turek, G Hradec
Kralové 25, Koukol, G Susice 21, Stépka, G Bilovec 21,
Quirtner, G Prievidza 20.
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Z vyssie uvedenych Ziakov Sest — Navratil, Kalousek, Ca-
dek, Kratochvil, Turek, Quittner — pét boli ¢lenmi osem-
&lenného drustva CSSR na XIX. MMOv Belehrade. Z nich
5 ziskalo ceny a Kratochvilovi, ktory sa stal absolitnym vi-
tazom XXVI. rocnika MO, chybal k ziskaniu 3. ceny na
XIX. MMO len jediny bod. Treba este dodat, Ze aj siedmy
¢len druzstva na XIX. MMO — Taka¢ — riesil kore$pon-
den¢ny semindr, ale len 10 uloh prvej témy. MoZno i to
bolo pricinou, Ze hoct na XVIII. MMO ziskal 3. cenu,
na XIX. MMO neuspel a ziskal len 3 body. Ukazuje sa
totiz takmer priama zavislost vysledkov v koreSpondenc-
nom semindri a na MMO. Z tohto hladiska moZno pove-
dat, Ze koreSpondencny semindr pozitivne ovplyviiuje pri-
pravu nasho druzstva na MMO. Vzhladom na tdto sku-
to¢nost mieni PUVMO pokracovat vo vyuZivani tejto for-
my pripravy pre MMO aj v nasledujacom $kolskom roku.

Pre informaciu Citatelov uvadzame teraz vSetky ulohy,
ktoré dostali na rieSenie tilastnici kore$ponden¢ného se-
mindra 1976/77.

Kombinatorika (zostavil RNDr. M. Koman, CSc.):

1.1. Kocka s hranou & (% je celé kladné &islo) je rozdelend
na k% jednotkovych kociek. Zistite, ¢i mozno vsetky jednot-
kové kocky zafarbit Cervenou a modrou farbou tak, aby
vzdy kaZda kocka susedila prave s dvoma dal$imi kockami
tej istej farby. (Kocky st susedné, ak maji spoloént
stenu.)

1.2. V nckonecnej sieti zhodnych Stvorcov je zafarbe-
nych prave z §tvorcov Ciernou farbou, ostatné si1 biele. To
je tzv. nulta genericia. Z k-tej generdcie (¢ = 0,1, 2,...)
vznikne (k 4 1)-t4 generdcia tymto prefarbenim: Kazdy
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§tvorec [a, b] (a je Cislo stipca, b Cislo riadku, v ktorom
Stvorec lezi) z (k + 1)-tej generdcie ma rovnaka farbu ako
val8ina zo Stvorcov [a, b], [a + 1, b], [a, b + 1] v k-tej
generacii.

a) Dokazte, Ze v istej generdcii zostanu len biele
Stvorce.

b) Dokazte, Ze v n-tej generdcii st vzdy vSetky S§tvor-
ce biele.

¢) Charakterizujte vSetky nulté generacie s # Ciernymi
§tvorcami, pre ktoré je n-td generacia prvej generacie so
vSetkymi $tvorcami bielymi.

1.3. Hra. Na stole je danych N gul, z ktorych je a bie-
lych, b Eervenych a ¢ modrych (N = a + b + ¢) . Tahom
rozumieme tuto vymenu: Zvolime lubovolné 2 gule roz-
nych farieb, ktoré vymenime za jedind gulu zostavajucej
farby. (Napriklad pre @ = 3, b = 5, ¢ = 8 mdZeme zvolit
gulu bielu a modri, ktoré odstranime a namiesto nich pri-
dédme Cervenu gulu. Vznikne nové pozicia a; = 2, b; = 6,
¢; = 17.) Partia kondi, ked uZ nemoZno vykonat Ziadnu
vymenu.

a) Doka’te, Ze vo vSetkych partiach, ktoré koncia tym,
Ze na stole zostane jedina gula, ma tito gula vzdy rovnaka
farbu.

b) Urcte farbu poslednej gule v zavislosti na Cislach
N, a, b, c.

1.4. Vrcholy pravidelného N-uholnika (N > 3) st ohod-
notené Cislami +1 a —1. (KaZdému vrcholu je priradené
prave jedno z tychto Cisel.) Cielom je urcit sucin vietkych
ohodnoteni. Je dovolené klist otizky: Comu sa rovni
sudin ohodnoteni zvolenych m vrcholov (N = 2m).
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Ur¢te najmensi mozny pocet P otazok, ktory dovoluje
urcit hladany sucin vSetkych ohodnoteni.

1.5. Na mnozine vSetkych postupnosti zloZenych z 3000
cifier, z ktorych kazda je 1 alebo 2, si dovolené vymeny
lubovolnych dvoch za sebou nasledujicich trojic. Napr.
postupnost

112 122 212 11.. . ..

mozno zmenit na postupnost nova

112212122 11 ... .

Dve postupnosti nazveme ekvivalentnymi, ak jednu mozno
kone¢nym poctom dovolenych vymen zmenit na druhd.

Urcte pocet vSetkych neekvivalentnych postupnosti.

1.6. DokéZte, Ze v nekoneCnom desatinnom rozvoji Lu-
dolfovho ¢isla = moZno pre kazdé prirodzené Cislo » nesa-
deliteIné s Cislom 10 ndjst aspoil jeden taky usek, Ze pri-
rodzené Cislo zapisané v danom poradi Cislicami z tohto
useku je delitelné Cislom 7.

Napr. pre n = 17 je jeden taky usek v zédpise Cisla

3, 141 592 653 ...

podciarknuty.

1.7. Medzi vSetkymi n-cifernymi Cislami (n = 2), v kto-
rych zapise se nevyskytuje nula, urcte také Cislo, aby roz-
diel tohto ¢isla a jeho ciferného sti¢inu bol ¢o najvacsi.

1.8. Je dany I'ubovolny mnohoclen %-teho stupiia

an® + ap_nk 1 4 ...+ an + a, (D
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s nezapornymi celoCiselnymi koeficientami a,, ay, @y, . . . »
an . Postupnost funkénych hodnét mnohoclena (1) pre n =
=0, 1,2,...oznalime

Aos Ay Ags. . . @)

Postupnost cifernych sactov vSetkych ¢lenov postupnosti
(2) oznacime
Co5C15 Cys vn. 3)

DokaZte, Ze v postupnosti (3) existuje nekoneéne mnoho
sebe rovnych clenov.

1.9. Na mnoZine vSetkych nezapornych celych Cisel je
dana operacia ,,*““, ktord ma pre vsetky a, b, ¢ nasledujtice
vlastnosti:

a-b=1">0"c; (1)
a‘b=c =10 c=a; (2)
a*b>c=>b-c<a albo a-c<b. (3)

a) Urcte hodnoty 0 -0; 0 - 1; 1 -1; 0 -2.

b) DokaZte, Ze pre vietky a plati: 0 -a=a; 1 ra =
=a+ lpreparnea; 1 -a = a — 1 pre neparne a .

c) Dokézte, ze pre vsetky a, b, ¢ plati:

a*b=a-c=5b=c.

d) Urcte vSetky hodnoty a - bprea = 7,0 = 7

e) Ukazte, Ze existuje najviac jedna operécia s vlast-
nostami (1) — (3) .

f) UkéaZte, Ze takd operacia existuje, a udajte predpis
pre vypolet fubovolnej hodnoty a - b . Specidlne vypo&i-
tajte 1976 - 366.
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g) Dokazte, Ze operacia ,,- je grupovou opericiou
na mnoZine vSetkych nezdpornych celych Cisel.

1.10. Je dana Iubovolna funkcia y = F(x) definovana
pre vietky redlne Cisla. DokaZte, Ze moZno urcit také dve
funkcie y = f(x) ay = g(x), Ze

a) F(x) = f(x) + g(x) pre vSetky x;

b) grafkaZdej z funkciiy = f(x) ay = g(x) je stredove
simerny. (Stredy stmernosti oboch grafov moézu byt
rozne.)

2.1. Zafarbenie vyhovujice vlastnostiam z ulohy 1.1
mozno uskutoCnit prave vtedy, ked je & parne Cislo. Do-
kazte.

2.2. Nech vsetky cierne Stvorce nultej generacie (pozri
ulohu 1.2) moZno pokryt obrazcom T,, (pozri obr. 35;
obrazce mozno v sieti Stvorcov lubovolne posuvat, ale ne-
mozno ich otacat).

‘Potom v m-tej generacii su vsetky Stvorce biele. Dokazte.

2.3. a) Dokazte tvrdenie z ulohy 1.3 a) matematickou
indukciou.

b) Vyhladajte pre vSetky N =< 8 vSetky vychodiskové
trojice a, b, ¢, pre ktoré partie konciace jedinou gulou
davaju bielu gulu.

Obr. 35
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2.4. Rieste ulohu 1.4 pre pripad m = 3. Dokézte, Ze
v tomto pripade je vysledok: n = 3k = P = k; n =
=3k +1=>P=%k+1, n=3k+2=P=F%k+ 2
(Napr. pre n = 3k musite dokazat: P < kaP = k.)

2.5. Je dana postupnost 3000 bodov (napr. obrazy Cisel
1,2, 3,..., 3000 na Ciselnej osi; obr. 36).

! L 4
T

i
T T T

123456789 036
Obr.37 4 2 6 7 83 4 59

Na tejto postupnosti je dovolend operacia vymeny [ubo-
volnych dvoch za sebou nasledujucich trojic bodov. Napr.
z vyssie uvedenej postupnosti mbéZeme ziskat postupnost
na obr. 37.

Urcte mnoZinu vsetkych bodov danej postupnosti, s kto-
rymi mozno stotoZnit povolenymi vymenami lubovolne
zvoleny bod. (Kam moZno napr. presunut z vychodzieho
postavenia bod 7?)

2.6. Z Cislic 0, 1, 2, ..., 9 je zostavena [ubovolna ne-
kone¢na postupnost.

Qyy Agy gy« -« (1)

Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené Cislo n nesudelitelné
s ¢islom 10 moZno n4jst v postupnosti (1) taky usek

Ak 5> Akt15 Akias « o5 Aky,ys

ze prirodzené Cislo zapisané tymito Cislicami v uvedenom
poradi je delitelné Cislom n.
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2.7. Rozdiel Cisla N a jeho ciferného stcinu oznalme
r(N). Su dané dve patciferné Cisla 4 = 999 11, B = 777 99.
Urcte cisla C,, C,, C,, Cy, C,, C; tak, aby boli splnené
podmienky :
a) Cy = B, C; = A4;
b) dvojice susednych cisel Ci, Ciy (0 = 0, 1, 2, 3, 4)
sa lisia len v jednej Cislici;
) r(Cy) = 1(Cy) = 1(Cy) = 1(Cy) = 1(Cy) = r(Cy) .
2.8. Ciferny sucet Cisla
a) 13n + 24;
b) 2n* + 13n | 124
oznalime C,(n = 0, 1,2, ...).
Dokazte, Ze medzi Cislami
Co> C15 Gy, ... 4)
moZno ndjst nekone¢ne mnoho Cisel, ktoré sa sebe rovnaja.

2.9. Ak operacia ,,“ ma vlastnosti (1) — (3) z ulohy
1.9, potom pre vietky kladné a, b plati

<<

a-b=c,
kde ¢ je najmenSie nezdporné Cislo, ktoré sa nevyskytuje
medzi Cislami
0:6,1-6,2b,...5(a—1) b

a-0,a-1,a-2,...,a-(b—1);

dokazte. DokaZte, Ze obe nerovnostia b >c,a b < ¢
vedu k sporu.

2.10. Ukézte, Zze funkciu y = |x| moZno vyjadrit ako
sucet dvoch funkcii y = f(x), y = g(x) tak, ze kazda
z funkcii f a ¢ ma graf stredove stimerny.
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3.1. Ak zafarbenie danej vlastnosti (pozri ulohu 1.1)
existuje, potom modrych a cervenych kociek je parny po-
Cet. Dokdzte.

3.2. V nekonelnej sieti $tvorcov (pozri tlohu 1.2) na-
zveme dva §tvorce susednymi prave vtedy, ak nastane nie-
ktord z moznosti na obr. 38.°

Mnozinu M vsetkych Ciernych Stvorcov nultej generécie
rozdelime na komponenty K, K,, ... tejto vlastnosti:
Dva S$tvorce A, B € M patria tomu istému komponentu
prave vtedy, ak mozZno dojst od jedn¢ho k druhému po-
stupnym prechodom po susednych poliach. Napr. na
obr. 39 sa mnozina Ciernych Stvorcov rozpadne na tri
komponenty.

DokéZte: Ak mnoZina M obsahujtca # Stvorcov sa sklad4
z jedného komponentu, ktory nemoZno pokryt Ziadnym
z obrazcov Ty, Ty, . .., Ty (pozri tlohu 2.2), potom sa
v n-tej generacii po prvy raz vyskytnu samé biele Stvorce.

3.3. Dokazte (pozri tlohu 1.3):
a) Ak je N pérne Cislo, potom sa bud vsetky a, b, ¢
pérne, alebo len jedno parne. V prvom pripade partia ne-
moZe konlit jedinou gulou. V_druhom pripade je farba

o 7

Obr. 38
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% 4% |
7R 1
| |
| |
Obr. 39

vyslednej gule rovnaké ako farba guli, ktorych je pirny
pocet.

b) Ak je N nepérne (islo, potom st bud vietky &isla
a, b, ¢ nepdrne, alebo len jedno je nepdrne. V prvom pri-
pade partia nemdze koncit jedinou gulou. V druhom pri-
pade je farba vyslednej gule zhodna s farbou guli, ktorych
je neparny podet.

3.4. Dokazte, Ze vysledok tlohy 1.4 je tento: Nech N =
=m.d+r,0 =r < m. Ak je m neparne {islo, potom
r=0=P=d;r +# 0,rparne == P = d + 2; r nepar-
ne=>P=d+ 1.

Ak je m parne Cislo, potom r = 0 = P = d; r # 0,
r pdrne = P = d + 1, r neparne Cislo = P neexistuje.

3.5. Dokédzte: Nech o = (ay, a5, ...5 an), f = (by
bys ... by) su dve n-Clenné (n = 1) postupnosti Cislic
1 a 2. Nutnou a postatujicou podmienkou pre to, aby
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postupnosti «, p boli ekvivalentné (pozri ulohu 1.5), je
splnenie tychto podmienok:

a tay+a+ ... =b + b+ b+ ...,
ay +as+ag+ ... =by + by + by + ...,
ay +ag+ag+ ... =by+ bg+ by + ... .

3.6. Z &islic 0, 1, 2, ..., 9 je zostavena lubovolna po-
stupnost

Qyy Aoy Agy s+ s @)

Dokazte, Zze pre kazdé prirodzené Cislo » mozno ndjst

medzi 7 + 1 ¢islami zapisanymi v uvedenom poradi Cisli-

cami a;d,dsdy - .. Auiys Aodady -+« Aniys Agdy « o« Aniqs

atd., a,;, aspon dve, ktoré pri deleni ¢islom » davaja ten
isty zvySok.

3.7. Hladané Cislo (pozri tlohu 1.7) ma tvar
A=999 ...9111 ... 1.

Urcte pocet deviatok a pocet jedniciek a ukazte, ze r(A)
(pozri ulohu 2.7) je najvicSie mozné Cislo, tj. pre Iubo-
volné n-ciferné Cislo B, v ktorého dekadickom zapise

B = bnbn_l o e b3b2b1

nie su Ziadne nuly a B # 4, je r(4) > r(B). Dokazte!
(Pouzite napr. postup naznaceny v ulohe 2.7.).
3.8. Dve ¢isla M, N nazveme podobnymi, ak po vy-

$krtnutf ndl v dekadickych zapisoch oboch Cisel dostaneme
to isté Cislo. (Napr. 3 074, 3 700 40 su podobné cisla.)
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Dokazte, ze medzi funkénymi hodnotami mnohoclenov
a) 13n 4 24;
b) 2n%* + 13n + 124
pre n = 0, 1, 2, ... je nekonecne mnoho navzijom po-
dobnych disel.

3.9. Zostavte si tabulku operacie ,,““ pre vietky a = 7,
b = 7 pouzitim vysledku ulohy 2.9. Vsetky cisla v tejto
tabulke vyjadrite v dvojkovej sustave. Vyjde napr.

35 =6 &te (11), - (101), = (110), .

Na zéklade tabulky vyslovte hypotézu o moZnosti vypoctu
hodnoty ¢ = a - b, ak s a, b vyjadrené¢ v dvojkovej
sustave. Hypotézu dokazte.
3.10. Ukazte, Zze funkciu y = [x| moZno vyjadrit ako
sucet dvoch funkcii y = f(x) a y = g(x) tak, Ze
a) graf funkcie f je stredove simerny podla bodu
[0,0] a graf funkcie ¢ je stredove sumerny podla bodu
[1,0].
b) Pre x € <0,1) je f(x) = |xlag(x) = 0.
Nadrtnite grafy funkcii f a g v intervale (—3,3).

Algebra (zostavil RNDr. M. Sisler, CSc.):
1. Rieste rovnicu

a; — a, a, — as
—_— O T
(x — a)(x — ay) (x — ay)(x — ay)

an - al o
(x — an)(x — ay)

kde qya, ... an # 0.

X5
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2. Pre ktoré celé Cisla x a y plati x(y? 4 1) + 3% =
=(x+y)??

3. Nech 2; st komplexné Cisla, 2| =< 1,1=1,2,...,n.
Potom

[ Tz— 1| < >z — 15
Ii:l | 1=1

dokazte.
4. Ngjdite vsetky hodnoty parametra p, pre ktory plati
nerovnost
x% 4 9% 4 32% + 2xz + 2yz = p(x* + y* + 22)

pre vietky x, y, z.

5. Akt najmensiu hodnotu méZe nadobudat koeficient a

v rovnici

x —ax>* +bx—8=0,
aby vSetky korene tejto rovnice boli kladné ?
6. Ukazte, Ze rovnica
1 1 1
1+x+ —x*+ 234 ...+ —x2=0

2 3 n

nema pre parne n ziadny redlny koren.

7. Nech 2z je komplexny koreni rovnice x3 + 3 = 0, w
koren rovnice x* + x 4+ 1 = 0. Nech Q(2) = {az +
+ bla, b € @}, Qw) = {aw + bla, b € @}, kde @ je
mnozina raciondlnych Cisel. Ukdzte, Ze existuju prave dve
zobrazenia T mnoZiny @(z) na mnoZinu Q(w) také, Ze
plati: a) T(x + y) = T(x) + T(y),

b) T(xy) = T(x)T(y) pre Iubovolné x, y € @(z),
c) existuje asponi jedno Cislo a € @ tak, Ze T(a) # 0.
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Skolska tedria &isel (zostavil M. Kaukic):
1. Je dana rovnica
2—mr=1, ¢))
kde 7 je prirodzené ¢islo.

a) Rovnica (1) je rieSitelna v obore prirodzenych ¢&fsel;
dokazte.

b) Ak usporiadana dvojica (x, , y,) prirodzenych &isel
vyhovuje rovnici (1) a neexistuje také prirodzené x < x,,
Ze pre niektoré prirodzené y je (x , y) rieSenim rovnice (1),
potom vSetky riesenia v prirodzenych Cislach rovnice (1)
sa daja urcit zo vztahu

x—}—yV;:(xo—}—yoV;)k, k=1,2,3 ...,

s66 X

a to porovnanim ,,raciondlnej a ,iracionalnej* asti oboch
stran poslednej rovnosti. Dokézte.

2. Nech fy(x) = —;i, fi(x) = 3x 4+ 1 su funkcie defino-

vané na mnozine vSetkych redlnych c¢isel. Retazcom cisla x
nazveme kaZzdu konenu postupnost

a = x5 = fu(x), a= fi(fu(x))s ..
ar = fu(fur( - - F(fu(®)...)
kdei, €{0,1} prem = 1,2,...,k, priCom v postupnosti
11513 5 . - - » 15 Die sU nikde za sebou dve jednicky.
Ak su disla ag, ar prirodzené, potom vsetky Cisla v re-
tazci Cisla x sa prirodzené. Dokazte.

3. Nech 7 je prirodzené Cislo. Binomické koeficienty
(Z), k=0, 1, 2,..., nsa vSetky nepirne prave vtedy,
ked n = 2m — 1, kde m je prirodzené Cislo; dokaZte.
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4. Poktste sa najst netrividlne postacujuce podmienky
pre to, aby v postupnosti prirodzenych ¢isel {v,};> , k lubo-
volnej usporiadanej skupine dekadickych cifier existoval
¢len v, taky, Ze jeho dekadicky zapis zacina zvolenou sku-
pinou cifier.

5. Vo vrcholoch pravidelného Sestuholnika s napisané
celé Cisla aq, a,, as, a4, a;, ag také, Ze ich sulet sa rovna
nule. Prenosom nazveme od¢itanie jednicky od cisla sto-
jaceho v niektorom vrchole a jej pri¢itanie k Cislu stoja-
cemu v niektorom zo susednych vrcholov. Aky miniméiny
pocet prenosov treba urobit, aby Cisla vo vsetkych vrcho-
loch $estuholnika boli rovné nule?

6. Existuju také prirodzené Cisla x, y, aby x® + y aj
x -+ y? boli druhymi mocninami prirodzenych cisel ?

7. VSetky prirodzené Cisla m, pre ktoré je Cislo m™ + 1
delitelné Cislom 30, tvoria aritmetick® postupnost; dokazte.
Najdite tato postupnost.

8. Na. kazdej z 20 kartiCiek je napisand prave jedna
z cifier od 0 do 9 tak, Ze kazda z cifier sa vyskytuje prave
na dvoch kartickach.

Rozhodnite, ¢i tieto karti¢cky moZno usporiadat do radu
tak, aby karticky s nulami boli vedla seba, medzi kartickami
s jednotkou bola prave jedna karticka, medzi kartickami
s dvojkou prave dve karticky, atd., aZ medzi kartiCkami
s deviatkou bolo prave 9 kartiCiek.

Postupnosti a rady (zostavil RNDr. J. Kubdt):
1. Je dana postupnost:

a =0, ao=1, (n+ 2)n + 1) any, — nay = 0.
Vyjadrite n-ty ¢len postupnosti.
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2, Nech {ax},, je aritmetickd postupnost s diferenciou
d. Potom

Ay . . - Ap—y + 416505 . . . Akt AnGni1Qnig .+ - Anp k-1 =

ananAkl o« o an+k - aoal o e ak

= Qyddg -+ A + — - 3
(k + 1)d ’
dokazte.
3. Nech x;, xp, ..., xp SU korene rovnice

x? xnl foxn2 4 ., +x+1=0.

Vypoditajte hodnotu sictu

—+ ..+

x — 1 x2 —1 xg — 1 xn— 1"
4. Ak oznalime Sg(n) == 1% 4 2¥ 4~ ... + n¥, potom
plat 7. Si(n) = Sk1a(n) + Se(n — 1) + ... + Si(2) +

+ Si(1) 3
dokazte.

5. Vypocitajte sacet:
) Sp=1.x+2.x22+3.x3+ ... +n.x";
by Sn=1+4+4.x+9.x%... + n*, xnt.

6. Postupnost {u;}{>, je urCend rekurentne takto:

5 5
o = 2, =2 = un(uﬁ-l—2)—§.
Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené Cislo » plati:
271 e == 1 n

(Pozndmka. Symbol [c] znamena celu Cast Cisla c.)
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7. Fibonacciho postupnost {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .} je
rekurentne definovana takto: a, = a, = 1, a, = ap—; +
+ an—y

Ak uvazujeme o TubovolInych Styroch za sebou iddcich
Clenoch Fibonacciho postupnosti, pricom budeme pova-
Zovat sucin krajnych Clenov a dvojndsobok sudinu stred-
nych &lenov za dizky odvesien pravouhlého trojuholnika,
potom bude diZka jeho prepony jednym z Clenov tejto
postupnosti; dokazte.

8. Dokazte, Ze pre n-ty Clen Fibonacciho postupnosti

plati:
[-]

- 30

k=0
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