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VIill. Sprava o XIX. medzinarodnej matematickej
olympiade

1. ORGANIZACIA A PRIEBEH SUTAZE

XIX. medzindrodnd matematickd olympidda (MMO) sa
konala v diioch 1.—13. 7. 1977 v Juhoslavii. Vlastna sataz
1jej ramcovy program sa uskutocnili len na uzemi Zvizovej
republiky srbskej a jej poriadatelmi boli Savez druZstva
matematicara, fiziCara i astronoma Jugoslavije a DruZstvo
matematiCara, fizitara i astronoma SR Srbije. Clenovia
tychto spolocnosti tvorili prakticky organizacny vybor i cely
organizacny $tab sttaZze. Predsedom organizacného vyboru
XIX. MMO bol prof. dr. Vojin Dajovié, profesor belehrad-
skej univerzity.

V SFR]J sa konala r. 1967 IX. MMO zndma tym, Ze sa
sutaze matematickych nddeji po prvy raz zacastnili druz-
stva zapadoeurdpskych krajin (Velkej Britanie, Francuzska,
Talianska a Svédska). Juhoslovanski hostitelia zostali i ten-
toraz verni svojim snaham o rozSirovanie poctu zucastne-
nych zemi a poslali pozvanie na XIX. MMO do 27 krajin.
Pozvanie prijali Rakiisko (A), Belgicko (B), Bulharsko (BG),
Kuba (C), CSSR (CS), NSR (D), NDR (DDR), Al%irska
republika (DZ), Francizsko (F), Velkd Britania (GB), Ma-
darsko (H), Taliansko (1), Mongolsko (M), Holandsko (NL),
Polsko (PL), Rumunsko (R), Svedsko (S), Finsko (SF), ZSSR
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(SU), USA a sttaze se zalastnilo samozrejme druZstvo
domacej Fuhosldvie (YU). Vsetky uvedené druZstva boli
osemclenné, okrem Styroch, ktoré z roznych dovodov vy-
slali mens$i pocet Ziakov: B — 7, C — 4, DZ — 3,1 — 5.
Popri rekordnej ucasti 21 krajin sa teda XIX. MMO
zGCastnil aj rekordny pocet — 155 riesitelov. Pdvodne pri-
jala pozvanie tieZ Vietnamska socialisticka republika, ktora
poslala aj ndvrh uloh pre sutaz, ale deni pred otvorenim
olympiady sa ospravedlnila, prave tak ako Grécko. Brazilia
vyslala na XIX. MMO svojho pozorovatela, lepsie re¢eno
pozorovatelku, ktord sa zCastnila niektorych rokovani jury
a sldvnostného otvorenia sutaze. Pozvanie neprijali, resp.
naii nereagovali, India, Nérsko a Albansko.

Predsedom medzindrodnej jury sutaZe, ktora tvorili ve-
duci delegicii zacastnenych krajin, bola dr. Milica Ilié-
-Dajovidovd, profesorka belehradskej univerzity, ktord vy-
kondvala rovnakt funkciu uZz pri MMO pred desiatimi
rokmi.

Veduci delegacii sa schadzali do Belehradu v piatok 1. 7.
1977, skadial ich organizétori po skupinich odviezli mikro-
busom do kupelného mestecka Arandjelovac, centra srb-
skej Sumadije, leZiaceho 86 km juhovychodne od hlavného
mesta SFR]. Tamejsi hotel ,,Staro zdanje* zriadeny v nie-
kdejsom sidle knieZata MiloSa Obrenovica sa stal na desat
dni nielen bydliskom, ale aj miestom prace jury XIX.
MMO. Okrem uZ tradicnej izolicie veducich delegacii od
¢lenov druzstiev sledovali tak organizdtori vytvorenie opti-
malnych podmienok pre naronu pracu spojend s vyberom
sutaznych uloh a hodnotenim rieSeni, ¢o sa im v plnej
miere podarilo.
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Uz pri IX. MMO urobili juhoslovanski hostitelia prvy
pokus zorganizovat malé sympézium o vyulovani mate-
matiky, ktoré aj napriek znacnej improvizacii bolo vcelku
pozitivne hodnotené. Za 9 predchddzajucich rokov ne-
nasli nasledovnika v tomto smere, ale myslienke konania
symp6zii pri prilezitosti MMO nedali zaspat a do ram-
cového programu XIX. MMO zaradili nielen sympdzium
ucitelov, ale aj malé sympézium Ziakov.

Sympéziu ,,Middes a matematika‘ bola venovana celd
sobota 2. 7. 1977. Konalo sa v Arandjelovci a okrem vedii-
cich zahrani¢nych delegacii sa ho zacastnil cely rad do-
mdcich ucitelov a odbornikov z oblasti vyucovania mate-
matiky. Odznelo na nom 12 referatov, ktoré priniesli cely
rad cennych poznatkov z oblasti vyuCovania matematiky
a starostlivosti o matematické talenty.

G. Burosch (DDR) hovoril o $kolskom systéme v NDR
a formach prace s matematickymi talentami. 4. P. Savin
(SU) sa zaoberal mimo$kolskymi formami price s talen-
tami v ZSSR a poslanim populdrno-vedeckého casopisu
Kvant. E. Hédi (H) informoval o cieloch a obsahu reformy
vyuCovania matematiky na zakladnej Skole v Madarsku
uskutociiovanej v rokoch 1974/75 az 1985/86. P. Kenderov
(BG) predlozil vysledky analyzy kolektivu bulharskych
matematikov o tom, ako olympidda vplyva na zlepSovanie
vyuCovania matematiky na strednej $kole. I. Orlov (YU)
vo svojom referate uvadzal konkrétne priklady toho, ako
numerickd matematika pomdha ziskdvat zaujem mladeZe
o matematiku. R. C. Lynnes (GB) rozoberal vplyv olym-
piddy na troven vyucovania matematiky v britskych stred-
nych $koldch a najmi na vyber matematickych talentov.
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D. Gerll (F) informoval o zasadach sataze ,,Concours gé-
néral““ pravidelne poriadanej vo Franctzsku a o obsahu
vyuCovania matematiky na franctizskych strednych $ko-
lach.

T. Miihigassner (A) strune informoval o vysledkoch
prace skupiny odbornikov, ktord pripravovala ndvrh no-
vého obsahu vyucovania matematiky v rakuskych stred-
nych Skolach. J. Moravcik (CS) hovoril o niektorych for-
mach objavovania a vedenia matematickych talentov
v CSSR a o obsahu vyudovania matematiky v triedach
s rozsirenym vyucovanim matematiky. I. Cuculescu (R) sa
zaoberal otdzkami vyucovania tedrie pravdepodobnosti
v strednej Skole. S. L. Greitzer (USA) hovoril o formach
a metddach vyberu druZstva USA pro MMO a vyzname
olympiad pre vyuCovanie matematiky. M. Ilié-Dajovicovd,
ktora sympodziu predsedala, v zdvereCnom referate zdoraz-
nila, Ze si treba v§imat obsah a troven vyucovania mate-
matiky vSetkych Ziakov a nielen buducich matematikov.
S odvolanim sa na sovietskeho akademika Kolmogorova
pod¢ierkla, Ze by bylo zle, ak by sme pre Stidium mate-
matiky ziskali len tych, ktori sa zcastfiuju na sutaziach
v rieSeni tloh. V zdvereCnom slove vyslovila nadej, Ze za
tymto sympodziom budt kazdoro¢ne nasledovat dalsie, aby
prispeli k skvalitneniu vyucovania matematiky a starostli-
vosti o matematické talenty v Gcastnickych zemiach.

Aj naprick tomu, Ze niektoré z prednesenych referitov
boli viac-menej improvizované, mozno sympdzium hod-
notit ako uaspesné. Ukazalo, ze by belo ucelné v organizo-
vani podobnych podujati pokracovat aj pri buducich
MMO, zvlast pri vzrastajicom pocte zacastnenych krajin.
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Bolo by vSak potrebné, aby sa tematika sympézia vopred
uZsie tématicky vymedzila.

Organizatori XIX. MMO prislubili, Ze budu vsetky
prednesené referaty publikovat v osobitnej publikicii,
ktor rozo$li vSetkym ucastnikom sympoézia i dalsim
zaujemcom.

Vecer po skonceni sympézia sa uskutocnilo malé spolo-
Censké stretnutie veducich delegdcii s ¢lenmi organizac-
ného vyboru XIX. MMO, na ktorom predseda organizac-
ného vyboru prof. dr. V. Dajovic¢ zaprial ¢lenom jury vela
aspechov v ich zodpovednej praci a prijemny pobyt v so-
cialistickej Juhoslavii.

Poriadatelia MMO dostali z 12 krajin do 27. 6. 1977
(kedy prisiel nidvrh z CSSR) celkom 54 nivrhov tloh pre
sutaZz, z ktorych komisia pre ulohy vybrala a spracovala
16 ako zaklad pre pricu jury. Do tohto vyberu sa nedostala
ziadna zo 6 uloh sovietskeho ndvrhu, ktory veduci dele-
gacie SU priviezol do Belehradu az pri svojom prichode
1. 7. Vybranych 16 uloh s rieSeniami dostali ¢lenovia jury
eSte pred zaciatkom sympoézia 2. 7. a prvé dve zasednutia
jury v nedelu 3. 7. slazili k tomu, aby se z tohto SirSieho
vyberu zostavil najvhodnejsi celok 6 uloh pre sttaZ. Roko-
vanie jury bolo niroéné a zdihavé nielen preto, Ze sa kazdé
vystipenie prekladalo do vSetkych rokovacich jazykov
(rustina, nemcina, anglitina, franczStina), ale aj z toho
dovodu, Ze sa pomerne Casto hlasovalo. Aj napriek tomu
sa vSak jury podarilo uZz na druhom zasadnuti v nedelu
veCer schvilit nielen vyber 6 tloh, ale aj ich rozdelenie
na oba sttazné dni. Cas, ktory sa tym oproti pldnovanému
programu ziskal, si vSak vzhladom na technické podmienky
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(bola k dispozicii prakticky len jedina tabula) vyziadalo
formulovanie textov vybranych tloh v oficidlnych jazykoch.
Tejto préci bol venovany cely pondelok 4. 7. a siahodlhému
rokovaniu o maximalnom polte bodov za plné rieSenie
uloh padla dokonca za obet aj planovand ucast Clenov jury
na divadelnom predstaveni v ramci festivalu ,,Mermer
a zvuci®, kazdoro¢ne poriadanom v Arandjelovci.

V pondelok 4. 7. pricestovali do Belehradu druZstva
ztcastnenych krajin vedené zastupcami veducich delegacii.
Ziakov na cely Cas trvania XIX. MMO ubytovali v Pio-
nierskom mestecku na okraji Belehradu a zastupcov vedu-
cich delegacii vo veCernych hodinach autobus dopravil do
hotela ,,Staro zdanje* v Arandjelovci, aby sa az do konca
olympiddy podielali na préci jury. T4 sa uz za ich ucasti
v utorok 5. 7. predpoludnim venovala prekladu textov
uloh do materCiny sttaziacich Ziakov a naklepaniu prekla-
dov na stroji. Tym sa skoncila prva Cast prace jury. Aktiv-
nemu oddychu jej ¢lenov mala slazit popoludiiajsia exkur-
zia autobusom do Resavskej jaskyne a do klastora Manasija.

Slavnostné otvorenie XIX. MMO sa uskutocCnilo v stre-
du 6. 7. rano v aule arealu Pionierskeho mestecka, v prie-
storoch ktorého sa konala tieZ vlastnd sttaz. Po kratkych
prejavoch predsedu organizacného vyboru prof. dr. V. Da-
jovica a predsedkyne jury prof. dr. M. Ilic-Dajovicovej sa
Uclastnici sutaze rozisli do dsmich tried, aby si zmerali sily
v rieSeni prvej trojice nasledujiceho stboru uloh, ktory
im jury pripravila.
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PRVY DEN-SUTAZE — 6. YOEA 1977
Mt -]

1. Vo vnutri daného Stvorca ABCD su zostrojené rovno~ |
stranné trojuholniky ABK, BCL, CDM, DAN. Do-
kazte, %e stredy S$tyroch usetiek KL, LM, MN, NK
spolu se stredmi dsmich usecxek 4K, BK, BL, CL,
CM, DM, DN, AN tvoFia mnoZinu. vrcholov pravidel-
ného dvanastuholnika. (Helandsko, 6 bodov.)

2. V konecnej postupnosti realnych cisel je sucet kazdych
siedmich za sebou nasledujtcich ¢lenov zaporny a sucet
kazdych jedendstich za sebou nasledujicich clenov
kladny. Rozhodnite, aky je maximalny pocet Clenov
takej postupnosti. (Vletnamska secxahsticka repubhka,
6-bodov:) )¢ Al almo pais o md D3uacio

3. Neeh-#n->2je dane pmmdzene cxslo amh V n ¢ mno-
21n€t§pr1rodzcnych Cisel tvaru

0 1+ kn,

kde £ = 1, 2, C1slo ¢ € Vy nazveme nerozloZitel-
nym vo V,, ak neex1stu]u “tisla P, q € Vytaké, ze ¢ =
= p q . Dokazte, ze existuje Cislo r € V,, , ktoré moZno
vyjadrit ako sucin Cisel nerozlozitelnych vo V', viac nez -/
jednym spdsobom. (Rozklady lisiace sa len poradim fak-
torov z V, sa povazuju za rovnaké.) (Holandsko, .
7 bodov.)

——

_ DRUHY DEN SUTAZE — 7. yULA 1797
r(z L‘ AL L\ ‘.k;;_es,k

4. a, b A B su danc redlne cxslamdr
f(x) —acosx—-bsm_x—Acostv«Bsian}
A e &
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Ak f(x) = 0 pre kaZdé redlne x , potom
a? 4+ <=2 a A2+ B=<1.
Dokazte (Vel’ka Bntama, 6 bodov)

AU -

zvySok, ktore dostaneme pfi deleni Cisla a® -+ b2 Cislom

a + b. Néjdite vsetky dvojice a, b, pre ktoré plati
g + r = 1977. (NSR;-7-bodov.)

6. Nech f je funkcia definovand na mnoZine vsetkych pri-

"~ rodzenych ¢isel, ktorej hodnoty st prirodzené Cisla.

7. .AK pre kazdé prirodzené Cislo 7 plati

fln £ 1) > f(f(n)),

potom f(n) = n pre kazdé prirodzené Cislo n . Dokazte.
(Bulharsko,-8 bodov.)

V zatvorke za textom ulohy je uvedené, ktora krajina
tlohu navrhla, a maximélny pocet bodov, ktory mohol Ziak
ziskat za jej uplné rieSenie. Tieto udaje vSak Ziaci pri
sutazi nepoznali. Dozvedeli sa len, Ze na rieSenie kazdej
trojice sutaznych uloh maji 4 hodiny Cistého Casu. Rov-
nako ako na predchéddzajacich troch MMO sa po oba sa-
tazné dni najneskorsie pol hodiny po obdrZeni textov tloh
mohli na pripravenych listkoch pisomne spytat na pripad-
né nejasnosti v texte. Na ich otdzky po predchddzajicom
prerokovani v jury pisomne odpovedali veduaci delegécii.

V prvy sutazny deii po splneni tejto tlohy dostali veduci
delegécii a ich zastupcovia moZnost hodinovej prechiddzky
v centre Belehradu a presne na poludnie ich v priestoroch
rektoratu belehradskej univerzity v zastipeni rektora prof.
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Jankovica prijal jeden z prorektorov, ktory v kriatkom pri-
vitacom prejave zaZelal plny dspech XIX. MMO a o. 1.
uviedol, Ze na 23 fakultach univerzity Studuje viac nez
50 tisic Studentov.

Popoludni po navrate do Arandjelovca sa jury ziSla na
prvu spolo¢nu poradu s koordindtormi, ktorymi boli pre-
vazne byvali juhoslovanski ucastnici MMO. Pre kazda
tlohu boli uréeni dvaja: 1 — L. Cuki¢i, S. Jankovi¢; 2 —
M. D. Asi¢, V. V. KovaceviC; 3 — V. Jankovi¢, M. Bozi¢;
4 — D. P. Dugosija, M. Jevti¢; 5 — M. Mrsevi¢, S. Ogu-
janovi¢; 6 — D. Vukomanovi¢, E. Udovici¢. Tito pred-
loZili ndvrhy zasad hodnotenia rieSeni jednotlivych uloh,
ktoré jury po dlhsej diskusii s niektorymi tipravami prijala.
Jury taktieZ rozhodla, aby hodnotenie rieSeni domaceho
druZstva koordinovali veduci delegicii tychto krajin:
1—-NL,2—-CS§,3—-PL,4— GB,5— D,6— BG.
Ide o krajiny, ktoré prislu$nd ulohu navrhli, s vynimkou
ulohy ¢. 2, zaslanej VSR (CS bola vybrand preto, lebo
Ceskoslovenska tloha navrhnuta v SirSom vybere sa ako
posledna nedostala do definitivnej Sestice), a dlohy ¢. 3
navrhnutej NL (PL bolo urcené preto, aby vedtci dele-
gacie NL nemusel koordinovat rieSenia dvoch uloh).

Po skonCeni porady dostali veduci delegécii z rak sta-
rostlivej predsednicky jury rieSenia svojho druZstva a za-
Cala sa nelahkd prica spojend s hodnotenim rieSeni a ich
koordinaciou.

Vo $tvrtok 7. 7. pri navrate z Belehradu sa veduci dele-
gacii kratko zastavili v medzindrodnom pionierskom tabore
Gorane pod Avalou, kde sa konala letna matematicka $kola
pre vybranych Ziakov zakladnych $kdl. Popoludni sa zacalo
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s koordinaciou hodnoteni rieseni podla presne zostaveného
plédnu, v ktorom sa na druzstvo a ulohu pocitalo s jednou
hodinou. Koordindcia pokraCovala po cely piatok (8. 7.)
isobotu (9. 7.). Po skonceni koordinacie v sobotu podvecer
sa jury ziSla na svoje zdvereCné zasednutie. Na tomto sa
najskor riesili otdzky hodnotenia rieSeni v tych pripadoch,
ked nedoslo k dohode koordindtorov a veduacich delegacii.
KedZe bolo takychto pripadov tentoraz nezvyCajne vela
a na sobotu vecer bola planovana spolo¢na vecera za casti
predstavitelov mesta Arandjelovac, muselo byt zasadnutie
jury preruSené a aj napriek Casto az pfili§ rezolutnemu
pocinaniu predsedni¢ky jury mu padlo za obet eSte celé
nedelné predpoludnie. Po vyrieSeni spornych otdzok
a schvaleni hodnoteni prikrocila jury k rozhodnutiu o ur-
Ceni hranic pre ceny. Po dlhsej diskusii a niekolkych hlaso-
vaniach dospela jury k nasledujacemu zaveru: I. cena
40—34 bodov, II. cena 33—24 bodov a IIl. cena 23—17
bodov. To znamenalo, Ze I. cenu dostane 13, II. cenu 29
a III. cenu 35 Gcastnikov XIX. MMO, ¢im bola dodrZana
aj zdsada stanovena poriadatelmi v $tattite olympiady, aby
celkovy pocet odmenenych neprekrocil polovicu vsetkych
ucastnikov, pretoze zo 155 ucastnikov dostalo cenu 77.

V zavere zasadnutia jury rokovala o navrhoch koordi-
natorov na udelenie $pecialnych cien za zvlast elegantné
rieSenia, resp. zovSeobecnenia sutaznych tloh. Boli schva-
lené navrhy na udelenie Specialnej ceny za elegantné rieSe-
nie 2. tlohy Ceskoslovenskému Ziakovi Martinu Cadkovs
a za jej zovSeobecnenie anglickému ziakovi Fohnovi Ro-
bertovi Rickardovi, ktory dostal Specidlnu cenu tieZ za
elegantné rieSenie 3. ulohy. Z celkom 5 ndvrhov na Spe-
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cidlne ceny za rieSenie 3. tlohy schvililo jury este dalsie
tri: pre jedného bulharského, madarského a sovietskeho
ucastnika. Za rieSenie 6. ulohy bol koordinatormi na $pe-
cidlnu cenu navrhnuty jeden sovietsky ucastnik a jedného
zo svojich Ziakov navrhoval veduici holandskej delegicie.
Navrh koordinatorov pri hlasovani nepresiel a o holand-
skom navrhu prof. dr. M. Ili¢-Dajovidovd vObec nedala
hlasovat. Za rieSenie 1., 4. a 5. ulohy sa Ziadne Specidlne
ceny nenavrhovali.

Po skonleni pracovnej Casti zasadnutia dostal slovo ve-
duci delegicie Rumunska prof. I. Cuculescu, ktory v mene
zahraniCnych delegacii podakoval organizatorom za sta-
rostlivost a vytvorenie velmi dobrych podmienok pre pracu
jury XIX. MMO a v zivere svojho vystipenia pozval
vSetky ztcastnené delegacie na XX. MMO do Rumunska.

Thned po skonceni zasadnutia sa ¢lenovia jury rozludili
s hotelom ,,Staro zdanje* a mesteCkom Arandjelovac, kde
nasli prijemné prostredie pre svoju pracu a po treti (zdro-
veni vSak aj posledny) raz sa vydali na pomerne Gnavnt
cestu autobusom do Belehradu, kde boli pre zvysSok svojho
pobytu v Juhoslavii ubytovani v hoteli Metropol na Bul-
vare Revoluciji v centre mesta.

Clenovia sataznych druzstiev od svojho prichodu do
Belehradu (v pondelok 4. 7.) travili vacSinu volného Casu
na Sportoviskich Pionierskeho mestecka, v ktorom boli
ubytovani. Do ulic hlavného mesta Juhoslavie sa dostali
prakticky aZ po sutaZi, ked v piatok 8. 7. predpoludnim
absolvovali prehliadku Belehradu, navstivili znamy Kele-
megdan (opevnena Cast mesta nad sitokom Savy a Dunaja)
a Muzeum sucasného umenia. Popoludni sa v aredli Pio-
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nierskeho mestecka mohli ztcastnit na Sachovej simultinke
s jednym z pocetnych juhoslovanskych Sachovych majstrov
a veCer sa stretli s predstavitelmi belehradskej mlddeZe
na koncerte Studentov hudobnej $koly.

V sobotu 9. 7. absolvovali celodenny autokarovy zdjazd
do Resavskej jaskyne a klaStora Manasija a nedela 10. 7.
bola venovana malému sympoziu ucastnikov XIX. MMO.
Predpoludnim v dvoch sekcidch odznelo celkom 10 vy-
stipeni mladych matematickych talentov, medzi ktorymi
bol aj Ceskoslovensky Ziak ¥. Kratochvil, ktory hovoril na
tému ,,Pousitie matematickej indukcie pri rieseni niektorych
#loh*. Jeho vystupenie sa stretlo s ispechom a zasliZenou
pozornostou. Popoludniajsej Casti sympozia sa zacastnili uz
aj veduci delegacii a ich zastupcovia. V ramci ,,nej vet-
kych 5 nositelov Specidlnych cien prednieslo rieSenia tloh,
za ktoré boli odmeneni. Znacny uspech v tejto Casti sym-
pézia nielen medzi castnikmi sutaZe, ale najmi u &lenov
jury si vyslazili Anglican Fohn Robert Rickard a na§ Martin
Cadek.

Po skonleni sympdzia sa uskutoCnilo prvé stretnutie
veducich delegacii a ich zastupcov s ¢lenmi druZstiev po
absolvovani sataze, pri ktorom doslo k zhodnoteniu vy-
sledkov, rozboru chyb, zasluZenym pochvalam i vycCitkam.

V pondelok 11. 7. podnikli vSetci ucastnici XIX. MMO
(Clenovia jury, Ziaci i organizatori) celodenny vylet 3 loda-
mi typu Raketa (Beograd, Smederevo, Novi Sad) po prude
Dunaja a% do Tekije pri Zeleznych vratach, kde si prezreli
hydroelektraren Djerdap s 12 Kaplanovymi turbinami, vy-
budovani ako spolo¢né dielo Rumunska a Juhoslavie. Po
spolo¢nom obede v hoteli Djerdap v Kladove sa plavili
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naspit do Belehradu a pocas takmer Stvorhodinovej plavby
si kratili Cas pozorovanim dunajskych brehov a stretdva-
nych plavidiel.

V utorok 12. 7. predpoludnim mali Ziaci volno, ¢lenov
jury kratko pred poludnim prijal predseda mestskej skup-
Stiny hlavného mesta SFRJ. Vecer o 18.00 hod. sa v aule
Pionierskeho mestecka konalo sldvnostné zakonlenie su-
taZe, vyhlasenie vysledkov a odovzdanie diplomov odme-
nenym Ziakom. Na zasadnuti, ktoré viedol prof. dr. Dajovié
predniesli kratke prejavy Salich Nusi, predseda Socialis-
tického zvizu Juhoslavie, Bora Stankovié, predseda Zvizu
spolo¢nosti matematikov, fyzikov a astronémov Juhoslavie
a veduci rumunskej delegicie prof. dr. Ioan Cuculescu,
ktory v zavere svojho vystupenia zopakoval svoje pozvanie
zucCastnenych krajin na XX. MMO do Rumunska. Na roz-
diel od predchddzajucich MMO nevystapil tentoraz nik
z Gcastnikov sataze. Diplomy odmenenym odovzdala pred-
sedniCka jury prof. dr. Milica Ilic-Dajovicovd.

Thned po skonCeni sldvnosti sa v jedalni Pionierskeho
mestecka konala rozlickova vecera na zaver XIX. MMO.
Polska delegicia odcestovala z Belehradu uz pred slavnost-
nym zakonlenim 12. 7. a ostatné delegicie sa postupne
Iucili s dejiskom XIX. MMO od v¢asného riana v stredu
13. 7. Ako jednu z poslednych odvazalo lietadlo juhoslo-
vanského JAT o 15.00 hod. z belehradského letiska cez
Zahreb do Prahy aj Ceskoslovensku delegaciu.

XIX. MMO bola organizacne dobre pripravena a mala
predovSetkym pracovny charakter. Sympdziom veducich
delegacii a malym sympodziom Zziakov priniesla novy mo-
ment, ktory by si zaslazil naslednikov medzi organizitormi
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budiacich MMO. Jednoznaéne moZno konStatovat, Ze to
bola v prvom rade srde¢na zaleZitost srbskych matemati-
kov, ktori urobili vSetko pre to, aby nezostali ni¢ dlZni

tradiCnej slovanskej pohostinnosti.

2. VYSLEDKY SUTAZE

So svojou najdolezitejSou a da sa povedat, Ze aj najtaZSou
ulohou — vyberom S$estice stitaznych tloh — si tentoraz
jury poradila pomerne rychle a zda sa, Ze vcelku uspesne.
Nedostatok vhodnych uloh z geometrie sice spdsobil, Ze sa

Pocet B . ; . . .
ziska- | Uloha | Uloha | Uloha | Uloha | Uloha | Uloha
nych ¢. 1 .2 ¢. 3 c. 4 ¢c.5 ¢. 6
bodov
8 — - - — — 29
_—'; — - — 39 — 28 1
6 99 31 13 43 14 2
95 16 1 - 1 3 11 N 2
4 13 4 B 1 _ 4 i 17 13
3 9 34 4 6 5 16
2 4 4 2 7 | 2 7
i 1 4_;‘ B 42 11 36 34 — 18
0 5 39 84 56 44 67 J
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do vyberu dostala znane staromddna a nendro¢né holand-
skd uloha o pravidelnom dvanastuholniku, ale zostdvaja-
cich pit dloh tvorilo &o do obtaZnosti relativne vyrovnany
a tematicky pestry celok, o ¢om sved¢i aj v nasledujucej
tabulke uvedeny prehlad o pocte ucastnikov olympiddy,
ktori ziskali ten-ktory pocet bodov za rieSenie jednotlivych
uloh.

Z toho vychddza tato relativna uspeSnost ucastnikov
XIX. MMO pri rieseni jednotlivych sutaznych tloh:

1. 82,8 %, 2. 38,6 %, 3. 35,7 %, 4. 38,4%, 5. 44,8 %,
6.31,79%.

S jednotlivymi Glohami si najlepsie poradili niZSie uvedené
sutazné druzstva: 1. BG a YU, ktoré stratili len 1 bod,
2. GB so ziskom 32 bodov zo 48 moZnych, 3. H so ziskom
42 bodov z 56 moznych, 4. druZstvo SU ziskalo 32 bodov
zo0 48 moznych, 5. USA pri zisku 46 bodov z 56 moZnych
a 6. PL, ktoré ziskalo 41 bodov zo 64 moznych.

Najuspesnejsim ucastnikom XIX. MMO bol jedno-
znacne AngliCan jJohn Robert Rickard, ktory ziskal plny
pocet 40 bodov a Specidlne ceny za rieSenie 2. i 3. tlohy.
Okrem neho plny polet bodov ziskali eSte 2 ¢lenovia druz-
stva USA, jeden sovietsky a jeden rakasky Ziak. So stratou
jediného bodu absolvoval naro¢nu sutaz najlepsi prislusnik
holandského druZstva, ktoré sa stalo najvac$im prekvape-
nim tohtorocnej olympiddy, ked na doteraj$im MMO sa
vyskytovalo v tabulke spravidla vZdy medzi poslednymi.
Veduci holandskej delegacie prof. dr. J. van de Craats
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Celkové vysledky XIX. MMO su

zhrnuté

v tejto prehladne; tabulke:

Pocet ziskanych cien Potet E
Kra- $pec. Sulet | 5.9 | pogn,
jina cien bodov g 'g
I. | II. | III. | Spolu E g
A 1 1 2 4 — 151 12,
B — — — — — 33 7 Ziakov
BG — 3 3 6 1 172 6.
C — - - — — 41 4 ziaci
CS — 3 2 5 1 161 9.
D 1 1 4 6 — 165 7
DDR | 2 1 1 4 — 163
DZ — - — — — 17 3 ziaci
F 1 — - 1 — 126 14.
GB 1 3 3 7 2 190 |3.—4.
H 1 3 2 6 1 190 |3.—4.
I — - — — - 22 5 ziakov
M — — - — — 49 17.
NL 1 2 3 6 — 185 5.
PL 1 2 2 5 — 157 11.
R - 1 2 3 - 122 15:
S 1 1 2 4 — 137 13.
SF — - 1 1 — 88 16.
SU 1 2 4 7 1 192 2.
USA 2 3 1 6 — 202 1.
YU — 3 3 6 — 159 10.
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vysvetloval tento neCekany uspech nebyvale dokladnou
a svedomitou pripravou, ktort tohtoro¢né druzstvo absol-
vovalo. Bodové rozdiely medzi jednotlivymi druZstvami
nie su tentoraz prili§ velké. Medzi druzstvom USA (v ne-
oficidlnom hodnoteni 1.) a druzstvom Rakuska (12.) je roz-
diel len 51 bodov, kym napr. na XVIII. MMO medzi
druzstvom ZSSR (1. so ziskom 250 bodov) a druZstvom
USA (3. so 188 bodmi) bol rozdiel az 62 bodov. V porov-
nani s vlafiajskom popri uz spominanom druzstve Holand-
ska zaznamenali znatelné zlepSenie najmi druzstva CSSR,
Juhoslavie a Madarska. Lepsi vysledok nez na XVIII.
MMO dosiahli tiez drustva USA, NDR, Polska, Svédska
a Finska. Relativne slabsie bolo tohto roku druzstvo ZSSR.
Dobry standard, i ked s urcitou stratou, potvrdilo druZstvo
Velkej Britdnie. V solidnych vykonoch pokracovalo druz-
stvo Bulharska a na novacka velmi pekny vysledok dosiahlo
druzstvo NSR. Urcitym sklamanim je vysledok franciz-
skeho a CiastoCne tieZ rakaskeho druZstva, hoci obe mali
v svojom strede po jednom vynikajucom jednotlivcovi,
ktory ziskal prva cenu.

Pracu jury mozno hodnotit celkove ako uUspesnu, i ked
bola v niektorych momentoch poznamenana priliSnou
autoritativnostou jej predsednicky prof. dr. Milice Ihé-
-Dajovicovej, spdsobenou pravdepodobne aj nedostatkom
poznatkov o metddach prace pouzivanych pri rokovaniach
jury MMO. V zloZeni jury okrem veddcich druZstiev
zucCastiujucich sa MMO po prvy raz (DZ) resp. po viac-
rocnej absencii (B, I) k podstatnej$im zmendm nedoslo,
o ¢om svedci aj nizSie uvedeny prehlad:
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Kra- Veduci delegdcie — Jeho zdstupca
jina  Clenjury

A prof. Thomas Miihlgassner prof.

Wolfgang Ratzinger
B Frederic Burvenich Buy Halin
BG  dr. Petar Kenderov Dimo Seraf. Angelov

BR  prof. dr. Rosa Feld-
mannova (pozorovatelka) -
C Felix Recio —
CS  doc. dr. Jozef MoravCik,  dr. FrantiSek Zitek,

CSc. CSc.
D prof. Arthur Engel Horst Sewerin
DDR prof. Gustav Burosch dr. Monika Noackova
DZ  Mohamed Bekada Amokrane Calou
F prof. Denis Gerll prof. Christian Gautier
GB  Robert Cranston Lyness  Terence J. Heard
H prof. Endre Hodi doc. dr. Istvan Reiman
I I. Volci¢ G. Felician
M prof. Sagdaraca Gombyn

Ursincerengin SanZmjatav
NL  prof. dr. Jan van de Craats prof. Bert Boon
PL  mgr. Andrzej Makowski  dr. Maciej Brynski

R prof. dr. Ioan Cuculescu  prof. Uran Canstantiri
S dr. Lars-Ake Lindahl —
SF  dr. Matti Lehtinen prof. Hetkki Valkams
SU  Anatolij Pavlovi¢ Savin ~ Vladimir Alexej. Orlov
USA prof. dr. Samuel prof. Murray

L. Greitzer S. Klamkin
YU  Zoran Kadelburg prof. Lazar Milin
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3. PODROBNEJSIE O CESKOSLOVENSKEY
UCASTI

Ceskoslovenské druzstvo pro XIX. MMO vybralo pred-
sednictvo UVMO predovietkym na ziklade vysledkov II.
a III. kola kategérie A XXVI. rocnika MO. Pri nomindcii
viak prihliedlo tieZ k poznatkom z dvoch sustredeni Sir-
Sieho vyberu, ktoré sa konali v Stifiné od 28. 3. do 2. 4.,
resp. 13.—25. 6. 1977, k poznatkom z koreSpondencného
semindra a predchadzajicej GCasti Clenov SirSieho vyberu
na MMO. PrileZitost zmerat si sily s matematickymi talen-
tami 20 krajin zo 4 svetadielov dostala tato osmicka Ziakov
(v tabulke zaroven uvadzame vysledky, ktoré v rieSeni uloh
XIX. MMO dosiahli). Tab. na nasl. strané.

Bolo to druZstvo, ktoré mozno oznacit za jedno najski-
senejich, ktoré za posledné roky CSSR na MMO repre-
zentovali, ak uvazime, Ze J. Navratil Siel na MMO po
Stvrty, J. Kratochvil po treti a P. Quittner s P. Takacom
po druhy raz, pricom I. Turek uspeSne reprezentoval uz
na MFO, kde ziskal 3. cenu. Celkovy vysledok, ktory
druZstvo dosiahlo v pocte ziskanych cien i v neoficialnom
hodnoteni krajin treba rozhodne povaZovat za Gspech —
je najlepsi, ktory druzstvo CSSR dosiahlo na MMO od
r. 1968 v Moskve. Zaroveini viak treba po pravde povedat,
Ze v sildch druistva bolo tentoraz podstatne viac. Pre psy-
chicku labilitu necekane sklamali vitaz XXVI. ro¢. MO
J. Kratochvil, ktory na XVIII. MMO v Rakusku ziskal
II. cenu, ale najmi vitaz XXV. roCnika MO P. Takac,
ktory si z XVIII. MMO priviezol III. cenu. Svoj $tan-
dardny vykon podal J. Navratil, ktorého zisk jediného bodu
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] Pocet bodov ziékany’v za rieSenie ] divv?{
O | Meno a priezvisko, | [ [ | 1 | | 3 Cena i
5 trieda, Skola |1 (0.2 w3 |6.4 05|06 & ?
Ay [%5)
1. | Martin Cadek, }H‘
4. tr. G Brno 51 6{0] 62| 0]19 z?;pzec{;
2. | Zdenék Kalousek,
3.tr. G 6 6 6 0 7 3 |28 1I.
Jablonec n. N. o
3. | Jan Kratochvil. |
3.tr. G Parduf)ice 6 1 6 1 1 116 “
4. | Jiti Navrdtil,
4. tr. G Olomouc 6 0 7 6 6 8133 II.
5. | Pavol Quittner
4.tr. G Prievic’iza 6 4 0 1 7 8|26 II.
6. | Peter Takdc,
4. tr. G Safarikovo 3 0 0 0 0 0 3
7. | Josef Tkadlec
| | 2. tr. G Bilovec 6| 6y 0] 20| 1115
e Twd | T
3.tr. G 6 3 0 6 6 0 | 21 | IIIL.
Hradec Kralové
Sucet druZstva 44 | 26 | 19 | 22 | 29 | 21 |161

delil od I. ceny. Velmi sme mu ju vSetci priali a za svoj
svedomity pristup k reprezentdcii by si ju bol opravdu
zaslazil, ved pre CSSR ziskal III. cenu uZ na XVII.
i XVIII. MMO. Za to si pravom zasliZi podakovanie
a prianie aspofl rovnakych tspechov vo svojom vysoko-
Skolskom $tudiu. Velmi prijemne prekvapil Z. Kalousek
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i M. Cadek, zvl4st ziskom S$pecidlnej ceny, olakdvany vy-
sledok dosiahli P. Quittner, I. Turek a nakoniec aj J. Tka-
dlec, hoci neziskal cenu. Bol v$ak najmlad$im clenom
druZstva a mimochodom prvym reprezentantom na MMO
zo S$pecidlnych tried s rozsirenym vyucovanim matema-
tiky.

I ked dosiahnuty vysledok netreba precetiovat, mozno
povedat, Ze je do urcitej miery logickym ddsledkom zvy-
Senej pozornosti, ktora sa v poslednych rokoch SirSiemu
vyberu pre MMO v CSSR venuje. Mdme tu na mysli
predovietkym dve stistredenia v celkovej dizke 3 tyzdiiov
v rokoch 1976 a 1977, tri ro¢niky koreSpondenc¢ného semi-
néra a snahu o skvalitnenie tradi¢nych podujati organizo-
vanych pre matematické talenty. Prdvom moZno oCakévat,
Ze dalsie skvalitnenie tychto podujati prinesie eSte vyraz-
nejdie uspechy na medzinarodnom poli.

Po spoloCenskej stranke druZstvo reprezentovalo velmi
dobre a za uspech moZno povaZzovat aj vystapenie J. Kra-
tochvila a M. Cadka na malom sympéziu ulastnikov
XIX. MMO.

S dobrym ohlasom sa stretlo tieZ vystupenie vedticeho
¢sl. delegécie na symp6ziu ,,MlideZ a matematika“, o kto-
rom sme uZ hovorili vyssie. Jedna z uloh navrhnutych
CSSR, ktora bola vybraté do $ir$ieho vyberu 16 aloh, nasla
pomerne dost prieznivcov medzi ¢lenmi jury a chybalo
opravdu len malo k tomu, aby sa dostala do Sestice vybra-
nych loh. Svojim konS$truktivnym pristupom vedenie &s.
delegécie pozitivne prispelo k préci jury i k praci koordi-
natorov a nedostalo sa do Ziadnej spornej situdcie, ktorych
bolo na tohtoro¢nej MMO vynimoc¢ne vela. Celkove moz-
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no teda ucast Cs. delegicie na XIX. MMO hodnotit ako
uispe$nu a priat si, aby sme mohli dospiet k aspoil takému
konStatovaniu aj po budicej — jubilejnej MMO.

4. RIESENIE SUTAZNYCH ULOH

Riesenie 1. dlohy (spracované podla rieSenia I. Tureka).

Ozname S stred $tvorca ABCD (obr. 40), S;, S,, Ss,
S, v uvedenom poradi stredy usecieck KL, LM, MN, NK
a S}, Sy ...» Sy vuvedenom poradi stredy tselick AK,
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BK, BL, CL, CM, DM, DN, AN. Zvolme v rovine $tvor-
ca ABCD kartézsku stradnicovi sustavu tak, aby platilo:
§=1[0;0],4=[-1;-1],B=[1;—-1],C=[1;1],
D = [—1; 1]. Potom zrejme K = [0; |/3 — 1], L =

=01 —-13 a, S :l%(l — 13 .:12.(1/5_ 1)]’
S;:[ﬁ%; }2~]/§— 1].

Lahko sa zisti, ze SS, — /2 — V3 = SS = S S,
Z toho vyplyva, Ze ASS,S, je rovnostranny. Zo symetrie
podla osi AC, BD vyplyva, Ze tiez NSS;S;, ASS;S,
a ASS,S; su rovnostranné. Z toho je viak zrejmé, Ze
rovnaki vlastnost maji tiez ASS,S; a ASS;Ss. Body
S1> S1s Sgs Ss Sz, S, st teda vrcholmi pravidelného Sest-

uholnika so stredom S a stranou diiky V 2—~ VT
Kedde M =1[0;1— V3], je S,= [%(1 —V3);
—1—(1 — Vé)J Ss= l : V3 —I a analogicky ako

hore sa vypotita, Ze SS, = SS3 = 82 o 12 — V3,
z ¢oho vzhladom na symetriu dostavame, %e S,S;S;S,S5,S;
je taktiez pravidelny Sestuholnik so stredom S a stranou

VZ —- V3 KedZe osi symetrie S$;S3= BD a S,S,= AC
oboch Sestuholnikov st na seba kolmé, moZno ziskat jeden
Sestuholnik z druhého otoenim o 90° okolo stredu S.
Z toho vyplyva, Ze ich vrcholy tvoria mnoZinu vrcholov
pravidelného dvanastuholnika, ¢o sme mali dokazat.

189



RieSenie 2. ulohy (podla rieSenia M. Cadeka odmenené-
ho $pecidlnou cenou).

UvaZujme o postupnosti

Ays Ays oo o5 An 1)

k
redlnych Cisel a oznalme sp = > ai. Podla textu ulohy
musi platit =1

Skig < Sr  prekazdék=1,2, ..., n— 17,
Ski1n > Sk prekazdék=1,2, ..., n— 11, ;(2)
s << 0, 57 >0. I

Nech n» = 17. Potom z (2) postupne dostaneme:

Sy > 8Sg > S13 > Sg > Sg > S5 > S5 > S19 > 8§y > Sg >
> 815 >8> >0 > 8, > 8, > 85 >80 >S9

z Coho vyplyva, Ze by malo platit

S17. > S175
o je spor.
Musi preto byt » = 16 . Ak ma postupnost (1) so 16

¢lenmi mat pozadované vlastnosti, musi pre jej Ciastoné
suacty si, ¢ = 1, 2, ..., 16 platit

Sg = S13 >S9 >S9 > S1g > S5 > Syg > 8§ > Sg > S5 >
>8> 8y >0 > >y >85> 8. 3)

V retazci nerovnosti (3) sa z Cisel s, 1 =1, 2, ..., 16
vyskytuje kazdé prdve raz. Existuje teda nekone¢ne mnoho
16-¢lennych postupnosti s;, 7+ = 1, 2, ..., 16 redlnych
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¢isel vyhovujucich vztahom (3). Ku kazdej z nich dosta-
neme postupnost (1) poZzadovanych vlastnosti, ak poloZime

Q = $;5 A = Sp — Sp—1, R =2,3, ..., 16. (4)
Specidlne pri volbe
S = 12,815 = 11,55 = 10,89 = 9, 5,6 = 8,5, = 7, 510 = 6,

s;=05,858 =4, 55 =3,8, =2,51 = 1,85, = —1, 54 =
= —2,8 = —3,850= —4

dostaneme zo (4) postupnost
5,5, —13, 5, 5, 5, —13, 5, 5, —13, 5, 5, 5, —13, 5, 5,

ktora ma 16 Clenov a vetky poZadované vlastnosti, ako sa
lahko presvedcime.

Ukazali sme tak, Zze maximalny pocet ¢lenov postup-
nosti (1) pozadovanych vlastnosti je 16.

RieSenie 3. dlohy.

Lahko sa vidi, Ze Cisla (n — 1)%,, 2n — 1)*a(n — 1) .
. (2n — 1) st z V', pre kazdé prirodzené Cislo n > 2:
m—12=14+m—2m,2n—12=1+ (4n — 4)n,
mn—1D2n—1)=1+ 2n— 3)mn.
Preskiimajme tieto Cisla z hladiska rozloZitelnosti na sucin
faktorov z V,, . Nech plati: (n — 1)*> = (1 + kn)(1 + mmn) ,
kde %k, m su prirodzené Cisla. KedZe (1 + kn)(1 + mn) =
=1+ (k+ m+ kmn)n,je (n — 1) rozlozitelné vo Vy
vtedy a len vtedy, ked & + m + kmn = n — 2 Cize

k+m+2=(1— kmn. (1)

Je zrejmé, Ze pre Ziadne prirodzené Cislo #» nemdZu exis-
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tovat prirodzené Cisla %, m tak, aby platilo (1), pretoZe pre
kazdé prirodzené Cislo &, m je lava strana kladnd, prava
strana nekladna. Zrejme
(2n — 1)2 = (1 + kn)(1 + mn) vtedy a len vtedy, ked
k-+m-+ kmn — 4n — 4
Cize
k+m-+4=04— kmn. (2)
K tomu, aby existovali prir. ¢isla k, m vyhovujice (2),
su len tieto moZnosti:
k=m =1,z (2) mame n = 2, zatial ¢o uvazujeme
lenon >2; .
k= 1,m = 2alebo k = 2, m = 1, kedy z (2) dosta-
neme 2n = 7, Comu nevyhovuje Ziadne prirodzené Cisla n;
k= 1,m = 3 alebo k£ = 3, m = 1, kedy z (2) mame
n=_8.
Vo Vg vsak 2n — 1)2 = 152 =225 =9 .25 = (1 +
+ 1.8)(1 + 3.8)acislal + 1.8, 1 + 3.8 st zrejme vo Vg
nerozloZitelné.
Cislo (n — 1)(2n — 1) je vo V,, rozloZiteIné vtedy a len
vtedy, ked & + m + kmn = 2n — 3 CiZe
k+m-+4+3 =2 — kmmn. 3)
Lahko sa vidi, Ze (3) moézu vyhovovat len 2k = m = 1,
atopren =5.VoVyviak(n — 1)(2n — 1) = 4.9 =
= 36 = (1 + 1.5)%, pricom cislo 1 + 1.5 je uz vo Vj
nerozlozitelné.
Zistili sme tedy, Ze Cislo r = (n — 1)* 2n — 1)?, ktoré
zrejme patri do V', pre kazdé n > 2:

r=1+[2n — 3)2n* — 3n + 2)] . n,

192



mozno vo V', rozloZit aspon 2 spdsobmi na stlin faktorov
nerozloZiteInych vo Vy:

Pren #£5,8
r=m—1202n— 12 = [(n — 1)2n — 1)].
Pre n = 5:r = 4* . 9% moZno rozloZit bud na sudin
r = (1 + 3.5)(1 + 16.5), alebo na sucin r = (1 4 1.5)4,
pri¢om faktory oboch rozkladov st uZ vo V; nerozloZiteIné.

Pre n = 8 : r = 7%. 15% a moZné rozklady su bud r =
= (1 + 6.8)(1 + 1.8)(1 + 3.8), alebo r = (1 + 13.8)2

RieSenie 4. ulohy.

Oznalme r = Va2 + b, R = VA2 -+ B?%. Stadf zrejme
uvazovat o takom pripade, ked z kazdej dvojice Cisel a, b,
resp. 4, B, je aspon jedno Cislo rdzne od nuly. V takom
pripade vSak existuju redlne Cisla ¢, y tak, Ze

a=rcosqp, b=rsing; A= Rcos2y, B= Rsin2y
a po dosadeni do
flx) =1 —acosx — bsinx — A4 cos 2x — B sin 2x
dostaneme
flx) =1 —rcos(x —¢) — Rcos 2(x — p).
Nech R > 1. Potom z Cisel

f@)=1—rcos(y —¢) — R,
fo+m)=1+rcos(y —¢p) — R

je pri Iubovolnych redlnych hodnotich ¢, v asponi jedno
zaporné, Co je spor s tym, Ze f(x) = 0 pre vSetky redlne x .
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Nech r > ']/‘2_. Potom z &fsel

V2

11 : -
f(¢+z):1'—f—2‘—+R5m2(<P“'/’),

] 2
f(<p~—4-) :l—r—Vz——RsinQ((p — )
je pri fubovolnych ¢, v aspoil jedno zdporné, Co je opit
spor s nezapornostou funkcie f .

Musi preto stasne platit r < VZ, R = 1, ¢o je zrejme
ekvivalentné nerovnostiam, ktorych sprdvnost sme mali
dokazat.

RieSenie 5. Glohy.
Podla textu tlohy ma platit

a®+ bt =gqla+b)+r,0=r<a- bsq,r celé; (1)
q® + r=1977. (2)
Kedze 1977 = 44* + 41, musi byt ¢ = 44. UvaZujeme

najskdr o pripade ¢ = 44, r = 4l1. Po dosadenf do (1)
dostaneme

a® + b* = 44(a + b) + 41,
z ¢oho po doplneni na tplné §tvorce mame

(@ — 22)* + (b — 22)* = 1009 . 3)
PoloZzme
a—22=x, b—22=y, 4)
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kde x, y su celé Cisla. Potom (3) prejde do tvaru
x* -+ y* = 1009, )

¢o je rovnice symetrickd vzhladom na x a y. MoZeme
preto bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze x = y .
Ked?Ze Stvorec celého Cisla moZe koncit len niektorou z ci-
fier 0, 1, 4, 5, 6, 9, mdZu rovnici (5) vyhovovat len také
dvojice celych ¢isel, ktorych Stvorce su zakoncené bud
ciframi 0 a9, alebo ciframi 4 a 5. UvaZzujme preto o Cislach
zakonCenych cifrou 0 alebo 5 so Stvorcom mens$im neZz
1009 a zostavme tabulku

z 0 5‘10 15 | 20 | 25 | 30
|-
|

22 0 25 100 | 225 | 400 | 625 | 900

1009 —2? 1009 984 ~ 909 | 784

609 | 384 | 109

Z (isel v trefom riadku tabulky ma celo¢iselnt druhu od-
mocninu len Cislo 784 = 282

Rovnici (5) vyhovujua tedy len tieto dvojice celych Cisel
x, ¥, pre ktoré plati x =< y:

Po dosadeni do (4) prvé dve dvojice davaju
a=137,b=50, resp.a=7, b =50, (6)

kym tretia a Stvrta dvojica neddva prirodzené a, b.
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Skuskou sa Tahko presved¢ime, Ze obe dvojice (6) vy-
hovuji podmienkam ulohy:

37 + 50% = 3869, 3869 = 44 . 87 + 41,
7% 4+ 50% = 2549, 2549 = 44 .57 + 41.
Pre ¢ = 43 z (2) dostdvame r = 128. Z druhej strany vSak
z nerovnosti 2ab < a?+ b% a z (1) vyplyva
(@ + b)? = a® + 2ab + b* < 2(a® + b%) = 2¢(a + b) + 2r
Cize

a-+b §2q+f‘;‘——~. @)

KedZe r <a + b, je -—-%—6< 1 azo (7)) mame a + b <
a

<< 2(g + 1). Pre ¢ =< 43 vSak z toho vyplyva r << a +
+ b < 88, o je spor.

Zaver: Uloha mé a% na poradie &isel a, b prave dve
rozne rieSenia urcené v (6).

RieSenie 6. ilohy (spracované podlarieSenia P. Quittnera).
Najskor uplnou indukciou dokiZme, Ze ak k je dané
prirodzené islo, potom pre kazdé prirodzené Cislo n > &
plati f(n) > k.
1. Nechk2 = 1,n > 1. Potom vzhladom na

f(n + 1) > f(f(m)) (D
plati: f(n) > f(f(n — 1)) = 1, pretoZe n — 1 je prirodzené
¢islo a hodnoty funkcie f st prirodzené ¢isla = 1. Teda

f(n) >1.
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2. Nech pre nejaké prirodzené slo £ = 1 a pre kazdé
prirodzené &fslo n platf

n>k=f(n) >k. @)

Uvazujeme on >k + 1. Potomn — 1 > k a podla (2)
plati f(n — 1) >k CiZe f(n— 1) =k + m, kde m =1 je pri-
rodzené Cislo. Potom vsak podla (1) f(n) >f(f(n — 1)) =
= f(k + m) a podla (2) f(k + m) > k Cize f(k + m) =
= k + 1. Dostali sme tedy, Ze f(n) > %k + 1, ¢im je
platnost (2) dokdzana pre kazdé prirodzené &islo % .

Z toho vsak uZ priamo vyplyva, Ze pre kaZzdé prirodzené
éislo n

fn) =n. €)

Ak by totiZ pre nejaké n platilo f(n) < n, potom podla
(2) by muselo platit f(n) > f(n), Co je spor.

Dalej dokéZeme, Ze funkcia f je rastca pre vietky pri-
rodzené n .

AKk by totiZ pre nejaké prirodzené Cislo m platilo
fm) = f(m + 1),

potom by vzhladom na (3) muselo platit f(m) = m + 1
Cize f(m) = m + p, kde p = 1 je prirodzené ¢&islo. Teda

m+ p =f(m) =2 f(m + 1) >f(f(m)) = f(m + p) =2 m + p,

o je spor.
Plati teda pre kazdé prirodzené Cislo n a ¢

fn + q) >f(n). @
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Teraz uZ lahko dokdZeme, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo 7
plati:

f(n) =mn.

Ak by totiZ pre nejaké prirodzené Cislo #, platilo f(n,) >
> n, , potom by existovalo prirodzené Cislo & = 1 tak,
Ze f(ng) = ny + k.

Podla (1) v§ak potom

fng + 1) > f(f(ny)) = f(no + k)

o je spor so (4).
Tym je tvrdenie tlohy dokdzané.



