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ITI. Sita¥né tlohy I. kola

KATEGORIA A
A—1-—-1

Nech a,b, @ < b st dané redlne &isla a I, 1,, ..., I,
také otvorené intervaly, 7e @,b)CILULU...U L.
Potom mozZno spomedzi intervalov I, j =1, 2, ..., n
vybrat k < n takych, Ze Ziadne tri z nich nemaji spo-
loény bod a (a,b) je podmnoZinou ich zjednotenia. Do-
kazte.

RieSenie. Najprv dokazeme jednoduché pomocné
tvrdenie: ak tri otvorené intervaly maji spoloény bod,
potom ich zjednotenie je rovné zjednoteniu niektorych
dvoch z nich.

Skutoéne, nech (a,, by), (a,, by), (as, by) s také inter-
valy, Ze « €(ay, b;), « €(ay, b,), « €(as, bs). Bez Gjmy na
vSeobecnosti mézeme predpokladat, Ze a, < a,, a; < a,.
Ak by = by, by = b,, tak zrejme

(@1, b1) U (@, b3) U (@3, b3) = (@4, by) .

Potom tiez

(@1, b1) U (ag, bg) U (as, by) = (@, by) U (s, by),

a teda plati pomocné tvrdenie.
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Ak b, nie je najvidsie z &isel by, by, by, tak bez Gjmy
na vseobeonosti moézeme predpokladat, Ze b, = b,,
by = b,.

Kedze

(@1, by) U (@, b)) U (@, bg) 2 (as, by) U (as, by) ,
stadi dokazat, Ze plati

(a1, by) € (@, by) U (a3, by) .

Nech z €(ay, by), t.j. a; <z < b,. Rozlif§ime dva pri-
pady.

a) z < «. KedZe « €(as, b;), a; < a,, tak potom musi
byt x e(as, bs).

b) z > «. KedZe « €(a,, b,), b, = by, tak zase x €(a,, b,).
Teda v obidvoch pripadoch x €(a,, by) U (a3, bs).

Tym je pomocné tvrdenie dokazané.

DokazZeme teraz tvrdenie tlohy matematickou induk-
ciou podla n.

Pre n = 1,2 je tvrdenie tlohy trividlne pravdivé.
Pre n = 3 tvrdenie tlohy vyplyva z pomocného tvrde-
nia: bud intervaly 1,, I,, I; nemaji spoloény bod a potom
tvoria pozadované pokrytie, alebo maji spoloény bod
a potom jeden z nich mozZno vynechat.

Predpokladajme, Ze tvrdenie tlohy plati pre » — 1.
Nech

@,ChuU...Ul,.

Ak ziadne tri z intervalov I, ..., I, nemaji spoloény
bod, stadi zvolit k = n.
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Nech niektoré tri z nich maji spoloény bod, napr.
1,, I3, 1;. Potom podla pomocného tvrdenia

LULU |3 =1LUl
(alebo zjednoteniu inych dvoch). Potom
@, hLULU...Ul.

Podla indukéného predpokladu z = —1 intervalov
I, ..., |, moZno vybrat k takych, Ze Ziadne tri z nich
nemaji spoloény bod a {a,b) je podmnozinou ich zjed-
notenia.

A—1-2

Ak ¢, ¢4, ..., ¢ (n = 2) 80 také redlne &fsla, Ze

m—1(+G+...+d)=(r+c+...+c)?, (1)
tak nastane aspon jeden z tychto pripadov:

1. v8etky &fsla ¢; st nezaporné,

2. vietky ¢isla ¢; st nekladné.
Dokazte.

RieSenie.
Podla tlohy A - P - 2 platf
(n—1(f+ ...+ 3+ Gt ...+ =

Z(+ ...+t Gt )t

Teda
(n—1) (& + ...+ D)=

Z(CF ..+ at it T )+ (n— ).
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Podla rovnosti (1) teda mame
e+ .. Fe) =+ oo F g+ Cryr F -on )2+
+ (n—1)c; . (2)
Z druhej strany plati
(Cr 4+ e te)=(c;+ ...+t Crpg+ .o F€)0+
F g+ 20c, + oer F Gy F Crar A ovr FCR)0k
Dosadime do nerovnosti (2) a odéitame
(s + ..o+ €y + Coyy + ooe F+ )%
G+ 206+ oo F g F iy F ee e = (n— 1)eE

Ak pripodftame k tejto nerovnosti ¢;, dostaneme nerov-
nosf

2(¢, + ... +¢p).C 2 ey . (3)

Ak niektoré ¢ je kladné, tak podla nerovnosti (3) pre
k=1 je ¢; + ... + ¢, > 0. Potom podla te] istej ne-
rovnosti je ¢ 2 0 pre kazdé k =1, 2,

Ak niektoré ¢, je zaporné, tak podIa nerovnostl (3)
pre k=1 je ¢, + ... + ¢, < 0. Zase podla nerovnosti
(3) potom je aj ¢, < 0 pre kazdé k =1, 2, .

A—1-3
Pre prirodzens &islo n = 2 oznadime L, sGéin vietkych
n — 1 neparnych &fsel od 2n 4+ 3 do 4n — 1. Potom
dslo L,.2*1 je delitelné éislom n! Dokéazte.
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RieSenie. Oznadime

L2t (2043).2n 4 5). ... (dn—1).207

o n! n!
Potom (27 + 1).s, je &slo cy4y. 2 tlohy A-P -1,
Cislo
(2n + 3).(2n 4 5)..... (4n — 1).27
(n — 1)!

2ns, =

je ¢islo 4.¢45.5 n—1 -
Podla tlohy A — P —1 obidve &isla ¢yp 11,08 4.Copsa,n-1
su celé. Tvrdenie tlohy vyplyva z rovnosti

Sp = (2n + 1)80» - 27"81» = Copt1,n 402'u+3.n-1 .
A—1—4

Zostrojte obdlznik ABOD, ak je dan4 dlzka jeho stra-
ny d = |AB| a velkost ¢ uhla EAF, kde E je stred
strany BC a F stred strany CD. Najdite podmienky
riesitelnosti.

D ” F, C
\\\ ///
b ~ P S
>< e
s ~ E
// ~
f N
< ~N
A B
Obr. 8
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RieSenie. Oznadme § stred tsedky EF (pozri obr. 8),
Bod 8§ lezi na uhloprietke AC a zrejme plati

|EF| = 3 |DB| = 3 |40/,
|48 = ¢ 1401,
|4S| = L |EF|.

Dlzka tisetky AS nesmie byt vidsia ako vyska rovnora-
menného trojuholnika so zakladnou EF a uhlom oproti
zakladni velkosti ¢ (obr. 9).
Teda
E’S

‘P

Kedze |[AS| = 3 |AC|, |ES| = ; |AC|, tak odtial vy-
plyva , Ze

_S_ (4)

Rid
2 =3

tg

Z uvedeného rozboru uz vyplyva navod na konstruk-
ciu.

Zostrojime Iubovolny rovnoramenny trojuholnik
E'F’X s uhlom E'XF' = ¢. Zostrojime kruZnicu
k = (S, r) opisani trojuholniku E'F'X. Zo stredu S’
strany E'F’ opiSeme kruznicu k' o polomere 3 |E'F’|.
Oznadime A’ jeden z prieseénikov kruznic &k a &'. Troj-
uholnik A’E’'F’ je podobny trojuholniku AEF zostrojo-
vaného obdlznika. Zostrojime bod €’ tak, aby E'F’ bola
prepona pravouhlého trojuholnika E'F'C" a C' lezal na
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polopriamke opaénej k polopriamke S'A’. Zostrojime
body B’ a D’ tak, aby E’, F’ boli stredy stran B'C’
a C'D’ obdlinika A’B’C’'D’. Rovnolahlostou so stredom
A’ a koeficientom d : |A’B’| dostaneme hladany obdlznik
ABCD.

Z konstrukcie vyplyva, Ze obdlinik 4 BCD je mozné
takto zostrojif, ak existuje prieseénik kruznic k a k.
Ak vyska S’X trojuholnika E’'F’'X nie je mensia ako
polomer kruznice k', tak k a £’ maji spoloény bod. Teda
tloha je riesiteIna, ak

E'F’ 3
|8 X| = | | :tg—?i =—|E'F'|,
2 2 2

t.j. ak je splnend podmienka (3).
Zdwer. Nerovnost (4) je nutné a postadujica podmien-
ka pre existenciu obdlinika pozadovanej vlastnosti.
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A—1-5

Stvorsten ABCD mé objem 36 cm?, stitet dlZok jeho
hrén AB, BC a CD je rovny 18 ecm. Urdete dizku hrany
AD.

RieSenie. Dahko vidiet, Ze pre objem V S&tvorstena
ABCD plati nerovnost

v <1|0D|.%|4B|.|BC|.

Rovnost nastane prave vtedy, ked CD je kolma na ro-
vinu ABC a AB je kolma na BC. Pomocou Cauchyho
nerovnosti ay < (¢ + ¥)* a nerovnosti z tlohy
A — P — 3 postupne dostavame

V=— ]G’D] ]AB|.|BC] =

Sl CD ! AB BCO)?2 L
—‘6‘| I'Z(] |+l ])_

< 2.2 2 4B+ |BC| + D)y =
=;-;-yq | +1B0| + [oD)y =
= (|4B| + |BC| + |CD))3.

Rovnosti nastdvaji v pripadoch |[AB| = |BC| a
|AB| + |BC| = 2|CD| .
KedZe IAB| + |BC’| + |CD| = 18, tak mime vidy

1
V=<——.18 = 36.
6.27
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Chceme, aby V = 36, ¢o je mozné len v pripade, Ze vo
vsetkych nerovnostiach nastant rovnosti.

Zdver. Hladany Stvorsten je uréeny jednoznaéne,
dlzky jeho hran st |4B| = [BC| = |CD| = 6, hrana AB
je kolma na hranu BC a hrana CD je kolmé na rovinu
ABC.

A—1-—-6

V stvorei Q je dand koneénad mnozina bodov M.
Kazdy z nich zafarbime prave jednou zo styroch farieb,
a to tak, ze kazda farba je pouzitd aspon pre jeden bod.
Dokazte, ze existuje taky stvorec Q' so stranami rovno-
beznymi so stranami stvorca Q, ktory obsahuje body
vietkych Styroch farieb a pritom tie body mnoziny M,
ktoré st vnitornymi bodmi §tvorca Q’, st najviac dvoch
farieb.

Riefenie. DokiaZeme pomocné tvrdenie: nech Q je
Stvorec, ktory vo svojom vnitri obsahuje aspoii tri body
z mnoziny M. Nech B je bod z mnoziny M leziaci na
strane Stvorca Q. Oznadéime M’ mnozinu tych bodov
z mnoziny M, ktoré lezia wvnitri Stvorca Q. Potom
existuje Stvorec Q' so stranou mensou ako strana stvorca
Q a rovnobeZnou so stranou §tvorca Q s tymito vlast-
nostami:

1. bod B lezi na strane Stvorca Q’,

2. na troch stranach Stvorca Q’ lezia body z mnozZiny

M’ U {B},

3. v8etky body z mnoziny M’ leZia v §tvorei Q' (vnutri

alebo na jeho stranach).
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Nech Q = 4,4,4,4,, bod B leii na strane A,A4,.
Oznatime postupne O, 0y, €5 body z mnoziny M/,
ktoré st najblizsie k strandm A,4,, 4,4, A,A,. Nech
D1, Pay P3 SU priamky iddce cez body C,, C,, C; a rovno-
bezné so stranami 4,45, A;4,, A;A4, (pozri obr. 10).

. Pa . ‘ P1
A A

Ay B Ay

Obr. 10

Oznadime d vzdialenost p, a p,, f vzdialenost p, od stra-
ny 4,4,.

Predpokladajme najprv, ze bod B lezf ,,medzi‘‘ priam-
kami p;, a p;. Ak d = f, tak Stvorec Q' so stranami
leziacimi na p,, p; a 4,4, je hladany Stvorec. Ak d < f,
tak hladanym stvorcom Q’ je Stvorec so stranami leZia-
cimi na p,, p;, 4,4,.

Ak B nelezi medzi priamkami p, a p,, tak staéi zvolit
§tvorec Q' tak, aby B bol jeho vrchol a najvzdialenejsia
z priamok p,,p,,p; obsahovala jeho stranu.
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Prejdeme teraz k dokazu tvrdenia dlohy. Nech S je
mnozina v8etkych stvorcov T s tymito vlastnostami:

a) strany T st rovnobezné so stranami stvorca P,

b) asponi na troch stranich S§tvorca T lezia body

z mnoziny M,
c) T obsahuje body z mnoziny M vsetkych Styroch
farieb. v

Mnozina S je konelna, lebo kaZzda trojica bodov
z mnoZiny M urduje najviac jeden stvorec s vlastnosta
mi a, b, ¢. Mnozina S je neprazdna, lebo aspon jeden
taky Stvorec sa dé lahko zostrojit pomocou pomocného
tvrdenia.

Nech P’ je stvorec z mnoziny S, ktory mé najkratsiu
stranu. Tvrdime, Ze tvorec P’ ma vnutri len body dvoch
farieb. Predpokladajme, Ze nie. Teda vnutri P’ existuji
body troch farieb. Nech B je bod na strane stvorca P’
takej farby, aby doplioval farby vnuatornych bodov.
Podla pomocného tvrdenia existuje Stvorec P’ so stra-
nou kratSou ako strana Stvorca P’. Z vlastnosti 1—3
vyplyva, ze P"' €S, &o je spor.

Uloha patri k typu ,evidentnych tloh*. Riesitel si
velmi rychlo mysli, Ze tlohu vyriesil, ale nevie riesenie
vysvetlit alebo napisat. Podobného typu boli napr. aj
dlohy P — B — 3 a1 — B — 6 z 26. roénika MO.
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KATEGORIE B
B—-1-—-1

Dokazte, Ze medzi prirodzenymi é&islami, ktorych de-
kadicky zapis konéf skupinou ¢islic 1978, existuje ¢islo
deliteIné éislom 1977,

ReSeni. Zkusme najit takové piirozené &islo X, Ze
dekadicky zapis ¢isla X.1977 kondéi skupinou ¢&fslic
1978. Necht dekadicky zapis ¢isla X kondi skupinou
¢islic .. .bgb,b1b,, takze

X = by + b,.10 + b,.10% + b,.10% + B.10¢%,

kde B je néjaké prirozené ¢islo (a plati 0 < b; < 9).
Cislo b,.1977 kond&i &fslici 8. Proto b, = 4. Cislo
(X — by)1977 je délitelné deseti a p¥itom konéi na stejné
Styidisli jako Z1978 — 4.1977 = Z1978 — 7908, tj.
4070. (Z je symbol pro zapis libovolného ptirozeného
¢isla.) Proto X, = b, + 10b, + 10%, -+ B.10% ma vlast-
nost, ze X,.1977 konéi skupinou ¢islic 407; tedy b,.1977
kond{ &islicf 7, tj. b, = 1. Cislo X, — b, je délitelné de-
siti, a pritom konéi na stejné trojéisli jako

7407 — 1.1977, tj. 430 .

Proto X, = b, + 10b; + B.102 ma vlastnost, ze X,.1977
kondi dvojéislim 43; tedy b,.1077 konéi &islicf 3, tj.
b, = 9. Cislo X, — b, je délitelné desiti a pritom kondf
na stejné dvojéisli jako

743 — 9.1977 = Z43 — 17793, tj. 50 .
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Proto X; = b, + B.10 md vlastnost, Ze X,.1977 kondf
¢islici 5, tj. by = 5. Zkouskou se ovéti, ze islo 5914.1977
kondf étytéislim 1978.

Jiné Fe¥eni. Oznaéme pro n =1, 2, ... symbolem «,
4n-ciferné dislo a, = 19781978 ... 1978. Ukazeme, Ze
mezi prvnimi 1977 éleny posloupnosti {a,} je ¢islo déli-
telné 1977,

Predpokladejme, Ze takové &islo délitelné 1977 mezi
isly @y, ..., @97, nenf. Pak mezi témito disly existuji
dvé ruzna disla, kterda maji stejné zbytky po déleni
éislem 1977 (moznych zbytkt je totiz jen 1976). Necht
jsou to ¢&isla a;, ay, 1 < k. Oznaéme k — i = m. Zfejmé
plati, Ze ¢islo

@y — a; = 19781978 ... 19781089 — g 10t™

je délitelné 1977. AvSak 104" je nesoudélné s dislem 1977;
proto a, je délitelné 1977 a piitom 1 < m << 1977, coz
je spor, Tvrzeni je tim dokazano.

B—1-2

Nech A = {a, b} je dvojprvkovéd mnozina a f, g zobra-
zenia mnoZiny A na A definované predpismi:

fla) =a, fb) =0; g(a) =0, g(b) =a.

Na mnozine R vsetkych relacii Z C A x A je definova-
né relacia S takto: Z,8%,, kde #,, Z, C A x A, ak %,
je obrazom %, pri zobrazeni f alebo g.

1. Dokazte, ze S je ekvivalencia.
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2. Uréte, kolko réznych tried ekvivalentnych reldcif
vzhladom na 8§ existuje na mnozine R.

Re¥eni. 1. Relace § je ekvivalence, nebot je ziroven

I. reflexivni: Kazdd relace Z eR je svym obrazem
v (identickém) zobrazeni f, takie # S .

II. symetricka: Kazdé ze zobrazeni f a ¢ je inverzni
. samo k sobé, takze je-li Z, obrazem %, v zobrazeni f
(popt. g¢), je také £, obrazem %, v tomtéZ zobrazeni.
Plati tedy: je-li #, S #,, pak #; S #,, pro kazdé %, € R,
X, € R,

III. transitivni. Ukazme nejprve, Ze sloZenim zobra-
zeni f a g v riznych poradich dostaneme opét jedno
z téchto zobrazeni: jetotiz fOf =f,fOg=90Of =y,
gOg =f. Plati-li nyni #Z, S, a #, SR, plati také
Ry S8R, a to pro libovolnd #,, Z,, #, v R;.

2. Vsech prvkt mnozZiny R, je ziejmé 24 = 16. Tuto
¢ast tdlohy vyfesime nejjednoduseji tim, Ze vypiSeme
jednotlivé tiidy rozkladu do tohoto schématu (v kazdém
tadku je jedna tiida):

a,

{la, al}t, {[b, b1},
{la, 0]y, {[b, al},
{la,a], [b,0]},
{la, b], [b,al},
{la,a], [a,b}}, {[b,a], [b,0]},
{la;al, [b,alt, {lab], [b,B]},
{[a’ a] ) [a’ b] > [b’ a]} ’ {[a’ b] > [b’ a] ’ [b’ b]} ’
{la, a], [a, 8], [, B}, {[a,a], [b,a], [b,0]},
{la.al, [a, 0], [b,a], [b,0]}.
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Zdvér. Na mnoziné R je celkem 10 tiid navzdjem
ekvivalentnich prvk.

B—-1-3

Uréete parametr a tak, aby rovnice
a.sign (x — 1) — 2x = sign (2% + 22 — 3) (1)

méla pro neznidmou 2z pravé Styii FeSeni.
(Poznamka: Funkce z |> sign z je definovana v textu
1. piipravné dlohy I. kola kategorie B.)

Re¥eni. Upravou (1) dostaneme

asign (x —1) —2x =sign(x — 1) (x + 3). (2)

Body (viz obr. 11) z, = —3, z, = 1 rozlozi mnozinu
redlnych é&fsel na pét disjunktnich podmnozin M;, M,,
M;, M,, M.. V ka?dé z nich budeme hledat kofeny (1):
1. M, ={xeR;z <-—3}; pro tato = ma (2) tvar
—a—2z =1, odkud z = —3% (a + 1). Cislo = bude
kofenem, bude-li —X(a + 1) < —3, tj. a > 5.

2. M, = {—3}; pak v M, je kofen pro —a + 6 = 0, tj.
a = 6.

3. M; = {zeR; —3 <z < 1}; pak (2) ma tvar —a —
— 2 =—1, tj. z = —% (@a—1). V M, tedy bude
(a to jediny) kot¥en, pravé kdyz —3 < — 3(a —1) <

< 7,tj.pro —1 <a<T.

O
2%

-3

o+
-~
>

Obr. 11
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4. M, = {1}; (2) piejde v @.0 — 2 = 0, co nelze splnit.
V M, proto neni nikdy koien.

5. M; = {z eR; z > 1}; (2) md pak tvar a — 2z = 1, tj.
z = 3(@—1). V M; je tedy (jediny) koten, prave
kdy% 3(a—1) > 1, tj. a > 3.

M4 proto dana rovnice pro parametr @ &tyii kofeny
tehdy a jen tehdy, je-li zaroven splnéno a > 5, a = 6,
—1 <a <7, a>3. To nastane v jediném piipadé
a = 6. Kofeny jsou pak ¢&isla —3,5; —8; —2,5; 2,5.

B—1—4

V trojthelniku T je dan bod P. Necht T’ je trojihel-
nik vznikly z T posunutim o vektor v, necht r, popt. =’

Obr. 12
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je polomér nejmensfho kruhu se stfedem v P, v ném?z je
obsazen trojihelnik T, popt. T'.
Dokazte, ze plati

r<2r,

a najdéte piiklad, kdy nastane rovnost.

'
_1P

g
e

<y

/1
|
I
I
l

Obr. 13

ReSeni (obr. 12). Necht T = ABC, T = A'B'C".
Oznaéme P’ obraz bodu P v uvedeném posunuti. Proto-
ze P €T, je P'eT’, takie |v| = |PP'| <+'. Podle de-
finice r existuje v T bod X takovy, ze [PX| = r. Proto
plati, je-li X’ obraz bodu X, r — |v| = |PX| — |[XX'| =
< |PX'| £,
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Z obou nerovnostf |v| <" a r— |v| <+’ plyne
r=F—I)+ v+ =2,

jak jsme méli dokazat.
Piiklad, kdy plati » = 2/, je na obr. 13.

B—1-5

Na strandch rovnostranného trojihelnika ABC jsou
dény body O, C,na AB, 4,, A, na BC a B,, B, na AC
tak, Ze strany jsou jimi rozdéleny na t¥i shodné tsecky.
Pritky 4A4;, BB;, CC; (1 =1, 2) rozdéluji trojihelnfk
na mnohothelniky. Vypoététe, jakou éasti obsahu troj-
thelnika je obsah toho Sestithelnika rozkladu, ve kterém
lezi stied trojuhelnika.

ReSeni. Nejprve dokidZzeme pomocnou vétu: Nechf
ABC (obr. 14) je trojthelnik, ¥ vnitini bod jeho strany

y
C=(uy)
/
//
//
E /AP Eetu
~ /[ _-
P //75\\
~ / ~
e N X
0=A F=(kw,0) B=(w,0)
Obr. 14
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AC, F vnitini bod jeho strany AB, P prisedfk pf{mek

5 AT 47|
BE a CF. Je-li k —ITBI—, e = |A0| , pak plati
1 —
pr| =220 1pg), 1)
k 2k
|4P =——“—;—_e—:]—ce——e |[AD|, (2)

kde D je prusedik ptimky AP s pifmkou BC.

Dikaz lze provést napf. uzitim analytické geometrie.
V roviné trojthelnika zvolime ortonormalni soustavu
tak, Ze podatek je v bodé A, kladn4 osa x je v polopiimce
AB a bod € mé kladnou druhou soufadnici: 4 = (0, 0),
B = (w, 0), C = (u,v), w > 0, v > 0. Pak = E (eu, ev),
F = (kw, 0). Po snadném vypodtu najdeme soufadnice
bodé P a D: '

(eu—l—kw——ke(u+ w) e(l—k) )
P = v],

1—ke " 1—ke
D— eu + kw — ke(u 4 w) e(l —k)
- k1t e—2ke ' kte—2oke )

(Protoze &k + e — 2ke = e(1 — k) + k(1 —e), je jme-
novatel kladny. Porovnénim druhych soufadnic bodi P
a C dostaneme (1), porovnanim druhych soufadnic bo-
dia P a D dostaneme (2).

Vlastnf fefeni provedeme v oznadeni z obr. 15. Usetky
AA;, BB;, CC;, i = 1, 2 rozdéli dany rovnostranny troj-
thelnik na mnohothelniky péti druht: M,;, M,, M,,
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M, M;. Poméry obsahit M; a obsahu P trojihelnika
ABC oznadime z;, ¢ = 1, 2, 3, 4, 5, takZe hledany obsah
Sestitthelnika bude z;P. O &islech x;, ..., x5 platf vztahy:

32, + @ + &3 + x4 = 5 (3)

(z obsahu AACC,);
®y + 4wy + x4 + Ty = F (4)
(z obsahu ACC,C,);
2, + x, = 5 (5)
(z obsahu &tyiahelnika AC,DB,,
nebot |4D| = L|4G| podle (2) pro k =e = ,
|B,C,| =5 |[BC| a AD | B,Cy);

@ =g (6)
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(nebot [BC,| = 1 |0C| podle (1) pro k=2, ¢ = L,
takZe obsah AKEBC, je sedmina obsahu AC,BC);

1
28, + x4 =%

(7)
(z ABFC,nebot |[FG| = +|AG| podle (2) pro k = e = =).
Z rovnic (3)—(7) plyne postupné , = o, ¥, = 33,
a1
-714 105 ° xa 70 ’ xs =

E-

Zdvér. Obsah Sestithelnika je desetina obsahu troj-
thelnika.
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B—1-—-6

V roviné jsou dany dva body 4, B a kruZnice k.
Sestrojte na kruznici k£ body C a D tak, aby body 4, B,
C, D byly vrcholy rovnoramenného lichobéznika s ra-
meny AB a CD.

Re¥eni (obr. 16). Necht €, D jsou body spliiujici pod-
minky, necht o je osa soumérnosti piislusného lichobéz-
nika. Kruznice k' soumérna ke k podle osy o prochaz{
body 4 a B a je shodné s k.

Z tohoto rozboru vyplyva konstrukce. Sestrojime
kruznici k&’ shodnou s k a prochdzejici body 4 a B.
Kazda osové soumérnost, kterd prevadi k' v k, prevede
body 4 a B v body C a D vyhovujici podminkédm tlohy,
pokud tsetky AB a CD nejsou rovnob&iné a nemaji
spoleény bod. Podminkou fesitelnosti ovSem je, aby
prumér kruznice & byl vétsi nebo roven vzdalenosti boda
A a B. Je-li vétsi, jsou dvé kruznice k' prochazejici
body A a B. Uloha miize mit nekoneénd mnoho YesSeni
(je-li k& shodnda s nékterou z kruznic k'), nebo dvé feseni,
jedno nebo Zidné fesSeni.

KATEGORIE C
C—1-1

Pro kazdé realné ¢éislo a > 1 plati

Je—1+ Ja+1<2]a.

Dokazte.
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Re¥eni: Protoze pro kladni &fsla ¢, d plati ¢ < d
pravé tehdy, kdyz je ¢* < d?, je dokazovana nerovnost
ekvivalentni s nerovnosti

(Ja—1+ Ja+12<4a,

kterou muzeme upravit na ekvivalentni nerovnost

Va2 —1<a.
Tato nerovnost je zfejmé splnéna pro vsSechna a > 1,
protoze 0 < a®? — 1 < a?, a proto Va2 — 1< Va2 = a.

C—1-2

Urdete viechna realna ¢&isla a, pro ktera se zlomek

a -+ 2
a?+1
rovné pFirozenému ¢&islu.
Re¥enf. Predpoklidejme, Ze pro redlné &islo a se dany

zlomek rovnd prirozenému ¢éislu n. Pak je na? —a 4 n —
— 2 = 0, ¢&slo a je proto FeSenim kvadratické rovnice

ne: —x+n—2=0,

ktera musi mit tudiz nezdporny diskriminant, tj. pro »
musi platit 1 — 4n(n — 2) = 0. Tuto nerovnost upravi-
me na tvar

(2n — 22 <5,

odkud plyne, Ze 2n — 2 se mizZe rovnat pouze 0 nebo 2,
protoze je to &fslo sudé. Cislo n se proto rovné bud jedné,
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nebo dvéma. Je-li » = 1, musf a spliovat rovnici

a®—a—1=0,
1+ )5 1—|/5
tedy a = —:*—2—1/—— nebo « :-——2V—,

je-li » = 2, musi a spliiovat rovnici 242 —a = 0, tedy
@ = 0 nebo a = 1. Obricend se snadno ovéii, ¥e dany
zlomek se rovné jedné nebo dvéma, jestliZe za a dosadime

1+)5 1|5
jednu z étyt vypodétenych hodnot +2V ; 2V )

1
0, +.

C—1-3

Z cifer ,nula, jedna‘ je utvofena posloupnost
10100100010000 ... ;

za n-tou jednitkou stoji » nul (n =1, 2, 3, ...). Kolik
jedniéek stoji na prvnim miliénu mist této posloupnosti?
Na kolikatém misté stoji posledni z nich ?

ReSeni. Uvazujme zaditek dané posloupnosti aZ po
n-tou jedni¢ku a za nf stojici nuly, kterych je pravé =.
Oznadme a, podet cifer v tomto koneéném tseku dané
posloupnosti, ve kterém je n jednidek a 1 + 2 4 3 -
-+ ... 4+ n nul. Plati proto

Gy =1+ In(n + 1) = In(n + 3),
tj. @y =2, ay, =5, a; =9, atd. PoloZzme jesté a, = 0.

Je-li p polet jednidek stojicich na prvnich & mistech
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dané posloupnosti, pak je k-té cifra bud p-tou jed-
ni¢kou, nebo je nékterou z p nul, stojicich za p-tou
jedni¢kou. Musi tedy platit

a0 <k =a,

a &islo p je témito nerovnostmi jednoznaéné urdeno
dslem k. V nagem piipadé je £ = 109, hledany podet p
jedniéek dostaneme z nerovnosti

FP—1) (p + 2) < 10° < 3p(p + 3),
které upravime na tvar
(p 4 5)2 < 2000 002,25 < (p -+ ).

Pomoci tabulek nebo kapesniho kalkulatoru uréime -
druhou odmocninu r z &sla 2 000 002,25, Stadi zjistit,
Ze lezi mezi hodnotami 1414,2 a 1414,3. Pro p mame
pak nerovnosti
p+05<r<l14143, 14142<r <p-+ 1,5,

tedy 1412,7 < p < 1413,8, a protoZe p je &islo piiroze-
né, je p = 1413. To je podet jednidek, stojicich v dané
posloupnosti nejvyse na miliéntém misté. Posledni
z nich stoji na misté s pofadovym éislem a,_, + 1 =
= 998 991.

cC—1-—-4

Je dén ¢tverec ABCD. Oznaéme E stfed strany CD
a k kruznici o stiedu 4 a poloméru AC. Urdete vSechny
body X ek takové, Ze trojuhelniky XDE a XBC maiji
obsahy sobé rovné.
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ReSeni. Trojthelniky XDE a XBC majf pravé tehdy
rovné obsahy, kdyZ vzdalenost bodu X od ptimky DE
je nenulova a dvakrat vétdi neZ vzdéalenost bodu X
od primky BC.

Dale plati: Ma-li bod X popsanou vlastnost, ma tuto
vlastnost kazdy bod pifmky CX razny od bodu C. To
plyne z podobnosti trojuhelniki. Stejné tak je vidét, ze
na pifmce CX lze zvolit bod Y tak, e jeho vzdalenost
od ptimky BC je rovna jedné a jeho vzdilenost od pfim-
ky CD je rovna dvéma (obr. 17.) Takové body Y jsou
¢tyti, dostaneme je jako prisediky dvou rovnobdzek
s pfimkou BC ve vzdalenosti jedna od pimky BC
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s dvéma rovnobézkami s piimkou CD, vedenych ve
vzdalenosti dvé od této p¥imky. Spojime-li tyto &ty¥i
body s bodem C, dostaneme dvé ruznobézky a pravé
viechny body X téchto dvou riznobézek (kromé bodu C)
majf vyse popsanou vlastnost.

K vyteseni nasi ulohy stadi uréit prusediky obdrze-
nych dvou réznobézek s kruznicf k. Zidnid z téchto
piimek nenf te¢nou kruznice k v bodé C, protoze kazdy
bod této tedny ma od ptimek BC, CD stejné vzdalenosti.
Protiné proto kazdd z uvaZovanych riznobézek kruzni-
¢i k v bodé C a v jednom daldim bods. Uloha mé tedy
dvé Fesenf.

C—-1-5

Uréete mnozinu stieda vSech &tverct, jejichz viechny
strany lezi na sténach dané krychle.

Re¥eni. Necht viechny strany &tverce ABCD le#f na
sténdch dané krychle. Lezi-li cely ¢étverec v jedné sténé
krychle, lezi v ni i st¥ed ¢tverce. Ten je pak nutné vniti-
nim bodem stény, nelezi na zadné hrané krychle. Obra-
cené je kazdy vnitini bod kazdé stény krychle sttedem
néjakého &tverce leziciho v té sténd. V dalsim vyloudi-
me tento vyjimeény piipad. Necht tedy &tverec ABCD
nelezi v zadné sténé krychle. Pak leZi vSechny jeho vrcho-
ly na hranach krychle — kdyby byl napiiklad bod A4
vnitinfm bodem nékteré stény, musely by v ni lezet
strany AB i AD ¢&tverce, a tudiz cely étverec. Mohou
nastat tyto dva pifpady:

1. Strana A B je rovnobéina s nékterou hranou krychle.
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Strana ¢étverce je pak rovna délce hrany krychle, strana
CD lezi bud v protéjsi sténd k sténé, ve které lezi strana
AB, nebo ve sténd sousedni podle toho, je-li rovina
étverce rovnobézna s nékterou sténou krychle & nikoli.

2. strana 4B nenf rovnobézné se Zadnou hranou krych-
le, pak musi strana BC &tverce leZet ve sténé sousedni
k sténé, v niz lezi strana AB, a protoZe jsou strany 4B,
BC kolmé, musi byt strana BC rovnobéznd s hranou
krychle, a sice s tou hranou, ktera je kolmé k sténd, v niz
lezi strana AB. Tim je tento p¥ipad preveden na pfipad
piedchazejicf. Vidy je néktera strana é&tverce rovno-
béina s nékterou hranou krychle. Strana &tverce je
rovna v kazdém pifpadé délce hrany krychle.

Je-li rovina &tverce ABCD rovnobé’nd s nékterou
sténou krychle, lezf stted ¢tverce na spojnici stired téch
stén krychle, se kterymi je rovina &étverce rovnobéznd.
Obracené je kazdy bod tsetky spojujici stiedy proti-
lehlych rovnobéznych stén krychle stiedem &tverce,
ve kterém protind krychli rovina rovnobézna se sténa-
mi krychle, jejichz stiedy tvoii zvolenou spojnici.

Neni-li rovina &tverce rovnobéind s Zadnou sténou
krychle, nybr# je pouze rovnobdiné s nékterou hranou
KL dané krychle, lezi stied S étverce ABCD v roviné p
soumeérnosti hrany KL (obr. 18). Rovina g protne krychli
ve &tverci Q. Oznadme jesté U, V prisediky Stverce Q
s obvodem <¢&tverce ABCD a R ten vrchol dtverce Q,
pro ktery je trojihelnik URV pravouhly. Je pak
|SU| = |SV| = 3a, kde a je délka hrany krychle.
Protoze je trojihelnfk pravoihly a bod § sttedem jeho
prepony, je také |RS| = +a. Bod 8 lexf tedy nutnd
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na té étvrtkruznici v roving g o stfedu R a poloméru 4a,
ktera je asti krychle. Obricené lze ke kazdému bodu 8
této Stvrtkruznice sestrojit body U, V tak, aby lezely
v roviné p a soudasné na sténach krychle a aby bod 8
byl stiedem tsetky UV a |[SU| = |SV| = 4a. K bodém

U, V se pak snadno sestroji ¢tverec ABCD, jehoz strany
lezi na sténach krychle a jehoz stfedem je bod S.

Mnozina stied vSech étverct, jejichz vSechny strany
lezi ve sténach dané krychle, je tudiz sjednocenim téchto
tff mnozin:

a) mnoziny vSech vnitinich bodi vSech stén krychle,

b) mnoziny vsech bodi na tiech tsedkach spojujicich
stiedy protilehlych stén krychle,

¢) mnoziny vsech boda dvanacti &tvrtkruznic se
stiedy v stfedech hran dané krychle, jejichZ presny
popis je uveden vyse.
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C—1-6

Jsou dany t¥i razné body A, B, C, které nelezi v ptim-
ce. V roviné ABC uréete vSechny takové body M, pro
které kruznice opsané trojuhelnikim AABM, ABCM,
NACADM jsou shodné.

Re¥eni. Oznadme stiedy kruznic dpsanych trojihelni-
kim ABM, BCM, CAM postupné Sy, S,, S;. Pak plati
1,4] = [8,B] = [S,M] = |8,B] = |8,C] = |S,1] ~
= |85C| = [Ssd| = |83M|. Bod M musi byt rizny od
bodt 4, B, C a z rovnosti |S, M| = |S,M| = |8,B] =
= |S,B| plyne, Ze bud S; = S,,nebo %e §,MS,B je koso-
¢tverec. Je-li S; = 8,, splyvaji kruznice opsané trojahel-
nikim ABM, BCM s kruznici opsanou trojihelniku
ABC a bod M je jejim bodem. Ve druhém piipadé je
nejen S;MS,B, ale téz S,MS,C a S;MS,A kosodtverec.
Prvni dva maji spoleénou stranu MS,, a proto tvoii
zbyvajicif vrcholy obou kosoétvercti rovnobéznik, v na-
Sem piipadé je to rovnobéznik §,BCS;. Odtud plyne, Ze
pfimky S,8; a BC jsou rovnobéziné, a protoze piimky
AM, 8,8, jsou kolmé (thlopticky kosoétverce jsou na
sebe kolmé), jsou kolmé i piimky AM a BC. Leii tedy
bod M na vysce trojthelnika A BC, kterd prochazi bo-
dem 4. Stejné bychom dokazali, Ze bod M lezi téz na
zbyvajicich vyskach trojuhelnika ABC, neboli Ze je
prisedikem vysek trojahelnika 4 BC. Tim jsme dokazali:
jsou-li poloméry kruznic opsanych trojihelnikiim 4 BM,
BCM, CAM stejné, pak je bod M bud prisedikem vysek
v trojahelniku A BC, nebo je bod M libovolny bod kruz-
nice opsané trojihelnfku 4 BC, razny od bodua 4, B, C.
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Obracend, necht je M libovolny bod kruznice opsané
trojihelniku A BC, rtzny od bodu 4, B, C. Pak kruzni-
ce opsané trojuhelnikim ABM, BCM, CAM splyvaji
viechny s kruznici opsanou trojahelniku ABC, a maiji
tudiz stejny polomér. Necht je ted bod M prisedikem
vysek trojihelnika A BC, ktery nemuze byt pravouhly,
protoze podle piedpokladu jeho prisedik vysek M ne-
splyva s Zadnym jeho vrcholem. Kruznice k, a k; opsané
trojuhelnikim BCM a CAM maji spoleénou tétiva CM,
které piislusi v kruznici k, obvodovy thel xCBM
a v kruZnici k,; obvodovy thel <<CAM. Piitom je
CA | BM, AM ] CB a proto jsou uhly <<CBM,
XCAM stejné. Odpovidaji tedy spoletné tétive CM
kruZnic k,, k, stejné velké obvodové thly a proto maji
kruznice k,, ky stejné velké polomeéry. K témuz vysled-
ku bychom dosli i v piipadé kruznic k, a k,, kde k, je
kruznice opsand trojuhelniku ABM. Mizeme tedy
shrnout: mnozinou vsech bodu M, pro které maji kruz-
nice opsané trojuhelnikim ABM, BCM, CAM stejné
poloméry, je mnozina boda kruznice opsané trojihelni-
ku ABC a pruseéik vysek trojuhelniku ABC s vyjimkou
bodt 4, B, C.

KATEGORIE Z
Z—1-—-1

Zjistéte, zda mezi &fsly
10001, 100001, 1000001, ..
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(prvnf a posledni éislice je 1, ostatni jsou vesmés nuly)
jsou nasobky disla 1001. Jsou-li takovd ¢isla, najdéte
nejmensi z nich,

ReXeni. Uvédomime si rozklad &isla 1001 v prvodinitele.

1001 = 7.11.13 (1)

Déle sestavime tabulku zbytka pti déleni mocnin deseti
Sisly 7, 11 a 13; oznadime z,, 2y, 2,3 zZbytek pii déleni
¢isla 107 éislem 7, 11, 13:

expgnent 123|456 7]s8]9]0 11 12 13...
2, 312 6 4| /1] 3 2)6] 4 5 1 3...
Zn 110110/ 1|10 1010} 1|10| 1|10]...
Zis 9112/ 3| 4/ 1|10/ 912 3 4 1]10...

Cislo 10" 4- 1 m4 zbytek o 1 vétsi nez &islo 107,
Hledame pront takovy piipad, kdy zbytky budou 0, 0, 0
neboli 7, 11, 13, nebot v tomto piipadé dostaneme prvni
¢islo tvaru 10 + 1 (n > 3), délitelné d&islem 1001,
Tento prvni piipad je v zaramovaném sloupei, kdy éislo
10" + 1 dévé zbytky 6 +1 =17, 104+ 1 =11, 12 +
+ 1 = 13. Pislusné = je 9, hledané ¢&islo 1 000 000 001.

Z—1-2
Z mista A vyjely soudasné po téze trase dva nakladni
vozy: prvni jel primérnou rychlosti 40 km/h, druhy

50 km/h. Po jisté dobé vyrazilo za nimi osobni auto
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jedouci pramérnou rychlosti 70 km/h. Nejprve pfedjelo
pomalejsi vz, pal hodiny potom ptedjelo rychlejsi viiz.
0¢ pozdéji vyjelo z mista 4 osobni auto nez oba naklad-
ni vozy ?

Rte¥eni. Oznadime 0 hod. okam#ik, kdy vyrazi na cestu
oba nakladni vozy N,, N,, « (v hod.) okamzik, kdy vy-
razf osobni vaz V, y (v hod.) okamzik, kdy V piedjizdi
pomalejsi viiz Ny, y + + (v hod.) okamzik, kdy ¥V pred-
jizdi rychlejsi ndkladni vtz N,. Tabulka udava v km
vzdalenosti od vychoziho mista A4, které kazdy z vozu
urazil v daném okamziku.

Cas N, N, 14
0 0 0 0
z 40 z 50 z 0
Y 40 y 50y 70y — )
1 1 1 1
y+ 3 40(y +?] 50(y+?] 70[y—x +—2~]

Podle podminek tlohy (pfedjizdéni) jsou si rovny
udaje v oramovanych polich téhoz fadku, tj.

40y =70y —x)
50 (y + 5) = T0(y —a + ) .

Po jednoduchych tpravach piejde soustava (1) v sou-
stavu

(1)

3y ="Tx, 2y =Tr—1. (2)
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Z (2) vylou¢ime nezndmou y (text ulohy zada vypodet x);
vyjde z = 2 (hod.), tj. « == 26 minut. Z (2) dostaneme
y = 1 (hod.).

Algebraicky ,,jednodussi“ by byla soustava, kdyby-
chom zvolili neznamé y, y — x = z (doba jizdy vozu V
az do predjizdéni N,). P¥islusna soustava by znéla

4y =Tz, by ="Tz+1.

Odtud dostaneme y =1, 2=+ a s =y—z =+
jako diive.

@ Cervena O modra K Eervena nebo
modra

Obr. 19
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Z—1-3

Na kruZnici k£ lezi 8 rlGznych boda, z nichZ jsou
4 dervené a 4 modré. Zjistéte, zda lze vidy sestrojit ta-
kovou p¥imku p, Ze uvniti opaénych polorovin s hranién{
pi¥imkou p lezi po 2 ¢ervenych a po 2 modrych bodech.
Refeni. Uloha vyzaduje systematicky vydet vSech
moznosti (dichotomické tiidéni) a experimentalni zjisté-
ni existence ptimky p v kazdém piipadé.
T¥{déni miZeme zaznamenat do schématu zvaného
strom.:

| A

existuje aspon jedna
étvetice stejnobarev-
nych ,,sousedt‘

neexistuje zddné &tve-
Tice stejnobarevnych
,,sousedi‘

|

B | existuje asponl jedna neexistuje zadnd tro-
— | trojice stejnobarev- jice stejnobarevnych
nych ,,sousedt* ,,sousedu‘
i
C | existuje asponi jedna neexistuje Zédnd dvo- | D

dvojice stejnobarev-
nych ,,sousedt‘*

jice stejnobarevnych
,,souseda‘’

Zakreslime koncové ptripady 4, B, C, D; (obr. 19
e znadi éervené body, o modré).
V ptipadé B jsou dvé moznosti, naznaéené na obr. 19
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V ptipadé C musi byt sousedi dvou éervenych dva modré;
na usporadanf zbyvajicich étyi nezalezi.
Na obr. 19 jsou uz také naznadeny polohy piimky p.

Z—1-—4

V trojahelniku ABC sestrojte téznici ¢, prochéazejici
vrcholem C, jeji st¥ed oznadte D. Piimka AD a téZnice

Obr. 20

t, rozdélf trojuhelnik na tfi trojihelniky a ¢tyiahelnik.
Vyjadiete obsahy téchto &ty¥ obrazct pomoci obsahu
daného trojiahelnika.

Reeni. Resent tlohy Z-I-4 se opird v podstaté o vétu
V, Ze pomér obsahi P,, P, dvou trojihelnikt se spoleé-

vevy

nym vrcholem, jejichZ protéjsi strany s,, s, lezi v téze
piimce, je — (obr 20). Plati tedy o 1 Py .
sy P,
Ulohu rozte§ime za pomoci obr. 21. Podle textu tlohy
mame vyjadiit pomoci obsahu P trOJuhelniku ABC
tyto obsahy:
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PI’P2’P8 a P4+P5'
Podle véty V je P(AAEC)+ P(ABEC) =
P
P(ANAEC) = P(ABEC) =5 Podle téze véty V je

P(AADE) + P(ANACD) =

3

2
P(NADE) = P(NACD) = —ii
Je tedy

P, = P, = ;P azéroveir P, 4+ P, = P, + P, + P;

(1)
Pouzijeme-li véty V na A\ ABF, dostaneme

P2 —l"‘ -P4 = P5 H (2)
Pouzijeme-li véty V na ACEF, dostaneme
Py = Py, (3)
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P P 5
Specielnd obsah &tyiahelnika BEDF je 1 + o P
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