27. ro¢nik matematické olympiady

IV. SoutéZni ulohy II. kola

In: Jan Vysin (editor); Leo Bocek (editor); Lev Bukovsky
(editor); Miroslav Fiedler (editor); Jozef Morav¢ik (editor): 27.
ro¢nik matematické olympiddy. Zprava o feSeni tloh ze soutéze
konané ve $kolnim roce 1977-1978. 20. mezinirodni

t&'}(@lg@mpiéda. (Czech). Praha: Statni pedagogické
nakladatelstvi, 1979. pp. 91-113.

bttt o W Tkemn ati g/ afnth ecGzkih1Aestepay 0P Sciences
provides access to digitized documents strictly for personal use.
Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
L signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/404702
http://dml.cz

IV. SoutéZni ilohy II. kola

KATEGORIA A
A—1l —1
Néjdite vSetky n-tice redlnych &isel x;, @5, ..., @,
ktoré vyhovuji rovniciam
vt ... t+a=1, (1)
vttt =1, (2)

Rie¥enie. Cisla «? s zrejme nezdporné. Z rovnosti (1)
potom vyplyva
0<a? <1,
Keby pre niektoré j = 1, 2, ..., n platilo
0<a; <1,

tak potom z; < 7. KedZe pre kazdé ¢ =1, ..., n plati
0 < 2y <2, tak

... tadt<d . t2=1,

¢o je spor s rovnostou (2).
Teda pre kazdé i = 1, ..., n musf platit 2} = 0 alebo
2} =1, t.j. , = 0,1, —1. Z rovnosti (1) bezprostredne
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vyplyva, Ze prave jedno z &isel z; musi byt rovné 1
alebo —1 a ostatné musia byt rovné 0.
Zdwer. RieSenim rovnic (1) a (2) s n-tice

[1,0,...,0],[0,1,...,0] ..., [0, ..., 0, 1],
[—1, 0, ..., 0], [0, —1, ..., 0], ..., [0, ..., 0, —1] .

Iné riesSenie. Rovnicu (1) umocnime

i R R i IR 1 . B

Ked odpoéitame rovnost (2) a delime 2, dostaneme

xirs + v ...+ ad_2E=0.
To je mozné len vtedy, ked st vSetky &isla 2; rovné nule,
alebo vsetky ¢&isla x; okrem jedného si rovné nule.
Podla (1) prvy pripad nemdZe nastat a v druhom pri-
pade ¢islo rézne od nuly musi byt rovné 41 alebo —1.

A—1l-2

V rovine je dand konvexna mmnozina M, ktora obsa-
huje aspon 2 body a ktora ma tato vlastnost: ak 4,B st
dva body z M, tak v M existuje taky bod C, Ze 4,B,C
st vrcholy rovnostranného trojuholnika. Dokazte, Zze M
nie je ohranidend, t.j. ze ku kazdému kladnému &islu K
existujd v M dva body, ktorych vzajomna vzdialenost
je vadsia ako K.

Riefenie. DokdZeme najprv pomocné tvrdenie: ak
X,Y st dva body v M, tak existujd v M dva body,

7
ktorych vzdialenost je 1/—2- XY.
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Nech X,Y st dva body v M. Oznatime S stred Gsedky
XY. Kedze M je konvexnd, tak S € M. Nech Z je taky
bod z M, Ze trojuholnik XYZ je rovnostranny. Nech
dalej 7' je taky bod z M, Ze trojuholnik SZT' je rovno-
stranny. Bez djmy na vSeobecnosti mézeme predpo-
kladat, ze body X a T' st v opaénych polrovinich urde-

~

Obr. 22

nych priamkou ZY (pozri obr. 22). Trojuholnfk XZ7T'
je pravouhly s preponou X7'. Teda
|XT[ = [X2[2 + |27 = |X¥ [ + 3IX Y] — Z|X Y]

Odtial uz vyplyva pomocné tvrdenie.
Mnozina M obsahuje aspon dva body X,Y.
[ Nech d je ich vzdialenost. n-ndsobnym pouzitim po-
mocného tvrdenia vyplyva, ze v M existuja dva body
X, Y, také, Ze ich vzdialenost je

1,7, = (l/g—]”.d.
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Podla binomickej vety plati

e ()

Ak K je dané kladné ¢islo, tak existuje prirodzené &islo n

tarké, ze
n. — .

Potom vzdialenost bodov X, a Y, je vidsia ako K.
A—Il —3a

Stucin 2k — 1 po sebe iddcich neparnych prirodze-
nych &isel je delitelny &islom 1.3..... (2k — 1); dokézte.
RieS¥enie. Mdme dokézat, Ze pre kazdé prirodzené &is-
lo k& a pre kazdé neparne prirodzené ¢islo n je éfslo
n(n + 2).....(n + 4k —4)
Cr,m =
: 1.3.....(2k—1)

celé. Najprv si vSimnime tento vztah:

nn + 2).....(n + 4k —6).(n + 4k — 4)
1.3.....(2k—1)

B n(n + 2). ... .(n + 4k — 6)
- 1.3.....(2k—1) n—2) +

on(n 4+ 2).....(n + 4k — 6)
1.3.....(2k—1)

202k —1) )=
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B (n—2m.....(n + 4k — 6)
N 1.3.....2k—1)

nn + 2).....(n -+ 4k — 8)
1.3.....(2k—3) '

+ 2(n + 4k — 6).
Teda

Cieyn = Cl,m—2 + 2(7’& -+ 4k — 6)'clc—l.'n . (3)

Tvrdenie tdlohy dokidZeme matematickou indukciou
podla stétu k + n.

Prek =n =1je

g =1 =]
tislo celé.

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre kazdé prirod-
zené &islo p a neparne prirodzené ¢islo g také, Ze
p + ¢ < m. UkéZeme, Ze platf aj pre disla k, n (n nepér-
ne) také, ze k + n = m.

Kedie k +n—2 =m—2 < m, k—l—}-n-m—
— 1 < m, tak podla indukéného predpokladu d&isla
Crn—gs Cr—1, » SU celé. Podla rovnosti (3) aj éislo ¢ , je celé.

A —1l —3b

Zostrojte stvoruholnik 4 BCD, ktorého obsah je vaési
ako 20,5 cm?, pridom sudet velkosti stran AB, BC, CD
je 12 cm.

RieSenie. Zostrojime §tvoruholnik so stranami

|AB| = |BC| = |CD| = 4 em,
X DAB = < ADC = 60°,
X ABC = % BCD = 120°.
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Potom |AB| 4 |BC| + |CD| = 12 em. Lahko vidiet,
ze |AD| = 8 cm. Pre jeho obsah plati

844
2

P:

.l/;,,; _ 12V§> 12.1,73 =

= 20,76 > 20,5 cm3,

Je to Stvoruholnik pozadovanych vlastnosti.

V dlohe sa pozadovalo zostrojit takyto §tvoruholnik
a my sme ho zostrojili. Vznika prirodzena otdzka, ako
sme vymysleli uvedent konstrukeiu. Na to sa tiloha ne-
pyta.

Jedna z moznych (nepresnych) tvah, ako taktto
konstrukeiu najst, je tato.

Z dovodov symetrie sa zda, Ze Stvoruholnikom s naj-
vadsim obsahom, pre ktory |4B|-+ |BC| -4 |CD| =
= 12 cm, by mal byt rovnoramenny lichobeznik so stra-
nami |[4B| = |BC| = |CD| = 4 cm. Strana 4D bude mat
dizku 4 + 2z (pozri obr. 23). Jeho obsah P bude rovny

:w.]ﬂe“ﬁ.

P
(x) 5
c B
D~ A
Obr. 23
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Chceme najst hodnotu z, pre ktort ma P maximum.
Jednoduchsie bude hladat maximum funkcie

f(x) = (P(x))* .
Totiz

(@) = ((4 + 2)2.(16 — a?)) = 128 — 2422 — 423

a zrejme f'(2) = 0.

Teda Stvrta strana hladaného stvoruholnika by mala
maf velkost |AD| = 8 cm.

Skiskou zistime, Ze tento Stvoruholnik mé skutodéne
obsah 121/5 > 20,5.

Vsimnime si, Ze sme nedokézali, Ze je to &tvoruholnfk
8 maximalnym plosnym obsahom.

KATEGORIE B
B—1l —1

Dané st redlne éfsla @, b. Najdite vSetky rieSenia
rovnice
22?2 — (a? — b?) sign x = a® + b2. (1)

(Funkcia  — sign # je definovana na mnozine R vset-
kych realnych disel takto: ak = > 0, signz = 1; ak
z =0, signx = 0; ak < 0, signx = —1.)
Reeni. 1. Necht a2 + b2 = 0, tj. a = b = 0. Potom
rovnice (1) ma tvar
) 222 =0,

a tedy jediné feseni x = 0.
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2. Necht a? -+ b2 > 0. Refenfm pak z¥ejmé neni
x =0.
a) Hledejme Feseni v oboru (— oo, 0). Pak rovnice (1)
nabyvé tvaru
2% = 2b%.

V oboru (— oo, 0) mé tato rovnice FeSenf, pravé kdyz
b # 0. Timto feSenim je

x=—|b.

Zkouskou se snadno presvéddéime, ze —|b| je pro b # 0
feSenfm rovnice (1).
b) Hledejme Feseni v oboru (0, o). Pak rovnice (1)
nabyvé tvaru
222 = 2a2.

V oboru (0, o) mé tato rovnice Feseni, pravé kdyz
o # 0. Timto fesenim je
x=|a.

Zkouskou se lze presvéddit, Ze pro a + 0 je |a| feSenim
rovnice (1).
Resen{ rovnice (1) je zachyceno tabulkou:

a b x

0 0 0

0 # 0 —|b
#* 0 0 a
# 0 # 0 |a|,—b|]
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B—1I1l -2

Necht trojihelnfk T; s nejmensi vyskou délky v,
a obsahem P, je obsaZen v trojihelniku T, s nejmensi
vyskou délky v, a obsahem P,. Potom plati

P, = p,.
Vg
Dokazte.

Re¥eni, Oznadme d; nejdelsi stranu trojihelnika T,
d, nejdelsf stranu trojahelnika T,. Protoze T, je obsa-
zen v T,, plati podle vysledku tlohy B — P —3, Ze
d, <d,. Avsak

2P 2P
dl = ! ’ dz = :
(%1 2
Proto
2P, < 2P,
vy U
neboli
P<p,.
Vg

B—1Il —3a

Lichobéznik ABCD ma tyto vlastnosti:

1. Pro jeho zékladny plati |AB| = 2 |CD|;

2. Jeho uhlopii¢ky jsou navzijem kolmé.

Vypottéte délky zakladen lichobéinfka pomoci délek
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ramen % = |BC|, v = |AD|. Daéle dokaite, %e plati
2u > v > u/2.

Re¥eni. Délky oznadime podle obr. 24. Protoze |AB| =
= 2 |CD| = 22, je také |BP| =2 |DP| = 2z, |AP|=

= 2 |CP| = 2y (prisetik Ghlopi{éek AC, BD je ozna-
¢en P). Podle Pythagorovy véty je

xz"l"yz:zz:
4% 4 o = u?,
2% + 4y =02, (1)

Seétenim druhych dvou rovnic v (1) dostaneme vzhle-
dem k prvnf rovnici v (1)

622 = u? 4 02, (2)
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Pro délky zakladen tedy platf
|AB| = 2.|0D| = 2. |3 (u2 + v?) .

Vedme bodem € piimku rovnobéznou s 4D, jeji pruse-
¢k s AB oznadme E. V trojihelniku EBC je |EB| = z,
|BC| =u, |CE| =v, a je proto v <u + z. Z pravo-
uhlych trojihelnikt PCD a PCB je vidét, ze z << u,
coz také plyne z rovnic a2+ y? =22, 4a? 4 y? = u?
a nerovnosti z # 0. Sedétenim nerovnosti » < u -+ z,
z < u dostaneme v < 2u; obdobné se dokdze, Ze u < 2v.

B—-1l —3b

Nech p > ¢ > 0 s dané realne ¢isla. Potom existuje
trojuholnik ABC, ktorého strany maji dizky

a=l/ﬁ, b=%0p—9q, ¢ =3+ 9);

dokazte. VySetrite, pri ktorych hodnotéach p, ¢ bude
NABC

a) pravouhly;

b) rovnoramenny.

Re¥eni. Existence AABC bude dokézana v asti a).

a) Pro kazda dvé realna &isla p, g, jez spliuji podminky
p > q > 0, plati

>0, b>0, ¢>0
a dale

@+ b* =pg + {(p—q)? =
=3P+ 2p0 + @) =,
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Odtud plyne, %¢ ¢ +¢>b, b4+c>a a a4+ b>c.
Trojthelnik ABC tedy pro kazdé dvé &isla p > ¢ > 0
existuje a je vidy pravodhly.

b) Z toho, co jsme dokézali v a, vyplyvé, ze AABC
muze byt rovnoramenny tehdy a jen tehdy, plati-li
a = b neboli

Vpr =20 —a);

odtud postupné dostaneme

4pg = p* — 2pq + ¢4,

2
(ﬂ)—6£+ 1-0,
q q

takZze pror = plgjery, s = 3 4+ 21/5. Podmince p/qg > 1
vyhovuje vSak jen kofen plg = 3 + 2V2 neboli

p=03+2)2)q (1)
Necht pro &isla p, ¢ > 0 plati (1). Potom
a=lB+2)ne =)0+ )2a=0+]2.q,
b=213+2)2—1).q=0+]2q

a trojuhelnik A BC se stranami a, b, ¢ je rovnoramenny.
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KATEGORIE C
C—1Il—-1

Kolika zplsoby je mozné vyjadfit &fslo 1978 jako
soudet nejméné dvou za sebou nasledujicich ptirozenych
tisel? Najdéte vSechny takové rozklady. Navod: PH
Teseni muzete pouzit vzorce

14+243+... +k=3k(k+1).
Re¥eni. Nechf je mo#né &islo 1978 psit jako soudet

(m+1)+(m+2)+ ... + (m+ k),
kde m = 0, k = 2 jsou celd &isla. Pak je

1978 = 2(2m + k + 1).k,
odkud
(2m +k 4+ 1).k = 22.23.43 .

Ziejmé plati k <k + 1 < 2m + k + 1. Je-li k& sudé,
je ziejmd &slo 2m + k + 1 liché a obracend. Cislo & = 2
muZe proto nabyt jen nékterou z hodnot 4, 23, 43.
Cislo 1978 je tedy mo#né vyjadtit jako soudet nejménd
dvou za sebou nésledujicich pfirozenych &isel pravé
témito tfemi zplsoby:

1.k =4, m = 492, 1978 = 493 4 494 | 495 1 496;
2.k =23, m =74, 1978 =75+ 76 + ... -+ 97;
3.k = 43, m = 24, 1978 = 25 4 26 4 ... 4 67.
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C—1Il-2

Podstavou trojbokého kolmého hranolu je rovno-
stranny trojihelnik ABC o strané délky 1. Vrcholem A4
prochézi rovina, ktera protina plast hranolu v pravo-
thlém rovnoramenném trojihelniku. Vypodététe obsah
fezu.

Cl

Obr. 25

Reeni: Vrcholy trojahelnika ¥ezu, které lezf na boé-
nych hranach prochazejicich vrcholy B a C, oznadme
D a E (obr. 25). Velikosti tsedek BD a CE oznadéme x
a y. Potom podle Pythagorovy véty plati

|AE|? =1+ a?, |AD]? =1 + 13,
IDE2 =1 + (z — y)~.
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Pomoci téchto rovnosti lze dokéazat, Ze thel X DAE
neni pravy. Kdyby byl totiz pravy, pak by podle Pyt-
hagorovy véty pro trojihelnik AED muselo platit

\AB[? + |ADf = |DBF,
tj.
2422 +y*=1+(x—y)

odkud by plynulo 1 = —2xy, coz by byl spor s tim,
Ze x, y jsou nezdporna d&isla. V trojahelniku AED
je tedy pravy bud thel <xAED, nebo <xADE.

Predpokladejme, Ze tihel X AED je pravy, v opatném
pfipadé bychom jen zaménili oznadenf vrchol@ hranolu.
Podle piedpokladu je trojihelnik 4 DFE rovnoramenny,
tj. |AE| = |DE|.Je tudiz 1 4 2 =1 + (x — y)?, tedy
y(y — 2x) = 0, odkud plyne y = 0 nebo y = 2x. Troj-
thelnik AED je pravouhly a rovnoramenny, musi tedy
platit

2.|AEJ* = |AD},

tj. 2 + 222 = 1 + y%neboli 1 + 222 = y2. Odtud plyne,
ze je y nenulové. Musi proto platit y = 2x. Dosazenim
do predchézejici rovnice dostaneme 2x? = 1. Nyni jiz
muzeme vypoditat obsah P trojuhelnika AED. Je P =
= +|AE|.|DE| = ;|AE|? = (1 + 2?) = 3.

2 2
C—1Il —3a

Urdete posledni dvojéisli souétu
8§ =144 2¢ 4 3¢+ ... 4 1000%

Refeni: Je ziejmé, Ze posledni dvojdisli soudtu s
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zévisf jen na poslednich dvojéislich &isel 14, 24, ...,
10004, Posledni dvojéisli kazdého ¢isla tvaru n4, kde n
je piirozené d&islo, zavisi jen na poslednim dvojéisli
disla n. Ozna¢me s; = 14 4 24 + ... 4 100% Z vyse
uvedeného plyne, Ze &islo s ma stejné posledni dvojéisli
jako ¢&islo 10s;. Posledni éislice &isla s je tudiz 0 a pted-
posledni éislice &isla s je rovna posledni é&islici &isla s, .
Tato &islice ale zdvisi pouze na poslednich &fslicich
séitanct 14, 2%, ..., 100%, a protoZe posledni &islice &isla
n® zavisi jen na posledni é&islici &isla n, dostaneme ana-
logicky jako vySe, Ze posledni éislice ¢&isla s, je rovna
posledni éislici v &isle 10s,, kde s, = 14 + 24 ... +
+ 104 Je tedy posledni dvojéisli &isla s rovno 00, &islo s
je délitelné stem.

C—1l -3

Je dan konvexni Sestithelnik A BCDEF, jehoz uhlo-
pii¢ky AD, BE, CF jsou stejné dlouhé a jehoz kazdé
dvé protéjsi strany jsou rovnobéiné a nestejné dlouhé.
Potom tomuto Sestithelniku 1ze opsat kruznici. Dokazte.

ReSeni. Danému festitihelniku (obr. 26) bude mo#no
opsat kruznici, pravé kdyz osy vsech jeho stran budou
mit spoleény bod. Osy protéjsich stran splyvaji. Toto
tvrzeni dokazeme napiiklad pro strany 4B a DE.
Podle piedpokladu je AB||DE, AB # DE, takie
Styfahelnik ABDE je lichobéinik. Protoze |AD| =
= |BE|, je ABDE rovnoramenny lichobéinik. Odtud
jiZ plyne, %e osa o, strany AB je ziroveii osou strany ED.
Obdobné je osa o, strany BC zaroven osou strany EF
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a 0sa 0y strany OD ziroven osou strany FA. Ctyithel-
nik ABDE je rovnoramenny lichobé&Znik a proto je osa
0, zaroven osou Ghlu xAMB, kde M je prasedik tGhlo-
piidek AD a BE. Obdobné se dokaze, 7e o0, je osou tihlu
SXENF, kde N je prusedik thlopiicek BE a CF a Ze o

Obr. 26

je osou Ghlu <CPD, kde P je pruseéik thloptiéek 4D
a OF. Body M, N, P jsou navzajem ruzné. Kdyby na-
piiklad splyvaly body M a N, pak by s nimi splynul
i bod P a timto bodem by prochazely vSechny tii osy
0y, 0y, 03 a platilo by |AM| = |BM|=|CM|=
= |DM| = |EM|. Pak by rovnoramenné trojihelniky
ABM, DEM byly shodné, bylo by tudiz |4B| = |DE|,
coz by bylo ve sporu s predpokladem. Je tedy M =+
# N %P % M. Body M, N, P jsou proto vrcholy
trojuhelnika a p¥{mky o,, 0,, 0, jsou osy Ghld tohoto
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trojuhelnika a prochéazeji proto spoleénym bodem O.
Danému Sestithelniku lze opsat kruznici. Tato kruznice
mé st¥ed v bodé O a polomér |0A4|.

KATEGORIE Z
Z—1l—-1

Nakladni vlak dlouhy 150 m jede pramérnou rychlosti
30 km/h. Predjizdi jej rychlik dlouhy 50 m, ktery jede
pramérnou rychlosti 75 km/h. V okamziku, kdy loko-
motiva rychliku mijf lokomotivu nakladnfho vlaku,
snizi nahle rychlik svou rychlost. Nakonec rychlik
piedjede nakladni vlak, a to za 1 minutu. Jaka byla
sniZend priamérna rychlost rychliku ?

Pozndmka. Dobou ptedjizdéni se rozumi &as od oka-
mziku, kdy lokomotiva rychliku dostihne posledni
vagén nakladniho vlaku, do okamziku, kdy posledni
vagén rychliku mine lokomotivu nakladnfho vlaku.

Re¥eni. Nejprve vyjadifme dané rychlosti v m/min.
Rychlost nékladntho vlaku je 2:3% — 500 (m/min).
Pavodni rychlost rychliku je 3% — 1250 (m/min).

Predstavime si, Ze predjizdéni sleduje pozorovatel,
ktery jede v nakladnim vlaku. Rychlik vzhledem
k nému jede nejdiive prumérnou rychlosti 1250 —
— 500 = 750 (m/min). Doba piedjizdéni se sklada ze
dvou slozek:

z doby ¢,, po kterou miji lokomotiva rychliku naklad-

ni vlak;
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z doby t,, po kterou rychlik miji lokomotivu naklad-
niho vlaku.
Z¥ejmé je podle textu tlohy:

ffty=1. (1)
Dale je (¢, t, v minutach)
bo=1p =5 (2)

Oznadime 2z sniZenou pramérnou rychlost rychliku
v m/min; pak je

50

= —0ue 3
b x — 500 (3)
Spojenim (1), (2), (3) je
50
x—500 5

Odtud
x—500 =20 =625,

x = 562,5 (m/min).

ZmensSena pramérnd rychlost rychliku je v km/h 33,75,
nebot
60z = 33 750 (m/h).

Zkouska. Pii snizené pramérné rychlosti mijel rychlik

lokomotivu nédkladniho vlaku. K tomu byla tieba doba
W{L}W = s;—“; = 4 minuty. Celé pfedjizdén{ trvalo 1 mi-

nutu, tj. lokomotiva rychliku mijela nakladn{ vlak + mi-
nuty.
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Odtud plyne, e délka nékladniho vlaku je
1 (1250 — 500) = 1,750 = 150 metrd,

coZ odpovida textu tlohy.
Z-—1l-2

-Je dan rovnostranny trojihelnik ABC a bod M jeho
vnitiku. Na stranach 4B, BC, C4 sestrojime po fadé
body ¢, A’, B’ tak, aby bylo M(C" || BC, MA'|| AC
a MB' || AB. Dokaite, Ze obvod trojahelnika A’'B'C’
je roven |MA| 4 |MB| + |MC|.

Re¥eni. Na obr. 27 jsou sestrojeny body A4’, B’, C".
Protoze je XMB'C = <B'CA’ = 60°, vyméiiuje sou-
mérnost podle osy o tsedky B’C polopfimku B'M
8 polopfimkou CA’. Protoze je A'M ||B'C | o, vy-
ménuje soumérnost body 4’, M, a tedy i tGsetky A'B’,

c
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CM; proto je |A'B'| = |CM|. Sedtenim ti¥i takovych
rovnosti dostaneme dokazovany vztah:

|A'B'| + |B'C'| + |C'A'| = |AM| + |BM| + |CM|.
Z—11-3

NapiSeme za sebou bez mezer druhé mocniny vSech
pfirozenych &fsel od 1 do 1000. Dostaneme tak &islo
14 916 . ... Kolik cifer ma toto é&islo?

Re¥eni. Vypodtem nebo v tabulkédch druhych mocnin
zjistime, Ze druhd mocnina pfirozenych &isel

1 a% 3 je &islo jednociferné,
4 a7 9 je ¢&fslo dvojciferné,

10 az 31 trojciferné,
32 az 99 étyiciferné,
100 a% 316 ;! péticifernd,
317 az 999  Sesticiferné

a Ze &islo 1000? je sedmiciferné. Odtud plyne, Ze podet
viech d&fslic ¢isla 14916. .. je

3.1 4+6.2422.3 4 68.4 + 217.5 + 683.6 + 7 =
=31 12 -+ 66 1+ 272 + 1085 + 4098 - 7,
tj. 5543.

Z—1—-4

Osmithelnfk vepsany dané kruZnici méa &ty¥i vrcholy
dervené a Sty¥i modré; plitom Zadné tii sousednf vrcholy
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nejsou téze barvy. Zjistéte, zda lze vidy sestrojit takové
dvé raznobézné ptimky, aby uvniti kazdého dhlu jimi
urdeného lezel jeden erveny a jeden modry vrchol.
Regeni. Rozlisime dva piipady.
a) Zadné dva sousedni vrcholy nemajf tutéz barvu;

I
L

M

Obr. 28

b) Ize najit aspont jednu dvojici sousednich vrchold
téze barvy.

V piipadé a) se barvy vrcholi st¥idaji. Na kruznici
zvolime &ty¥i body K, L, M, N tak, aby kazdy z nich
oddéloval dvé dvojice &ervend—modra, a spojime je
piimkami ob jeden (obr. 28).

V ptipadé b) necht jsou napt. body "4, B dervené;
pak jsou vrcholy C, H modré. Ptehled barvy vrcholi
si zapieme ,,tabulkou‘
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ABCDEFGH

¢ém m

: (1)

kde v druhé Fadce je zaznamenéana barva. V tabulce (1)
nemiize byt ¢ervend zidné z dvojic D, K a F, G; pak
by totiz byla modra zbyvajici dvojice a t¥i sousednf
vrcholy by byly modré. ,,Barveni‘ vrchold v tabulee (1)
Ize tedy dokonéit nékterym z téchto zpisobi:

A

ABC DETVFG H
¢ ¢ mi¢ md mim
¢ 8 mi¢ mm & im
¢ ¢ mimd ¢ mim
¢ ¢ mim¢ méim

Konstrukce bodt K, L, M, N, které je tfeba spojit
piimkami, je ve v8ech ¢tyfech piipadech zfejmé; uka-
zuji ji sipky.
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