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V. SoutéZni dlohy III. kola kategorie A

A — 1l —1
Nech » je prirodzené ¢&islo a ay, ay, ..., @y, b,, by, ..
b, kladné redlne ¢isla. Dokazte, ze plati
V@ +as+ ... +a) b+ b+ ... +b) =
= Valbl + l/azbz + ...+ Vanb'n . (1)

Dalej dokazte, ze rovnost nastane vtedy a len vtedy, ked

)

RieSenie. Doékaz urobime matematickou indukciou.
Pre n = 1 tvrdenie trivialne plati.
Pre n = 2 z nerovnosti

(Vasbe— Jfasby)? = 0 (2)
vyplyva

@by + aghy = 2V@2b1b2
a tiez
aby + @by + ashy + ah, =

= ayhy + ahy + 2]/ ayasbid,,
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t.j.
(@ + a5) (by + b)) = (Jaby + | ashy).

Odtial uz vyplyva nerovnost

V(“l + @) (by + by) = V“1b1 I V“zbz . (3)
Naviac, v nerovnosti (2) nastane rovnost jedine v pri-
pade Va,b, = V@; t.j. ked

ay Qg

by b,

Predpokladajme teraz, Ze nerovnost (1) plati pre n.
Potom na zaklade uz dokézanej nerovnosti (3) dostaneme

e A e
=Vl + -+ @) F Ca] [y + - +ba) - bpa] =
= e+ F ) Bt -t b A | tsaban

Ak vyuzijeme nerovnost (1) pre n, tak odtial mame
V@ +  F ) b+ o ) =
= Jab, 4 - + Vtwiibuss - (4)
Rovnost nastane vtedy a len vtedy, ked

An+1 ay + ... + a,
bps1 b1+---+bfn,
a stidasne (podla indukéného predpokladu)

115



A—1ll -2

Najdéte (alesponi jednu) dvojici &isel k a ¢ tak, aby
pro viechna x z intervalu (0, 1) platilo

)1 —at—ke—q| < 2(J2—1). (5)

ReSeni: Ma-li nerovnost (5) platit pro vSechna z
z intervalu (0, 1), musi platit i pro x =0 a x = 1:

n—q =H)2—1), (6)

k+4q <= H2—1). (7)
Dale pak

e+l =t—g+k+a s)2z—1<1,
a tedy nutné k < 0.
Pro [k|

r = ——
V1 + &
z (5) dostaneme

V L2 klkl B
1— s =

14k 144
=T+ —q =x])2—1. (8)
Podle (6) musi platit
i+ke—1=|)T+r—q +jg—1 = ]2—1

a tedy Vl T+ ke §V§’
142 <2,
k] <1.

116



Podle (7) a (8) dostaneme
Vr+e—pel < )2—1.
Umocnénim pak
ik rek(z—1n+2+1—2])e,

a tedy |
k| =1

Tedy nutné musi byt k = —1.
Po dosazeni za k = —1 do (6) a (8) dostaneme

n—q =3)2—0),

V2—al =3(2—0.
Odtud vyplyva, ze
g=31+]2.
Dokézeme, ze k= —1, q=+4(1+ VE) skutednd
).

vyhovuje tloze, tj. Ze platl (5
Pro kazdé z z intervalu (0, 1) plati

0 g[x——%]‘;%(?xz —2)2x+1),
dale
1—a? <o —2)/22 + 2
/T —<)2—=

JT—=2r+e—1<]2—1,
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a tedy

Ji—2+z—1—4)2—1 =i)z—1. (9

Zéiroven

JT—z=)1+e,
l—xgl/l——xz,

os)r—at+o—1,
a tedy
=2 t2o—1—-3J2—1z=z—&]2—1. (0

Z nerovnostf (9) a (10) vyplyva (1), jak jsme méli doka-
zat. '
Regil Jan Kratockvil, 4.a, gymnazium Pardubice.

A—1l -3

Nech a, B, y s uhly trojuholnika. Skiimajme ststavu
rovnfc

1
zcosff +-—cosa =1,
z
1
ycosy +—cos ff =1, (11)
x

1
2c08a + —cosy = 1.
Y

a) Ukazte, Ze x = sin afsiny, y = sin ffsin a, 2z =
= gin y/sin # je rieSenim ststavy (11).
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b) Najdite vSetky rieSenia ststavy (11).

RieSenie.
a) Plati
0 si
sin « cosﬁ—{——s ﬁ.c _ n(fx+ﬂ)
sin y sin y sin y

_ sin(e4p
~ sin (180°—a—f)

Podobne sa ukaze, ze dané hodnoty =, y, 2 vyhovu]u
aj druhej a tretej rovnici ststavy.

b) Rozlisime dva pripady:

1. Dany trojuholnik je pravouhly. MéZeme predpo-
kladat y = 90° (pripady « = 90° a § = 90° st rovnaké).

Ststava (11) mé potom tvar

1
xcosff +—cosa =1
2

1
—cosff =1
x

zcosa =1

a mé riesenie

sin
x =cos f = slin: , ¥y Iubovolné

2. Trojuholnik nie je pravouhly, t. j.

cos a.cos ff.cosy #= 0.
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Pretoze musi platit zzy + 0, musi byt tiez z +# cos «,
z #

. Z prvej rovnice potom vyplyva

cos «

2 —COS a
r = —mo—om—m—ono

z cos

a z tretej rovnice
cos y
Yy=———"—"""

1 —zcos«

Dosadenim do druhej rovnice dostaneme rovnicu pre z:

cos? y z cos? f8 !
1—2cos « 2 — COoS « ’
Po tprave mame kvadratickd rovnicu
2% cos a 8in? f + z (cos? f + cos?y — (12)

—cos? a — 1) 4 cos asin?y = 0
s diskriminantom
D = (cos? f 4 cos?y — cos? a — 1)? —
— 4 cos? asin® fsin?y.

PretoZe je « 4+ f + y = 180°, vypottom zistime, ze
plati
cos?f 4 cos?y —costa—1 =

= cos? f 4 cos? (a + f) —cos2a—1 =
= —2c¢0s asin #siny .

Odtial vyplyva, Zze D = 0.
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Teda kvadratickd rovnica (12) ma jediny Xkoren.
sin y

Dosadenim zistime, Ze je to z = —
sin 8

Podla ¢asti a) mé ststava rovnic (11) v tomto pripade
jediné riesenie.

A—1ll —4

Existuje ¢tyistén ABCD, u néhoz soucet délek hran
AB, BC, CD a AD je 12 cm a jehoz objem je vétsi nebo
roven 2]/3 cm??

ReSeni. Nejprve dokaZeme pomocné tvrzeni: ma-li
Styistén ABCD soudet délek hran |[AB|+ |BC| +
+ |CD| + |AD| roven 12 a zaroven nejvétsi moziny
objem, potom |AB|= |[BC|= |CD| = |AD|. Dukaz
provedeme sporem.

a) Necht existuji dvé rizné sousednf hrany z dané dtve-
Fice hran. Diky symetrii miZeme ptedpokladat [AD| £
# |DC)|.

Vsimnéme si bodu D', D" v roviné ACD, které maji

stejnou vzdalenost od bodu A4, C' a pro néz plati

|AD'| 4 [CD'| = |AD"| + |OD"'| =
— |AD| + |CD| = 12 — |4B| — |BC|.

Body D’, D" maji nejvétsi moznou vzdalenost od roviny
ABC, a tedy &¢tyistén danych vlastnosti s riznymi sou-
sednimi hranami nema maximalni objem, coZ je spor.
b) Necht existuji dvé rizné protéjsi hrany z dané
Stvetice, napt. [AB| # |CD|. Podle a) plati |[AD| = |CD|
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a odtud vyplyva |AB| # |AD|, coz je opdt spor s a).

Tim je pomocné tvrzeni dokédzino.

Pokud roviny ABC a ACD nejsou na sebe kolmé, tak
otodenim jedné z nich okolo piimky AC do polohy vza-
jemné kolmé ziskdme &tyistén danych vlastnosti s vét-
§fm objemem. Tedy &tyfstén s maximéalnim objemem
mé roviny ABC a ACD na sebe kolmé.

Necht S je stfed hrany AC, « = <OAD = XCAB.
Potom pro objem V &tyisténu platf

V= %__I{C_lg-lB_Sl_ IDS| = 1 40).|BS|.|DS| =

= +(2c08 «.|AB)).(sin «.|AB|).(sin « |AB|) =
= 1/3 cos a sin? «.|AB[3.
Protoze |AB| = 3, hledejme maximum funkce
fla) = 9 cos asin? a = 9 (cos a — cos? «)

na intervalu (0, =/2).
Derivace
f(«) = 9sin « (3 cos? a« — 1)

1
je rovna nule pro «, = arccos ——

B
Objem je roven
1 1 =
V = 9 (cos ayg — cos® ay) = 9(——__————_)= 2V3 .
I3 3|3

Zdvér. Pozadovany &tyfstén skuteénd existuje. Jed-
nim z nich je i &tyfstén ABCD, kde |AB| = |BC| =
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= |CD| = |AD| = 12 cm, roviny ABC a ADC jsou

1
na sebe kolmé a <xCAD = a.rccosV—_— .
3
Resil Otto Ritter, 3.d, gymnézium W. Piecka, Praha.

A —1ll1 -5

Dany je rovnoramenny lichobeznik ABCD. Nech
A', B, €', D' su postupne stredy kruznic vpisanych
trojuholnikom BCD, CAD, ABD, ABC. Dokazte, Ze
A', B, C', D' st vrcholy pravouhlého rovnobeznika.

Riefenie. Zo shodnosti trojuholnikov ABC a ABD
vyplyva, Ze polomery vpisanych kruznic st rovnaké
a teda priamka C'D’ je rovnobeind so zakladnou AB.
Podobne je aj A’B’ rovnobeina so zakladiou.

Oznadéime postupne P,, P,, P, body dotyku vpisane]
kruZnice so stranami AB, BD, AD trojuholniku ABD.
Potom plati (pozri obr. 29)
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|BD| = |BP,| + |P;D| = |BPy| + |DPy| =
= |AB| — |AP,| 4 |AD| — |AP,|.
KedZe |AP,| = |AP,|, tak odtial vyplyva
|AP,| = ; (|4B| + |AD| — |BD)) .

Ak @ je bod dotyku kruznice vpisanej do trojuholnika
ACD so stranou DC, tak rovnakym postupom zistime, Ze
|DQ| = +(|/CD| + |AD| — |40)).

KedZe lichobeznik je rovnoramenny, tak |AC| = |BD|.
Odtial vyplyva, Ze priamka P,Q = B'C’ je kolma na

zakladnu lichobeznika.

Podobne sa ukdze, ze aj A'D" je kolma na zakladiu.
Z dokazaného uz vyplyva tvrdenie tlohy.

A —1iIl —6

Dokazte, ze éislo
3+ 5y (3—s5)
(]

je prirozené pro kazdé n =1, 2, 3, .... Dale dokazte,
ze pro kazdé liché n je p, = r? a pro kazdé sudé n je
P, = bs?, kde r, s jsou vhodné piirozena ¢isla.

ReSeni. Uvazujme o posloupnosti

QIaq2’ 93,94 -« -

(BT

kde

2 2
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Cleny posloupnosti jsou kladné &fsla, pricemsz

n=1 q@=]|5.
Snadno se dosazenim piesvédéime, Ze pro kazdé pii-
rozené Gislo n plati
n+2 = Qs 1/5 Gy -
Uzitim tohoto vztahu dokazeme, 7e prok =1,2,3, ...
1
je oy celé Cislo a rovnéz —= g, je celé. Dukaz poda-
5
me matematickou indukei.
Pro k = 1 je tvrzeni ztejmé. Necht tedy

1 1
—= Qoxs Gor—1> 77— Qor-2, Qox-3> - -+ q1
Vs

Vs
jsou celd éisla. Pak
— (1
Qor1 = Q2kV5 — Qo = O 7= Qor ) — Qex—1
/5
je &islo celé a
1 1
V—g Qor+e = Qorv1 — ﬁ 9ok
je ¢islo celé. Tim je dikaz matematickou indukef hotov.
Prok =1,2,3, ... tedy mame

1
Qo1 =1, 75=qop = S,
/5
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kde r, s jsou ¢isla celd kladna. Odtud plyne

2 . 2 2
Qor—1 = 7% Qg = B8

pro kazdé k =1, 2, 3, . ... Protoze dale plati
1+ sy (—1 + |5y
e oo
2 2
3+ )5y (3—5)
o e S

prokazdén =1, 2, 3, ..., je tim celé tvrzeni dokazano.

Resil Ilja Turek, student 4.c gymnizia v Hradci Kra-
lové.

Pozndmka: Mnozi fesitelé si vSimli, Ze v Feseni tGlohy
A —1IIT — 6 lze vyuzit tzv. Fibonacciho &sel. Tato
¢éisla I, jsou definovana predpisem

F,=1, F,=1
a rekurentnim vztahem
Foyo = Fpyy + F

platnym pro kazdé prirozené &islo n. Fibonacciho é&isla
tvoii tedy posloupnost

1,1,2,83,5,8, 13,21, ...

Da se odvodit vzorec pro n-ty élen

)

jak se o tom miize dtenat poudit napi. v knizce F. Zitka
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Vytvofujict funkce.*)

Autofi této broZury poznamendavaji jesté k tloze
A —TIT — 6, Ze &islo p, ma pro n = 3 pomérné jedno-
duchy kombinatoricky vyznam. V teorii grafu se dasto

Ug

Obr. 30

vyskytuje utvar zvany kolo (obr. 30). Ukazuje se, Ze
podet koster tohoto kola je vyjadien pravé &islem p,
(viz o tom podrobnéji v publikaci J. Sedlitka Uwvod
do teorie grafi)**).

*) Skola mladych matematikt, sv. 29, Mladé fronta, Praha
1972.

**) Cesta k védéni, sv. 25, nakladatelstvi Academia, Praha
1977, cviceni II. 7,6
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