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VII. Sprava o 4. koreSpondenénom seminari MO

Na zaklade pozitivnych skusenosti s korespondend-
nym semindrom v predchidzajicich rokoch sa konal
korespondenény seminar aj v Skolskom roku 1977/78
v ramei XXVII. roénika MO. Navrh déastnikov semi-
nara predloZil doc. dr. J. Moravéik, CSec., na ziklade
vysledkov XX VI. roénika MO. Navrh vychadzal z toho,
7ze v Prahe sa bude konat celomestsky seminar vybra-
nych riesitelov MO, ktorého uéastnici budi riesit dlohy
koreSpondendéného semindra ako doméce cvidenia. Do
seminara boli preto vybrani riesitelia z jednotlivych
krajov takto: Severocesky 2, Zapadodesky 1, Juhodesky
2, Vychodocesky 6, Severomoravsky 5, Juhomoravsky 2,
Bratislava 3, Zapadoslovensky 2, Stredoslovensky 6,
Vychodoslovensky 2. Z 31 vybranych riesitelov sa prace
v semindri nezudastnil 1 zo Severodeského a 1 zo Stredo-
slovenského kraja.

Pre seminar boli vybrané nasledujice tematické okru-
hy:

Nerovnosti v algebre a geometrit — vyber 8 Gloh zostavil
Michal Kaukié 7 VSD Zilina. Hodnotenie 195 rieSeni
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od 27 riesitelov uskutoénil a s komentarom rieSitelom
rozoslal Peter Tvan z VSD Zilina.

MnoZiny bodov v priestore — vyber pozostavajici
z 11 dloh formulovanych v 6 celkoch zostavil doc. Vysin,
CSc., ktory tiez hodnotil a komentoval 183 rieseni od 21
riesitelov.

Matematickd analijza — vyber 8 uloh zostavil dr. Jir
Jarnik, CSc., ktory zhodnotil a komentoval celkom
148 rieseni od 22 riesitelov.

Kombinatorika — vyber 8 tloh zostavil dr. Frantisek
Zitek, CSc., ktory dostal na hodnotenie a komentovanie
celkom 62 rieseni od 15 riesitelov.

Skolskd tedria Cisel — vyber 8 tiloh zostavil dr. Stefan
Sakdlos z PFUK v Bratislave, ktory komentoval a hod-
notil 91 rieseni od 15 riesitelov.

Za vedenie semindra (vyber autorov tematickych
celkov, siborné hodnotenie riesitelov) zodpovedal doc.
dr. J. Moravéik, CSc.

Po zhodnoteni rieseni vSetkych tematickych celkov
mozno za najuispesnejsich tdastnikov seminara povazo-
vat tychto: Viadimir Maténa, G Trutnov 37 Gspesnych
rieSeni (zo 43 moznych), Jaroslav Hancl, G Bilovec, 36,
Josef Tkadlec, G Bilovec, 36, Milan Veséiéik, G Brati-
slava, ul. CA, 33, Zdenék Kalousek, G Jablonec n. N., 31,
Ilja Turek, G Hradec Kralové, 31, Rostislav Urban,
G Ostrava, 30.

Z vyssie menovanych ziakov 3 (Vesditik, Turek, Ka-
lousek) a 2 dalsi tdastnici korespondendéného seminira
(Kratochvil, Filakovszky), ktori zaslali len rieSenia 3,
resp. 2 tematickych celkov, boli ¢lenmi druzstva CSSR
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na XX. MMO v Rumunsku, ktoré v neoficidlnom hod-
noteni druzstiev obsadilo 5. miesto medzi 17 krajinami.
Pravidelné riesenie tiloh korespondenéného semindra ma
na tomto uspechu nesporne tieZ svoj nemaly podiel.
Vyplynulo to aj z ankety uskutoénenej v Bukuresti
medzi nasimi reprezentantmi, ktord vsak poukézala za-
rovenn na moznosti dalSieho skvalitnenia organizacie
korespondenéného seminara v budicnosti. Preto pred-
sednictvo UV MO na svojom zasadnuti v septembri
1978 rozhodlo o poriadani korespondenéného seminara
aj v Skolskom roku 1978/79, ale s niektorymi organi-
zaénymi zmenami.

Pre informaciu ¢itatelov o obsahu korespondenéného
seminara, ktory sa konal v §kolskom roku 1977/78 pri-
nasame na dal$ich strankach prehlad vsetkych tloh,
ktoré jeho tdastnici dostali na rieSenie. Tym im zaroven
poskytujeme moznost vyskusat svoje schopnosti Gspes-
ne riesit naroénejsie matematické tlohy.

Nerovnosti v algebre a geometrii (zostavil M. Kaukid,
VSD Zilina):

1. Ak abc > 0, potom

1 1 1  a®+b 4
a * b e c a®b3c?
dokazte.

2. Dokazte, %e nerovnost pa® + (1 — p) (b2 — pc?) >
> 0, kde p je realne ¢islo, a,b,c st kladné realne &isla,
je spravna prave vtedy, ked stdasne platia nerovnosti
a+b—c>0 a+c—b>0,b+c—a=>0.
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3. Dané sii dve kruznice rovnakej dlzky 1977. Na jed-
nej z nich je danych 1977 bodov a na druhej niekolko
obltikov, ktorych stdet dlzok je mensi nez 1. Dokaite,
Ze tieto kruznice mozno tak ,,polozit na seba‘, Ze ziadny
z danych bodov nebude lezat na niektorom z danych
oblikov.

4. Ak m, n st kladné racionalne éisla a > 0, potom
plati

n
mat + —=m+n.
x
Dokéite.

5. Dokazte, ze pre y = a sin®x + b sin x cos z - ¢ cosx
a vSetky redlne ¢isla 2 plati

a-+c
2

’

b ate I
2 2 2
kde D = b2 + (& — ¢)%

6. Ak a,b,c sa dIiky stran trojuholnika, z,y,z realne
&sla a plati ax + by 4+ cz = 0, potom ayz + bzx +
+ cxy < 0; dokdzte.

7. Dand je koneéna postupnost celych kladnych &isel,
ktorej ziadny ¢len nie je mensf nez dané &islo M. Okrem
toho kazdy élen tejto postupnosti zadinajic tretim je
rovny absolitnej hodnote rozdielu dvoch predchadza-
jucich élenov. Aky najvadsf podet ¢lenov moze mat taka
postupnost ?

8. Cisla a,, a,, ..., a, si také, 7e 0 < a, < a, < 2ay;
Ay S Ay =20y, oy Op_y = @y = 2a,_,. Dokaite, Ze
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v suéte S =a, + a, + a3 + ... + @, mozno vidy vy-
brat znamienka tak, ze 0 =< 8 = q,.

MnoZiny bodov v priestore (zostavil doc. J. Vydin,
CS8e.):

1. V priestore st dané dva utvary U,, U, a priamka s.
Oznadime X,, X, dva body tychto vlastnosti: X, eU, A
AX,eU, X, #X,, X,X,||s.

Vysetrite mnozinu vSetkych stredov vSetkych takych
usediek X, X, v tychto pripadoch:

a) U,, U, st dve mimobezky,
b) U, je priamka roznobezna s rovinou U,,
c¢) Uy, U, st dve roznobezné roviny.

2. V priestore je dany trojuholnik 4BC a ttvar U.
Vysetrite mnozinu vsetkych stredov gulovych pléch
opisanych vsetkym stvorstenom 4 BOX, kde X €U, a to
v pripadoch:
a) U je priamka réznobezné s rovinou 4BC,
b) U je rovina roéznobezna s rovinou 4BC a prechadza-
juca bodom 4.

3. V priestore je dany ttvar U, rovina g a trojuholnik
ABC.

Vysetrite mnozinu vsetkych vrcholov Z vsetkych
trojuholnikov XYZ, kde X eUA Yeo AXY || ABA
AYZ||BCAZX ||CA, a to v pripadoch:

a) U je priamka rdéznobezna s rovinou p,
b) U je rovina roznobezna s rovinou g.

4a. V priestore st dané dve rdzne roviny g, o a bod 4,
ktory nelezi v Ziadnej z nich. VySetrite mnozinu vset-
kych bodov vSetkych priamok, z ktorych kazda prechad-
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za bodom 4 a ma rovnakid odchylku od roviny p i ro-
viny o.

4b. V priestore st dané dva rézne body 4, B a rovi-
na g, ktora neobsahuje Ziadny z nich. Vysetrite mnozi-
nu vietkych bodov X roviny p, pre ktoré maju priamky
AX, BX rovnakt odchylku od roviny p.

5. V priestore je dany bod 4, priamka ¢ a tGtvar U.
Dalej je dané kladné &slo k. Vysetrite mnozinu vietkych
bodov X tychto vlastnosti: X eq, podiel vzdialenostf
bodu X od ttvaru U a od bodu 4 je rovny k, a to
v tychto pripadoch:

a) U je priamka mimobeZna s g,
b) U je rovina réznobezna s q.

Matematicka analyza (zostavil dr. J. Jarnik, CSc., MU
CSAV Praha):

1. Nech 0 < a < b st redlne ¢&sla, x, = a, z, = b,
T, = % (Xp—g + Tps)y,n =2,3, ....

Najdite &islo ¢ také, ze plati x,, > ¢ > Xy, n = 1,
2, ..., a dokazte, zZe plati:

Ak je d # ¢, potom existuje prirodzené &islo p také, Ze

e, —c¢| < |d—c¢].
2. Nech postupnost {z,} kladnych &isel je rastiica a nie
1
je ohranidena. Oznaéme s, =—(z;, + 2, + ... + x,),
n

n=12,....

Dokézte, Ze postupnost {s,} je taktiez rastiica a nie je
ohranic¢ena. Zostane toto tvrdenie spravne aj v pripade,
ked vynechame predpoklad, Ze ¢isla z, st kladné?
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1
3.Necha0>1,an=—[a"_l+ ],n=1,2,....
2 aﬂ—l

Dokézte: Postupnost {a,} je klesajiica a pre vSetky
prirodzené n plati a, > 1. Ak je ¢ > 1, potom existuje
také prirodzené ¢islo p, Ze plati a, < c¢ (a teda a, <c
pre vsetky prirodzené éisla n = p).

Vysetrite tiez pripad 0 < a, = 1.

4. Nech {a,} je klesajica postupnost nezapornych éisel.
Oznaéme s, =a, + ay + ... + a,, ¢, =2a, + 4a, +
b 2y, =1,2, ...

Dokézte, Ze postupnost {s,} je ohranidend prave vtedy,
ked je ohrani¢ens postupnost {¢,}. Néjdite priklad, ktory
ukaze, Ze tvrdenie vo vSeobecnosti neplati, ak vynecha-
me predpoklad, Ze postupnost {a,} je klesajtca.

5. Uréte vSetky funkcie f, ¢ definované pre vsetky
realne ¢isla @ a vyhovujice pre vSetky realne éisla z, y
rovnosti

fle —y) = f(x)g9(y) + [(y)9(x) .

6. Nech n je prirodzené ¢&islo, a, b redlne é&isla. Urdte
vietky funkcie f definované pre vsetky realne disla x
a vyhovujtce pre vietky reilne é&isla « rovnici

af(*) + f(—a") = bz .
7. Nech f je zobrazenie eukleidovského priestoru do
seba.
Dokazte: Ak je f izometria, ktorda nemé pevny bod,
potom ani zloZené zobrazenie f O f (t.j. zobrazenie g,

ktoré priraduje kazdému bodu 4 bod g(4) = f(f(4))),
nems pevny bod.
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Pozndmla: Zobrazenie F eukleidovského priestoru
do seba sa vola izometriou, ak zachoviva vzdialenost
bodov, t.j. ak 4, B st lubovoIné dva body priestoru, je
vzdialenost bodov F(4), F(B) rovné vzdialenosti bodov
A, B.

Nech F' je zobrazenie mnoziny M do mnoZziny M.
Prvok x €M sa nazyva pevnhym bodom zobrazenia F,
ak plati F(x) = «.

8. Nech M je neprazdna mnozina funkeif f tvaru
f(@®) = ax + b, a # 0, ktord mé tieto vlastnosti:

a) AkfeM, geM, potom gOfeMkde h =g O fje
funkcia definovana vztahom A(z) = g(f(z)).

b) Ak feM, potom f_, eM, kde f_, je funkcia defino-
vand vztahom f_,(z) = y, kde x = f(y).

¢) Ak feM, potom existuje pevny bod zobrazenia f,
t.j. redlne ¢slo x; také, ze plati f(x) = w,.

Dokéazte, ze existuje také redlne dislo ¢, Ze plati
f(t) = ¢ pre vSetky funkcie f € M.

Udajte priklady mnoziny M obsahujtcej: a) konedne
mnoho, b) nekoneéne mnoho prvkov.

Kombinatorika (zostavil RNDr. F. Zitek, CSc., MU
CSAV Praha):
O koneénej postupnosti celych &éisel tvaru

¢ =20, ¢,¢C3...,¢, =¢C (1)

budeme hovorit, ze ma dlzku » a kondi &islom c.
Hovorime, ze postupnost (1) je malo rastica, ak pre

7=12,...,n plati 0 < ¢;—¢;_y = 1. Postupnost (1)

nazveme alternativnou, ak pre j =1,2,...,n plati
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le; — ¢;—y| = 1. Ktoré postupnosti st zédroveni mélo ras-
tice aj alternativne ?

1. Odvodte vzorec pre podet p, (y) (n prirodzené, y ce-
16) vietkych réznych alternativnych postupnosti dizky »
kondiacich ¢islom y. Vysetrite vlastnosti funkecii p,,
n=1213,....

2. Odvodte vzorec pre podet m,(y) vSetkych réznych
malo rasticich postupnosti dizky n kondiacich &slom .
Vysetrite vlastnosti funkeii =, n =1,2,3, ....

3. Odvodte vzorec pre pocet p,(y, b) vSetkych roznych
alternativnych postupnosti dlzky » konédiacich ¢islom y
a takych, ze pre vsetky 7 =0,1,2,...,n je ¢; =b
(b celé).

4. Odvodte vzorec pre podet m,(y, k) vSetkych réznych
mélo rastiicich postupnosti dizky » konéiacich é&islom y
a takych, Ze pre vSetky j =0,1,2, ...,n plati ¢; = kj
(k = 0 realne).

5. Odvodte vzorec pre podet ¥ (y, k) vietkych réznych
malo rasticich postupnosti dizky n konéiacich &slom y
a takych, Ze pre vietky j = 1,2, 3, ...,n plati ¢; < kj
(k > 0 realne).

6. Odvodte vzorec pre potet p,(y, a, b) vietkych réz-
nych alternativnych postupnosti dlzky = kondiacich
¢islom y a takych, Ze pre vsetky § = 0, 1, 2, ..., n plati
a =c¢; =b(a,b celé).

7. Odvodte vzorec pre podet p¥(y, k) véetkych réznych
alternativnych postupnostf dlzky n konéiacich &slom y
a takych, Ze pre vsetky § =0,1,2, ...,n plati ¢; =< kj
(k > 0 realne).

8. Pri pokladni kina s jednotnym vstupnym 5 Kés
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stoji N zaujemcov, z ktorych p plati pétkorunou,
ostatnych d = N — p desatkorunou.

Kolkymi réznymi spésobmi mozno usporiadat frontu
N kupujucich tak, aby pokladnik, ktory na zadiatku
predaja neméa v pokladni Ziadne peniaze, mohol kazdé-
mu kupujicemu s desatkorunou ihned vydat naspat ?

Ako sa tento pocet zmeni, ak pokladnfk ma na zadiat-
ku v pokladni £ pitkortn? (Predpokladime samozrej-
me, ze nikto nekupuje viac nez jeden listok.)

Skolsk4 tedria &isel (zostavil dr. 8. Sakdlos, PFUK
Bratislava):

1. Napiste za sebou vSetky ¢isla od 100 do 999.
Vznikne tak dekadicky zapis nejakého ¢isla V.

a) Dokazte, Ze N nie je Stvorcom Ziadneho prirodzeného
¢isla.

b) Dokazte, Ze N nie je prvoéislo.

c) Uréte najvicsieho spoloéného delitela ¢&isel N a

27 000.

d) Uréte najvadsieho spoloéného delitela disel N a

27 027 000.

e) Dokazte, ze N nie je (vysSSou neZz prvou) mocninou
ziadneho prirodzeného ¢isla.

2. Najdite najvadsie prirodzené ¢&islo z, také, ze

4
z 4
& =4k .
3. Akym najvadésim éislom mozno kratit zlomok

73000 ___ 33000

53000
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4. Dokazte, Ze existuje 3.10° za sebou nasledujticich

10
zloZenych prirodzenych &sel mensich nez 10 .
5. Dokazte, Ze ¢éislo

10014000 L 4, 10001000
je zloZené.
6. Dokazte, ze kvadratickd rovnica

8 10 9
88 22 L 10 x4+ 9° =0

ma dva realne roézne korene, ktoré su iracionalne.

7.a) Dokazte, Ze exponent ¢&isla 2 v rozklade é&isla n!
na sGéin prvodisel je n —k, kde k je pocet jednotiek
v dvojkovom zapise ¢isla n.

b) Dokézte, Ze exponent prvodisla p v rozklade &isla n!

n—

k
na sudin prvodisel je T kde k je ciferny stdet

v p-adickom zapise éisla n.
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