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VIII. Správa
о XX. medzinárodnej matematickej olympiádě

1. ORGANIZÁCIA A PRIEBEH SÚŤAŽE

medzinárodná matematickáJubilejná — XX.
olympiáda (MMO) sa konala v dňoch 1.—13. 7. 1978
v Rumunsku — v krajině, ktorá před takmer 20 rokmi
přišla s iniciativou konat tieto velmi užitočné medzi-
národné merania sil matematických nádejí. Doteraz
Rumunská socialistická republika (RSR) usporiadala
nielen I. (1959), ale aj II. (1960) а XI. (1969) MMO.
Poriadatelom tohoročnej MMO bolo ministerstvo škol-
štva RSR, ktoré na čele s ministerkou s. prof. Ing. Suza-
nou Gideaovou, DrSc., věnovalo organizácii tohto sviat-
ku školskej matematiky značná pozornost. Pri přípravě
odbornej časti sútaže a rámcového programu úzko spolu-
pracovali predstavitelia a členovia rumunskej matema-
tickej spoločnosti Societates de stiinte matematice din
RSR. Predsedom organizačného výboru XX. MMO bol
prof. dr. Gheorghe Mihoc, člen Akademie vied RSR.
Posláním pozvánok do takmer 30 krajin sa hostitelia

usilovali získat na jubilejnej MMO rekordnú účast
družstiev i jednotlivcov, no nepodařilo sa im překonat
nielen vlaňajší rekord, ale ani účast na predchádzajúcich
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3 ročníkoch. Súťaže XX. MMO sa zúčastnili kompletně
osemčlenné družstva 16 krajin: Rakúska (A), Bulharska
(BG), ČSSR (CS), NSR (D), Francúzska (F), Velkej
Británie (GB), Mongolská (M), Holandska (NL), Polska
(PL), Rumunska (R), Švédská (S), Finska (SF), Turecka
(TR), USA, Vietnamskej socialistickej republiky (VN),
Juhoslávie (YU) a štvorčlenné družstvo Kuby (C).
Vedúci delegácií uvedených 17 zemí tvořili medzinárod-
nú jury sútaže, ktorej predsedom bol prof. dr. loan
Cuculescu, učitel bukurešťskej univerzity.
Váčšina vedúcich delegácií přicestovala do Bukurešti

v sobotu 1. 7. 1978. Organizátoři ich po skupinkách
odviezli do městečka Bušteni ležiaceho cca 140 km od
hlavného města v údolí rieky Prahový nedaleko Predea-
lu. Toto turistické středisko na úpatí legendárného Carai-
manu (2384 m) v pohoří Bucegi vyhliadli za bydlisko
a miesto práce jury. Jej členovia a rumunskí organizá-
tori bob tam ubytovaní v hoteli Biroul de turism pentru
tineret (rumunská CKM).
Prvé oficiálně stretnutie členov jury sa uskutočnilo

v nedelu 2. 7. predpoludním v miestnej strednej škole,
kde členovia jury nachádzali po celý čas pobytu v Bušte-
ni velmi dobré podmienky pre svoju prácu. Zasadnutie
viedol aJcad. Mihoc, ktorý v úvodnom slově připomenul
podiel RSR na vzniku a organizovaní MMO, představil
členov organizačného výboru a představitelův jednotli-
vých komisií XX. MMO, ospravedlnil předsedu jury
prof. dr. Cuculescu pre rekonvalescenciu po predchádza-
júcom onemocnění a představil vedúcich delegácií
zúčastněných krajin, z ktorých chýbal už len vedúci
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delegácie USA pro komplikácie s dopravou. Ďalej pri-
pomenul hlavné zásady organizačného poriadku XX.
MMO a informoval o programe práce jury i žiakov, kto-
rých příchod do Bukurešti očakávali rumunskí hostitelia
v pondelok 3. 7. V zastúpení rezortu školstva přivítal
vedúcich zahraničných delegácií i ostatných účastníkov
MMO s. Bošovej, inspektor kraja Prahova. Na závěr
prvej časti zasadnutia jury informoval akad. Mihoc, že
organizátoři dostali z 12 krajin celkom 54 návrhov úloh,
z ktorých rumunská úlohová komisia vybrala 17. Texty
a stručné riešenia týchto 17 úloh vo všetkých 4 roko-
vacích jazykoch (angličtina, francúzština, němčina,
ruština) dostali vedúci delegácií v zapečatených obálkách
na závěr zasadnutia.
Po krátkej prestávke následovala panelová diskusia

(beseda za okrúhlym stolom) na tému Podiel národných
a medzinárodných matematických olympiád na rozvoji vy-
ucovania matematiky. Žial’, vedúcim zahraničných dele-
gácií nebola téma diskusie vopred známa a preto sa
z nich na vystúpenie v nej nik vopred nepřipravil. Táto
skutočnosť poznamenala nepriaznivo celý priebeh dis-
kusie, v ktorej jediný rozsiahlejší vopred připravený
referát predniesol vedúci delegácie RSR prof. Draghi-
cescu. Zdóraznil v ňom, že vědeckotechnický rozvoj si
vyžaduje revolúciu aj v matematike, a to nielen vo
vnútri — pri rozvoji matematických vědných disciplín,
ale aj navonok — pri odovzdávaní matematických po-
znatkov na všetkých stupňoch vzdelávania. S narasta-
júcim množstvom matematických informácií, ktoré si
majú žiaci spolahlivo osvojit, narastá význam stimulov
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získavajúeich žiakov pre systematickú samostatnú prácu
v matematike. Jedným z takých účinných stimulov je
aj matematická olympiáda, a to ako národná, tak aj
medzinárodná, čo je overené mnohoročnými skúsenosťa-
mi. Podrobné sa zaoberal poznatkami z matematickej
olympiády v Rumunsku, konanéj každoročně od roku
1954 v priamej nadváznosti na matematickú súťaž
v riešení úloh v časopise Gazeta matematica, uskutočňo-
vanej každoročně od roku 1902. MO sa v RSR zúčast-
ňujú každoročně tisícky žiakov středných škol a úspěch
v sútaži je pre váčšinu z nich impulzom pre ďalšie seba-
vzdělávanie v matematike. Vítazi jednotlivých ročníkov
MO sa uplatňujú ako odborníci v matematike i v ostat-
ných oblastiach védy a techniky. V rumunskej škole
hodnotia profesionálnu schopnost učitelov matematiky
podlá výsledkov ich žiakov v MO. Tento ukazovatel je
jedným z hlavných kritérií hodnotenia kvality učite-
1’ovcj práce. Středná generácia rumunskýchmatematikov
robila prvé kroky к tvořivej práci vo svojom odbore na
pode МО a MMO a obe súťaže přispěli značné к vzniku
a formovaniu matematickej školy, ktorou sa RSR hrdí.
Nesporný je aj ich vplyv na orientáciu obsahu vyučova-
nia matematiky v strednej škole nielen po stránke for-
matívnej, ale aj informativněj. V RSR niet stredoškol-
skej učebnice matematiky, ktorá by nesledovala aj
úspěch žiakov v МО. V závere svojho příspěvku prof.
Draghicesu konštatoval, že MMO sa stali velmi dobrým
prostriedkom pre spoznávanie a výměnu skúseností
mladých matematikov i ich učitelov. V tom třeba vidief
i príspevok matematiky a matematikov к vytváraniu
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ovzdušia mierovej spolupráce a dorozumenia medzi ná-
rodmi celého světa.

Referát prof. Draghicesu doplnil akad. Mihoc podrob-
nou informáciou o organizačnej štruktúre MO v RSR
a opátovne zdóraznil, že výsledky v súťaži sú velmi dob-
rým prostriedkom pre overenie kvality školského vy-
učovania.

Prof. Lyness (GB) v krátkej poznámke konstatoval, že
vo Velkej Británii neuplatňujú systém súťaženia pre
mládež do 16 rokov. MO organizujú len pre najlepších
žiakov najvyšších ročníkov strednej školy. Podlá něho
nie je MO prínosom pre priemerných žiakov, ale u naj-
schopnějších zvyšuje záujem o matematiku. Výsledky
žiakov v MO sú však stimulom pre učitelov a zvyšujú
ich záujem o problematiku riešenia úloh.
Prof. Stanešilci (R) konštatoval, že každý štát potře-

buje ludí, ktorí poznajú matematiku a vedia ju používat.
MO je jedným z prostriedkov к výchove takýchto ludí.
Vyslovil otázku existencie dalších vhodných prostried-
kov a metod ich využívania. Konštatoval, že RSR roz-
šířili MO aj pre 10—12ročné děti, a to s velkým úspe-
chom. Vyslovil presvedčenie, že pravidelné riešenie ma-

tematických úloh má pre rozvoj matematického talentu
prinajmenšom taký význam, ako pravidelné cvičenie
na nástroji pre rozvoj uměleckého nadania hudobníka.
Nadhodil myšlienku vypisovat témy na samostatná
prácu (nie úlohy) medzi dvorná MMO, ktorých spraco-
vanie by sa zvlášt hodnotilo.
Prof. Le Hai Chau (VN) sa v krátkom příspěvku za-

meral na niektoró otázky súvisiace s organizáciou MMO.
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Navrhoval, aby niektoré krajiny, ktoré majú s MO bo-
haté skúsenosti, spracovali akýsi minimálny program
pře účastníka MMO. Nepovažuje za správné, aby sa žiak
mohol zúčastnit MMO viac než raz a rovnako sa mu

nezdá, aby pre sútaž boli vybrané dve úlohy z návrhu
jednej krajiny.
Jeho vystúpením sa panelová diskusia prakticky skon-

čila a celé nedelné popoludnie rezervované na jej pokra-
čovanie využili členovia jury na štúdium předloženého
návrhu širšieho výběru úloh. Vydatná búrka prinútila
к tomu aj tých, ktorí by snáď boli dali přednost prvej
dlhšej prechádzke ulicami městečka pod Caraimanom.
V pondelok 3. 7. predpoludním sa uskutočnilo prvé

pracovné zasadnutie jury už pod vedením předsedu prof,
dr. Cuculescu. Tento v úvode informoval o zložení ко-
misie pre výběr úloh a uviedol, že komisia pri svojej
práci nepředpokládala, že by bolo třeba respektovat zá-
sadu, aby vo výbere šestice úloh pre sútaž nebola z ná-
vrhu žiadnej krajiny viac než jedna úloha. Preto v před-
loženom súbore 17 úloh boli jednotlivé krajiny zastúpe-
né takto: BG 2, C 1, CS 1, D 1, F 3, GB 2, NL 1, S 1,
USA 2, VN 1, YU 2. Iba z návrhu SF nevybrali žiadnu
úlohu, ostatné zúčastněné krajiny úlohy pre XX. MMO
nenavrhli. Komisia usilovala predovšetkým o to, aby
v súbore boli rovnoměrně zastúpené jednotlivé oblasti
školskej matematiky. Tento záměr sa jej však celkom
splnit nepodařilo, pretože v zaslaných návrhoch prevlá-
dali úlohy s tematikou školskej teorie čísel a kombina-
toriky a velmi slabo bola zastúpená geometria, a to rov-
nako rovinná ako priestorová.
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Už pri prvej rozpravě o úlohách sa jury rozhodla vy-
radit tri z nich buď preto, že ich riešenie bolo založené
na všeobecne známom principe a namet nebol originál-
ny (československá a jedna francúzska) alebo preto, že
sa javili ako příliš náročné pre klauzúrnu sútaž (švéd-
ska). Na závěr rozpravy bolo zostávajúcich 14 úloh
orientačně rozdělených do tabulky jednak podlá téma-
tiky: číselná teória (5), algebra (3), teória množin a kom-
binatorika (3), planimetria (2), stereometria (1) a jednak
podlá obíažnosti, ktorú im jury prisúdila: nenáročné (3),
stredne obťažné (5), obtažné (2), značné náročné (4).
Potom sa přikročilo к vyberu šestice metodou, ktorá sa
osvědčila vláni v Juhoslávii: Každý člen jury předložil
svoj návrh šiestich úloh pre sútaž, pri ktorom mal reš-
pektovat zásadu, aby boli zastúpené všetky tematické
oblasti a aby súbor obsahoval dve 1’ahké a dve velmi
náročné úlohy. Úlohy s najnižším počtom hlasov vypa-
dávali a tí, ktorí ich navrhovali, rozdělili svoje hlasy
zostávajúcim úlohám.
Hoci už po prvom sčítaní hlasov, ktorým začalo po-

poludňajšie zasadnutie jury, vypadli 4 úlohy, bolo po-
trebných ešte šest skrutínií přetkaných občas zaujíma-
vou, ale prevažne rozvláčnou diskusiou, kým sa výběr
redukoval na potřebných 6 úloh. Pri hlasovaní o jeho
přijatí bolo 12 hlasov za, nik proti pri 5 abstenciách.
(Předseda jury okrem jednej či dvoch výnimiek vóbec
nehlasoval.)
Na závěr pondelňajšieho rokovania rozhodla jury ešte

o rozdělení vybranej šestice súťažných úloh na dve troji-
ce pre jednotlivé sútažné dni.
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Y utorok 4. 7. predpoludním pokračovala jury vo
svojej práci už za účasti zástupcov vedúcich delegácií,
ktorí 3.7. priviedli svoje družstva do Bukurešti a krátko
před polnocou přicestovali do Bušteni. Jej rokováni e
sa začalo prečítaním listu dr. I. Tomescu, člena komisie
pre výběr úloh, v ktorom oznamuje, že princip riešenia
holandskej úlohy (bola vybratá do súboru súťažných
úloh ako úloha č. 6) sa v určitej podobě nachádza v knihe
W. D. Wallisa vydanej r. 1972 v nakladatelstvo Springer.
Táto informácia vyvolala rozsiahlu diskusiu so značné
rozclielnymi stanoviskami. Nakoniec však jury váčšinou
hlasov (11 za, 6 abstencií) rozhodla nemeniť súbor
G úloh přijatých na predchádzajúcom zasadnutí. Po
tomto rozhodnutí sa členovia jury rozdělili do 3 skupin,
z ktorých každá sformulovala texty 2 z vybraných úloh
vo všetkých 4 rokovacích rečiaeh. Schvalovanie oficiál-
nych textov bolo v jury sprevádzané, ako obvykle, siaho-
dlhou diskusiou jazykovo-terminologickej povahy.
Po poludňajšej prestávke následovalo rozhodovanie

o stanovení maximáhieho počtu bodov za úplné riešenie
úloh, pri ktorom sa opat použila metoda individuálnych
návrhov jednotlivých delegácií. Jury sa relativné rýchlo
podařilo vyriešit túto otázku, čím sa prvá etapa jej
práce skončila.
Vedenia jednotlivých delegácií mohli preto začat

s preklaclom textov úloh do materčiny súťažiacich žiakov
a ich přípravou pre rozmnoženie v dostatočnom počte
exemplárov.
Vo večerných hodinách sa v kultúrnom dome uskutoč-

nilo prijatie členov jury meštanostom Bušteni, ktorý im
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v krátkom príhovore přiblížil históriu, přítomnost i bu-
dúcnost města. Od roku 1840 z osady 12 drevorubač-
skýcli rodin narástlo do dnešných 12 tisíc obyvatelov
s perspektivou moderného centra s rozsiahlou výstav-
bou hotelov a turistických ubytovní v údolí Prahový
i v horách nad ním.

Klepanie textov úloh v materčine žiakov pokračovalo
i v středu (5. 7.) predpoludním a po ich rozmnožení
mohli popoludní vedúci delegácií a ich zástupcovia po
opátovnej kontrole správnosti vložit po jednom exem-
plári do připravených obálok s kódmi jednotlivých žia-
kov.
Je len pochopitelné, že krátké volno, ktoré potom na-

sledovalo, využila váčšina z členov jury na zaslúžený
oddych a prechádzky po Bušteni a jeho okolí.
Vo štvrtok 6. 7. v skorých ranných hodinách cestovali

členovia jury autobusom do Bukurešti, kde sa v aule
Agronomického inštitútu Nicolae Balcescu uskutočnilo
slávnostné otvorenie XX. MMO. Po krátkom príhovore
akad. Mihoca prečítal nám. min. školstva RSR pozdrav-
ný list ministerky školstva, ktorá sa ospravedlnila pre
účast na plenárnom zasadnutí tJV KSR, vyslovil prianie,
aby mladí Tudia z róznych krajin súťažili vždy len na
mierovom poli a zaželal všetkým účastníkom plný úspěch
v súťaži. Potom sa 132 sútažiacich na XX. MMO rozišlo
do 8 posluchární inštitútu, aby sa pustili do riešenia
prvej trojice nasledujúceho súboru úloh, ktorý pre nich
jury vybrala:
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Prvý den súťaze — 6. júla 1978

v(-^vX Л
1. Nechám, n, 1 ^ m < n sú prirodzQné čísla také, že

dekadické zápisy čísel 1978m a 1978w končia rovnakým
trojčíslím. /
Určte čísla m, n s touto vlastnosťou tak, aby súčet
m -f- ?jr'bol minimálny. (fertra, 6 bodov?)

^b'ktVvv 2. Je daná gula a vo vnútri nej pevný bod P. Nech
А, В, C sú lubovolné body ležiace na povrchu gule také,
že úsečky PA, PB, PC sú pe-dvoeh -влнмра kolmé
a PQ je tělesová uhlopriečka kvádra s hranami PA, PB,
PC. >
Urcte množinu všetkých takých bodov Q. (USA,Tbudov)' У

3. Množina všetkých celých kladných čísel je zjedno-
tením dvoch disjunktných podmnožin ' -ii., /

{/(1), /(2), ..., f(n), ...}, (gr(l), g{2), ..., g{n), ...},

pričom
/(1) < /(2) < ... < /(n) < ... ,

gr(l) < g(2) < ... < g(n) < ...

ff(n) = f(f(n)) + 1
>pre všetky n ^ 1.

Určte /(240). (ííeTká Británia, 8 bodov).

Druhý den súťaze — 7. júla 1978

4. V trojuholníku ABC je = \AC^i Kružnica,
ktorá sa dotýká zvnútra kružnice opísanej trojuholníku
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ABC, sa dotýká úsečiek AB, AC v^-eseedenom...poradí--!
v bodoch P, Q. »— __

Dokážte, že střed úsečky PQ je stredom kružnice vpísa-
nej trojuholníku ABC. (k^á^JLJiodoy.)

5. Nech ax, a.2, »3, ...,%, ... je postupnost navzájom
róznych -celých„kladných čísel. Potom pre každé -celé -
n ^ 1 platí i ^^Ý U7C к 'JCCC+.oy ц,'

*
afc

S—^ £— ;
a=i л=1 &

« 1

dokažte. (Prancúzsk.o, 6 bodový -

6. Členovia medzinárodnej spoločnosti sú príslušníkmi
6 róznych zemí. Zoznam členov tejto spoločnosti obsa-
huje 1978 mien očíslovaných 1, 2, ..., 1978.
Dokažte, že existuje aspoň jeden taký člen spoločnosti,

v tomto zozname sa rovná buďjt/tvc ktorého pořadové číslo
súčtu pořadových čísel dvoch iných členov z jeho kraji-
ЗУ> alebo dvojnásobku pořadového čísla jedného z členov
spoločnosti z jeho krajiny. (Holandsko, 8 bodóv.)
V zátvorke za textom úlohy je měno krajiny, ktorá

předložila návrh úlohy a maximálny počet bodov, ktorý
mohol riešitel získat za jej úplné riešenie. Pri súťaži však
žiaci tieto údaje nepoznali. Věděli iba, že na riešenie
každej trojice sútažných úloh majú 4 hodiny čistého času.
Pre zodpovedanie otázok na případné nejasnosti v texte
se opat použila osvědčená písomná forma, pri ktorej
žiak má možnost poslat otázku na lístku к tomu určenom
najneskoršie pol hodiny po obdržaní textov. Otázka sa
prečíta a přeloží v jury, ktorá taktiež schvaluje plný
text odpovede.
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Třeba povedať, že tohto roku ako v prvý, tak aj
v druhý súťažný deň bolo žiackych otázok výnimočne
málo. V prvý deň (6. 7.) po splnění tejto úlohy odišli
členovia jury do budovy ministerstva školstva RSR,
kde ich přijala ministerka školstva prof. Ing. S. Gideaová,
DrSc., člen korespondent AVRSR. Vo svojom přivita-
com přejave o.i. vyzdvihla význam matematiky pre
vedecko-technický rozvoj i formovanie osobnosti mla-
dých 1'udí a podrobné informovala o organizácii školstva
v RSR. Po přijatí na MŠ RSR čakal členov jury únavný
návrat do Bušteni, kde zasadli к obědu v čase obvyklom
pre olovrant.
V piatok 7. 7. sa história s cestováním do Bukurešti

a spát zopakovala, ale s tým rozdielom, že po zodpove-
daní otázok к textom následovala malá autokarová pre-
hliadka hlavného města RSR so zastávkou v budově
rektorátu bukurešťskej univerzity, kde členov jury přijal
jej rektor prof. dr. Gheorghe Ciuciu, ktorý je profesorom
matematiky. Od něho sa dozvěděli najdóležitejšie údaje
o štruktúre univerzity s 8 fakultami. O cieloch a organi-
začnej štruktúre rumunskej matematickej spoločnosti
informoval v krátkom prejave jej podpredseda akad.
Gains Jacob. Následovala prehliadka nových štvrtí
takmer dvojmiliónovej rumunskej metropoly, kde sa
přítomní mali možnost přesvědčit, že tvrdenie o 10 kve-
toch vysadených v „Paříži východu4‘ na každého oby-
vatela nie je nadnesené. Táto malá exkurzia sa skončila
expresnou prehliadkou známého bukureštského skanze-
nu „Museul satului“.
Po návrate z Bušteni a fázovo posunutom obede na-
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sledovala schódzka jury s koordinátormi, ktorých bolo
18 — trojica pre každú úlohu. Na nej boli stanovené
niektoré zásady pre hodnotenie riešení. Spoločné roko-
vanie jury s koordinátormi pokračovalo ešte v sobotu
ráno. V jeho závere předseda jury prof. Cuculescu vy-
slovil zásadu, že žiak, ktorý vyriešil úlohu, hoci aj s chy-
bami, mal by dostat za ňu aspoň polovicu možných
bodov. Naopak ten, ktorý úlohu nevyriešil, by v žiad-
nom případe nemal dostat viac než polovicu možných
bodov.
Potom už následovala náročná a zodpovědná práca

spojená s hodnotením a koordináciou, ktorá si vyžiadala
zvyšok soboty (8. 7.) a celú nedelu (9. 7.).
V pondelok 10. 7. predpoludním sa jury zišla na svoje

závěrečné zasadnutie. Pri jeho otvorení předseda jury
prof. Cuculescu blahoželal akad. Mihocovi к 72. národe-
ninám, ktoré oslávil počas XX. MMO. Na programe ro-
kovania bolo — ako je to na MMO obvyklé — najskór
schválenie hodnotení v tých prípadoch, keď nedošlo
к dohodě medzi koordinátormi a vedením delegácie. Ten-
toraz boli iba 3 také případy a boli vyriešené poměrně
rýchle. Potom následovali návrhy na udelenie speciál-
nych cien za originálně riešenia úloh a po prestávke
slúžiacej к tomu, aby sa členovia jury s riešeniami před
hlasováním mohli podrobnejšie zoznámit, sa rozhodovalo
o ich udelení. Za riešenie 1., 4. a 5. úlohy neboli předlo-
žené žiadne návrhy, zo 4 návrhov na špeciálnu cenu za
2. úlohu neschválila jury ani jeden. Zo 6 návrhov za
3. úlohu přešli dva: finskému žiakovi Markkanenovi
Markku a Holanďanovi Marc Leeuwenovi a boli schvále-
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né oba návrhy na speciálnu cenu za riešenie 6. úlohy:
Angličanovi Richardovi Ewen Borcherdsovi a vyššie
měnovánému holandskému žiakovi, ktorý takto získal
dve speciálně ceny aj napriek tomu, že na základe ďalšie-
ho rozhodnutia jury dostal za celkový výsledok na XX.
MMO len druhů cenu. Rozhodnutie o bodových hráni-
ciach pre udelenie cien padlo tentoraz totiž až příliš
rýchle a patřilo к najmenej přesvědčivým rozhodnutiam
jury XX. MMO. Privelmi bolo poznamenané extrémom,
do ktorého zašiel předseda jury prof. Cuculescu v snahe
vyvarovat sa rezolutného vedenia jury, ktoré mal v čer-
stvej památi z XIX. MMO. Rozhodovalo sa totiž prak-
ticky len medzi dvorná předloženými návrhmi: juhoslo-
vanským (I. cena od 40 do 32 bodov, II. 31—26, III.
25—22) a švédským (I. 40—35, II. 34—-27, III. 26—22)
a pomerom hlasov 9 : 8 prešiel švédsky návrh, keď
předseda jury sa nevyjádřil, ale iba lakonicky konšta-
toval, že zaň hlasovali A, BG, GB, M, S, SF, TR, USA
a VX. Stalo sa teda v dósledku tohto rozhodnutia, že
aj napriek čl. 14 org. poriadku XX. MMO, podlá ktoré-
ho počet udělených I., II. a III. cien má byť přibližné
v pomere 1:2:3, bol přijatý návrh, kde tento poměr
je 5 : 20 : 38 a jedným hlasom prepadol návrh s pome-
rom 11 : 20 : 32. Posledná část rokovania jury bola ve-
novaná rozpravě o otázkách organizovania budúcich
MMO, ktorú předseda zařadil do programu pod vplyvom
vystúpenia vietnamského delegáta pri panelovej diskusii
v prvý deň olympiády. Najviac diskutovanými otázka-
mi boli viacnásobná účast jedného žiaka na MMO
a potřeba akéhosi minimálneho tématického programu
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MMO. Okrem toho československá delegácia doporu-
čovala znížiť počet členov družstva vzhladom na orga-
nizačné ťažkosti súvisiace s rastúcim počtom krajin
zúčastňujúcich sa MMO a polský delegát navrhoval,
aby za miesta práce jury boli, pokial možno, volené
univerzitně centrá, v ktorých je к dispozícii knižnica
s dostatkom matematickej literatury. Šlo však, ako
tomu ani inak nemohlo byť, len o akademická debatu,
bez prijímania záverov.
Ohýbalo tentoraz tradičné vystúpenie delegáta kraji-

ny, ktorá sa chystá usporiadať budúcu MMO. V kuloá-
roch sa totiž hovořilo len o tom, že MMO v roku 1980
móže usporiadať Mongolsko i Velká Británia a v roku
1981 USA, ale o MMO v roku 1979 sa nikto neuchádzal.
Večer v spoločenskej miestnosti hotela pre členov

jury predviedol tance a piesne z róznych oblastí Rumun-
ska folklórny súbor v ludových krojoch a potom nasle-
dovala rozlúčková večera na závěr spoločnej práce v Buš-
teni. Na nej akad. Mihoc podákoval za aktivitu počas
práce jury všetkým delegáciám, zvlášť Turecku, ktoré
sa MMO zúčastnilo po prvý raz a vyslovil polutovanie
nad tým, že niektoré delegácie — pravidelní účastníci

sa tejto jubilejnej olympiády nezúčastnili.
Mal tým na mysli Maďarsko, NDR a ZSSR, ktoré na do-
terajších MMO patřili tradičné к najúspěšnějším. Z Bu-
dapešti na XX. MMO přicestoval redaktor L. Csirmaz,
ktorý sa vydával za maďarského pozorovatelů a na sláv-
nostnom otvorení i zakončení olympiády zaujal miesto
za predsedníckyin stolom. Podlá jeho informácií sa
Maďarsko na XX. MMO starostlivo připravilo, ale údaj-

MMO
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ne nedostalo pozvánku. Podlá informaci! usporiadatelov
ministerstvá školstva NDR a ZSSR vysvětlili neúčast
svojich delegaci! krátkosťou času na ich přípravu pre
oneskorené obdržanie pozvania. Každopádně však
neúčast spomínaných delegácií bola pre XX. MMO
ochudobnením.
Jednotlivé sútažné družstvá po svojom příchode do

Bukurešti (prevažne v pondelok 3. 7.) boli ubytované
v internáte Agronomického inštitútu Nicolae Balcescu.
V utorok (4. 7.) predpoludním si vypočuli zasvátené
informácie o historii RSR a jej hlavného města, po kto-
rých následovala okružná jazda autokarom po Bukurešti
zakončená prehliadkou národněj galérie RSR. Večer sa
v klube mládeže střetli s predstavitelmi středoškolského
oddelenia ÚV Zvázu komunistickej mládeže Rumunska
a pozřeli si kultúrny program, po ktorom následovalo
spoločenské posedenie s hudbou a tancom.
V středu (5. 7.) predpoludním si mohli pozrieť Museul

satului a Múzeum prírodných vied G. Antipu a popoludní
oddychovali, aby nazbierali dostatok fyzických i psy-
chických sil pre náročnú súťaž, ktorá na nich v nasle-
dujúcich dvoch dňoch čakala. V sobotu 8. 7. ich auto-
busy odviezli к Čiernemu moru, kde boli ubytovaní
v Navodari pri Konstanci. Okrem kúpania v moři a po-

bytu na pláži si pozřeli kultúrny program, ktorý pre
nich připravili pionieri v najváčšom pionierskom tábore
v Europe v Navodari (8. 7. večer), akvárium s mořskou
faunou a flórou a archeologické múzeum (9. 7. před-
poludním). V pondelok 10. 7. večer sa vrátili naspat
do Bukurešti, kde ich v utorok predpoludním čakalo

166



v aule agronomického inštitútu malé sympózium, počas
ktorého predviedli svoje riešenia účastníci MMO odme-
není špeciálnymi cenami a tí, ktorí boli na speciálně
ceny navrhovaní. Na druhů polovicu sympózia sa dostali
už aj clenovia jury, ktorí sa ráno definitivně rozlúčili
s Bušteni a na zvyšok rumunského pobytu boli ubyto-
vání v budově internátu bukurešťského agronomického
inštitútu. Už počas sympózia, ale najma po jeho skon-
čení dostávali sútažiaci od vedení svojích delegácií
prvé informácie o výsledkoch, ktoré na XX. MMO
dosiahli.
V utorok popoludní sa uskutočnila návštěva Múzea

historie RSR a večer slávnostné vyhlásenie výsledkov
XX. MMO povodně plánované na nasledujúci deň.
Po úvodnom slově akad. Mihoca následovalo odovzdanie

diplomov a věcných cien, ktoré odměnění žiaci převzali
z rúk ministerky školstva RSR. Potom prehovoril ve-
dúci delegácie Velkej Británie prof. Lyness, ktorý za

zahraničných účastníkov XX. MMO poďakoval hostíte-
lom za velmi dobré podmienky, ktoré vytvořili pre žia-
kov i členov jury a na závěr pozval delegácie všetkých
zúčastněných krajin na XXI. MMO v roku 1979 do
svojej vlasti. Za odměněných žiakov hovořili Mark
Kleiman z USA (najúspěšnější účastník XX. MMO,
keď jediný získal plný počet 40 bodov), Angličan Alan
John Dix (vyslovil potešenie nad tým, že budúca MMO
bude v jeho krajině) a najlepší z rumunských žiakov
Victor Nistor. Ministerka školstva RSR prof. S. Gideaová
vo svojom záverečnom slově opátovne zdóraznila vý-
znám matematiky pre rozvoj ostatných vied, najma
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prírodných a technických a zapriala všetkým účastní-
kom XX. MMO ďalšie úspěchy v matematike i v osob-
nom živote. Za zmienku stojí, že okrem iných hostí sa
slávnostného závěru XX. MMO zúčastnila tiež dcéra

prezidenta RSR Zoja Ceaušescu, ktorá ako vedúca
oddelenia aplikovanej matematiky v Ústave pre rozvoj
védy AV RSR bola členkou organizačného výboru
olympiády.
Krátko po slávnosti v aule agronomického inštitútu

sa všetci účastníci XX. MMO v bukurešťskej ,,Sala
Majestic“ zúčastnili na kultúrnom programe, v ktorom
účinkoval Ústredný súbor pionierov RSR.
V středu 12. 7. predpoludním sa v zasadačke MŠ RSR

uskutočnilo stretnutie vedúcich delegácií a žiakov, ktorí
na XX. MMO získali ceny s predstavitelmi ÚV Zvázu
komunistickej mládeže RSR, ktorému předsedala mi-
nisterka školstva s. prof. Gidea. Najskór předseda jury
prof. Cuculescu stručné zhodnotil výsledky XX. MMO,
kde o. i. vyzdvihol najmladšieho čs. účastníka J. Ne-
kovářa a Juhoslovana M. Bestvinu, ktorí by si boli
zaslúžili 1. cenu, ale nedostali ju pre vyššie spomínané
problematické rozhodnu tie jury. Potom předseda ÚV
ZKM odovzdal diplomy a věcné ceny niekolkým účast-
nikom XX. MMO. Okrem najúspěšnějšieho Marka
Kleimana z USA a vyššie spomenutých dvoch, pre

ktorých to mala byť zrejme satisfakcia, šlo ešte o 13roč-
ného Švéda J. Rodo, ktorý bol najmladším účastníkom
olympiády (v súťaži získal 16 bodov), najlepšieho z do-
mácích V. Nistora, Bulharku N. Ribarsku, ktorá bola
najúspěšnějšou zo 4 dievčat súťažiacich na XX. MMO
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(2 z BG, 1 z M, 1 z YU) a vedúceho delegácie VSR,
ktorá mala najvyrovnanejšie družstvo, keď všetci jeho
clenovia získali v súťaži cenu. Za zahraněných účastní-
kov olympiády na střetnutí prehovoril vedúci delegácie
USA prof. S. L. Greitzer a na závěr odoslali účastníci
stretnutia pozdravný telegram prezidentovi RSR N.
Ceaušescuovi.
Večer po koncerte orchestra inžinierov bukurešťskej

polytechniky, ktorý sa pre účastníkov XX. MMO
uskutočnil v rumunskom Atheneu a nahrávala ho aj
rumunská televízia, sa v jedálni komplexu Agronomie-
kého inštitútu Nicolae Balcescu konala závěrečná večera
za účasti ministerky školstva a dalších hostí. Vzhladom
na oneskorený začiatok (22.30) skončila až po polnoci
vzájomnou rozlúčkou jednotlivých delegách, ktoré od
štvrtku rána (13. 7.) postupné opúšťali pohostinnú pódu
hlavného města Rumunska.

Delegácia ČSSR — jedna z najúspěšnějších na MMO
nielen za posledně roky, ale snáď v celej ich dvadsať-
ročnej histórii — odchádzala popoludní 13. 7. s takmer
dvojhodinovým meškáním z bukurešťského letiska Oto-
pěni do hlavného města svojej vlasti. Jubilejná medzi-
národná matematická olympiáda sa vyznačovala maxi-
málnou snahou hostitelův o vytvorenie optimálnych
podmienok, čo sa im vo velkej miere podařilo. Značnú
pozornost XX. MMO věnovali rumunská tlač, rozhlas
i televízia, ktorá pohotovo informovala o otvorení
i slávnostnom závere súťaže.
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2. VÝSLEDKY XX. MMO

Aj napriek tomu, že jury výběru šestice súťažných
úloh věnovala až neobvykle velkú pozornost, celkom sa

jej nevydařil. Vybraný súbor pozostával totiž z trojice
poměrně lahkých (1., 4., 5.) a z trojice relativné nároč-
ných úloh, z ktorých najma 6. sa ukázala byt nad sily
prevažnej váčšiny sútažiacich. Ohýbali úlohy strednej
obtažnosti, ako to v ankete po sútaži konstatovali všetci
členovia nášho družstva a ako to nakoniec objektivně
ukazuje tabulka s prehladom o počte účastníkov olym-
piády, ktorí získali ten-ktorý počet bodov za riešenie
jednotlivých úloh.

Počet získá-
nýeh bodov

úl. č. 1 úl. č. 2 úl. č. 3 úl. č. 4 úl. č. 5 úl. č. 6

20 88
27 10 0

72 36 14 98 0
13 12 96 8 195

1624 3 2 44 5
1312 4 5 53 5
15 7 3 92 11 10
20 4212 8 10161
31 6 6344 140 7

Relativná úspěšnost účastníkov XX. MMO pri riešení
jednotlivých súťažných úloh je vyjádřená takto:
1. 74,1 % 2. 37,4 %, 3. 38,4 %, 4. 79,7 %, 5. 84,2 %
a 6. 15,2 %. V protiklade s názorom jury vyjádřeným
počtom bodov za úplné riešenie úloh sa ukázala byt
najlahšou 5. úloha, zatial’ čo 2. úloha bola pre sútažiacich
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rovnako obtažná ako za náročnejšiu považovaná 3. úlo-
ha, najma keď při prijatej formulácii 3. úlohy bolo
možné za ňu získat plný počet bodov mechanickým
výpočtom funkčných hodnot krok za krokom. Plné sa
však potvrdilo, že 6. úloha je najnáročnejšia z celého
súboru.

S jednotlivými úlohami si najlepšie poradili tieto
družstvá: 1. Rumunsko, ktoré stratilo len 2 body,
2. ČSSR a VSR, ktoré získali po 37 bodov z 56 možných,
3. USA ziskom 47 bodov zo 64 možných, 4. ČSSR,
Rumunsko, VSR a Juhoslávia s plným bodovým ziskom,
5. Bulharsko, Polsko, Rumunsko, USA, VSR s plným
bodovým ziskom a 6. Rumunsko so ziskom 36 bodov
zo 64 možných.
Celkové výsledky XX. MMO sú uvedené v nasledu-

júcej prehladnej tabulke.
Velký skok v porovnaní s XIX. MMO zaznamenalo

družstvo hostitelskéj krajiny (v Belehrade skončilo
so 122 bodmi na 15. mieste), ktoré plné využilo domáce
prostredie po perfektnej príprave. Rumunská osmička
bola totiž vybraná z 36 žiakov, ktorí sa po dva mesiace
připravovali po 6 hodin denne a absolvovali niekolko
výběrových testov. Príjemne překvapili tiež družstvá
VSR a Kuby. Kubánski žiaci po prvý raz získali dve
tretie ceny a hoci boli len 4, v bodovom súčte předstihli
kompletné družstvá nováčka na MMO — Turecka
i tradičného účastníka — Mongolská. V porovnaní s via-
ňajškom sa zlepšili ČSSR i Francúzsko, slabší bol vý-
sledok Holandska, Polska i Bulharska. Ostatné družstvá
si v podstatě udržali predchádzajúce pozície.
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Počet
získaných cien Spec.

cien
Súčet
bodov

Neoficiál.
poradieKrajina Pozn.

I. II. III. Spolu

A 3 2 174 9.5
BG 1 3 4 182 7.
C 4 žiaci2 2 68
CS 2 3 5.5 195
D 1 3 184 6.4
F 2 64 179 8.
GB 1 2 2 .6 3.1 201
M 61 16.
NL 2 21 1 157 11.
PL 22 156 12.

3 237R 2 2 7 1.
S 14.1 1 117
SF 2 2 118 13.1
TR 66 15.
USA 3 225 2.1 3 7
VN 2 200 4.6 8
YU 32 171 10.1

Z jednotlivcov dosiahol plný bodový zisk len Ameri-
čan N. Kleiman a jediný bod stratil Angličan В. E. Bor-
chords. Bodové straty ostatných boli viac než dvoj-
bodové.
Práca jury nepřevýšila priemer a ako už z predchád-

zajúceho vyplývá, niektoré jej rozhodnutia boli pozná-
menané přílišnou opatrníckosťou po odbornej i jazyko-
vej stránke pozoruhodné zdatného předsedu prof. Cu-
culescu. Jeho nespornou přednostou boli tiež viacročné
skúsenosti z práce jury MMO vo funkcii vedúceho ru-
munskej delegácie. Celkove nedošlo v zložení jury к pod-
statnějším změnám, čo najlepšie vidno z následujúceho
prehladu:
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Vedúci delegácie —
člen jury

Jeho zástupcaKrajina

Wolfgang Ratzinger,
Pádagogische Akade-
mie Linz

A Thomas Muhlgassner,
Pádagogische Akade-
mie Eisenstadt

BG Jordan Borisov Tabov
Matematický ústav
AV, Sofia

Dimo Serafimov Angelov
Centr, ústav dalšieho
vzdelávania učitelov,
Sofia

C Felix Redo Pacheco
Instituto de Super -
ación Educacional
Havana

CS Dr. František Zítek,
CSc.
MÚ ČSAV Praha

Dr. Jozef Moravčík,
CSc.,
docent VŠD Žilina

D Prof. dr. Arthur Engel,
Universitát
Frankfurt

Horst Sewerin,
profesor Leibniz-
-Schule Frankfurt

F Claude Deschamps,
profesor Lycée Louis
le Grande Paris

Denis Gerll,
profesor Lycée Louis
le Grande Paris

GB John William Hersee
School Mathematics
Project, Bristol

Robert Cranston
Lyness,
inšpektor, Blackpool

M Uršincerengin
Sanžmjatav
Univerzita Ulan Bator

Saravin Miagmar
Ústav pedagogických
vied Ulan Bator

NL Albert Willem Boon,
profesor gymnázia
,,Sorghvliet“,
Leidschendam

Dr. Jan van de Craats
Mathematisch
Instituut Rijksuniver-
siteit Leiden
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Yedúci delegácie —
člen jury

Jeho zástupcaKrajina

Andrzej Mqkowski,
Univerzita Varšava

Maciej Bryňski,
Univerzita Varšava

PL

Dimitrie
Draghicescu,
Universitatea din
Craiova

Constantin Ottesou,
profesor Liceul de Ma-
tematica si fizica nr. 6
Bucuresti

R

S Dr. Lars-Оке Lindahl,
Univerzita Uppsala

Dr. Rune Gustavason,
Univerzita Uppsala

Dr. Matti Lehtinen,
Univerzita Helsinki

Dr. Erkki Pehkonen,
Univerzita Helsinki

SF

Dilaver Cetin,
Matematický ústav
Ankara

TR Prof. Berki Yurtsever,
Univerzita Ankara

USA Prof. dr. Samuel
L. Greitzer
Rutgers University,
New Brunsvick

Prof. Murray
S. Klamkin,
University of Alberta,
Edmonton, Alberta,
Canada

Nguyen - Dang - Phat,
Pedagogický ústav č. 1,
Hanoi

VN Le Hai Chau,
Ministerstvo školstva
Hanoi

Dragoslav Ljubié,
profesor matemat.
gymnázia „Veliko
Vlahovič“, Bělehrad

YU Mgr. Zorán Kadelburg
Univerzita Bělehrad
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3. ČESKOSLOVENSKÁ ÚČASŤ NA XX. MMO

Družstvo pre jubilejnú MMO vybralo předsednictvo
ÚV MO z 12 účastníkov sústredenia v Bratislavě (12. až
24. 6. 1978) hlavně na základe výsledkov samostatného
riešenia úloh v tomto sústredení, i keď prihliadalo к vý-
sledkom II. a III. kola MO a korešpondenčného seminá-
ra, na základe ktorých boli účastníci sústredenia vybra-
ní. Už pri nominácii družstva v PÚV MO sa konštato-
válo, že je to jeden z najvyrovnanějších kolektívov,
ktoré ČSSR na MMO reprezentovali, čo dosiahnuté
výsledky jednoznačné potvrdili.
Příjemným překvapením bol výkon najmladšieho

člena družstva J. Nelcovářa, ktorý počas pobytu v Bu-
kurešti oslávil ešte len 15. narodeniny. Právom by si
bol zaslúžil I. cenu, o ktorú ho připravilo len vyššie
komentované rozhodnutie jury. Velmi blízko к I. cene
mal aj J. Kratochvíl, čo by jeho štvrtej účasti na MMO
bolo iste zodpovedalo. Potěšitelné je, že tohoročné
družstvo nemálo v svojom střede vyloženého outsidera
a všetci jeho členovia sa usilovali podat maximálny
výkon. Možno povedat, že urobili všetko, čo bolo v ich
silách, i keď by sa snáď od Z. Kalouska а I. Tureka,
ktorí získali na XIX. MMO II., resp. III. cenu, pri dru-
hom účinkovaní na MMO bolo dalo očakávat viac.
I. Turek sa о III. cenu připravil len zbytočnou stratou
3 bodov za riešenie 5. úlohy, keď sa odvolal na výsledok,
ktorého správnost nedokázal, bez citovania prameňa.
Naši žiaci najviac stratili pri 6. a 3. úlohe, ktoré boli
pre nich netradičné a v príprave družstva sa úlohám
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Počet bodov získaný
za riešenie Celkové

poradie
cena

Рог.
čís.

Měno a priezvisko
trieda, škola úl. úl. úl. úl.

Č.3Č.4
úl. úl. spo-
Ó.5Č.6 luč. 1 č. 2

1. Peter FilaJcovszJcy
4. tr. G
Ban. Štiavnica

56.—63.
III. cena3 26 5 6 220

2. Zdeněk Kalousek,
4. tr. G
Jablonec n. N. 6 0 4 05 6 21 64.-77.

Jan Kratochvíl,
4. tr. G
Pardubice

3.
10.—11.
II. cena6 7 5 6 1 327

4. Mirko Navara,
4. tr. G Praha,
W. Piecka 2 2 6 1 20 78.—80.1 55

Jan Nekovář,
1. tr. G Praha,
Arabská 14

5.
6.-7.
II. cena6 6 4 345 58

Ilja Turek,
4. tr. G
Hradec Králové

6.

6 3 1 19 81.—84.4 0 5

Zdeněk Vavřín,
4. tr. G Praha,
Štěpánská 22

7.
35.—46.
III. cena6 6 1 246 0 5

Milan Vešěiěík,
4. tr. G Brati-
slava, ul. ČA

8.
47.-55.
III. cena236 4 2 6 05

Súčet družstva 19537 24 40 45 841
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podobného druhu nevěnovala dostatočná pozomosť.
Ako družstvo bodovým ziskom za jednotlivé úlohy
obsadili v 1. úlohe 7.—8., v 2. 1.—2., v 3. 9.—10,
v 4. 1.-—4., v 5. 6.-8. a v 6. 9.—10. miesto.
Znovu sa potvrdilo, že dve sústredenia (týždennó

v apríli a dvojtýždenné v juni) a korešpondenčný semi-
nár prinášajú na MMO svoje ovocie. Napriek niektorým
kritickým pripomienkam to svorné konstatovali všetci
členovia nášho družstva v bukureštskej ankete. Cesta
к dálšiemu zlepšeniu vedie cez odstránenie nedostatkov
a zvýšenie cielavedomej systematičnosti v práci s talen-
tami. Vplyv korešpondenčného seminára možno badat
aj na zlepšení písomného prejavu našich žiakov, o kto-
rom sa pochvalné vyjadřovali tiež rumunskí koordiná-
tori.
Družstvo tvořilo opravdu velmi dobrý kolektiv a úspeš-

ne reprezentovalo aj po spoločenskej stránke.
Os. delegácia aktivně přispěla aj к práci jury niekol-

kými konstruktivnými návrhmi, ktoré boli akcepto-
váné.
Možno preto účast ČSSR na jubilejnej MMO celkove

hodnotit ako velmi úspešnú a želat si, aby si i v budúcich
rokoch udržala naša reprezentácia na MMO nastúpený
pozitivny trend, ako to zodpovedá tradíciám a úrovni
nasej výchovnovzdelávacej sústavy.
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4. RIEŠENIE STJŤAŽNÝCH ÚLOH

Riešenie 1. úlohy: Z textu úlohy je zřejmé, že rozdiel
1978» — 1978й1 = 1978™ (1978я“™ — 1)

je dělitelný číslom 1000 = 23.53. Kedže 1978™ je zrejme
párne číslo a 1978*“™—1 číslo nepárne, musí platit:
23/1978™, 53/1978и_™ — 1. Pretože 1978 = 2.989, musí
byť m ^ 3. Ďalej musí byť 1978л~™ = 1 (mod 5) čiže
(-2)
a teda (—2)4 = 1 (mod 5), musí byť n — m — 4k, kde
к ^ 1 je prirodzené číslo. Zostáva nám nájsť také
najmenšie prir. číslo k, pre ktoré 125/19784*— 1. Kedze
19784 = (—22)4 = (—11.2)4 = (121.4)2 = (—4.4)2 =
= 256 = 6 (mod 125), platí kongruencia 19784fc = 1
(mod 125) vtedy a len vtedy, keď 6fc = 1 (mod 125).

k{k— 1)

se 1 (mod 5). Pretože (—2)2 = 4 = —1 (mod 5)nm

Z toho, že 6* = (1 + 5)k == 1 + k.5 +

(mod 125) vyplývá, že číslo 5к [2 + 5(k— l)].y
byť dělitelné číslom 125. Číslo v hranatej zátvorke však
pri žiadnom к nie je dělitelné číslom 5 a tak najmenšie
к = 25 a n — m — 100. Pre minimálně m = 3 je teda
n = 103 a súčet m-j-w = 106je minimálnym súčtom
požadovaných vlastností.
Riešenie 2. úlohy: Označme O střed danej gule G a R

jej poloměr, takže platí: OA2 = OB2 = OC2 = R2. Keď-

. 52
2

že OQ = OP + PA + PB + PC a podlá podmienok

úlohy PA.PB = PA.PC = PB.PC = 0, bude \OQ\2 =
= |OP|2+|PA|2-f |PP|2+ \PC\2-\-2{ÓP.PA+OP.PB+
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+ PO .PC). Ak dosadíme do tejto rovnosti PA = OA —

— OP, PB = OB —OP, PC = OC— OP, po jedno-
duchej úpravě dostaneme \0Q\2 = \0A\2 + \0B\2 -f-
+ \0C\2 — 2 \0P\2 cize \0Q\2 = 3 R2 — 2 |0P|2, čo je
pri pevnom P veličina konštantná. Z toho vyplývá, že
skúmaná množina bodov leží na gulovej ploché so stře-
dom 0 a polomerom j/зR2— 2 |OP|2 > P, pretože
|0P|2 < P2.
Ukážeme teraz, že každý z bodov tejto gulovej plochy

patří vyšetrovanej množině bodov. Nech Q je lubovolný
bod, pre ktorý platí: \OQ\ = J/зР2— 2OP2. Gulová
plocha s priemerom \PQ\ přetíná povrch gule G, pretože
\OP\ < R < \OQ\. Nech C je lubovolný pevný bod
rezovej křivky a N к němu protilahlý vrchol právo-
uhlého rovnoběžníka PCQN. Jednoduchým výpočtom
sa lahko dokáže, že pre polohové vektory vrcholov pra-
vouhlého rovnoběžníka platí: |0P|2 + \OQ\2 — \0C\2 +
+ |OA|2, z čoho vyplývá: |0A|2 = |OP|2 + (3P2 —
— 2 |OP|2) — P2 = 2P2 — |0P|2 > P2. Bod N leží teda
mimo gule G. Nech q je rovina idúca bodom P kolmo
na PC. Táto přetíná gulu G v kružnici k. Bod N leží
zrejme v rovině q mimo kružnice k, kým bod P leží
vo vnútri tejto kružnice. Z toho vyplývá, že kružnica
s priemerom \PN\ zostrojená v rovině q přetíná kružnicu
k. Jeden z priesečníkov označme В a nech A je vrchol
pravoúhlého rovnoběžníka PBNA protilahlý bodu B.
Zrejme platí: \OA\2 = |OP|2 + \ON\2— |0£|2 = |OP|2 +
+ 2P2— |OP|2 — P2 = P2, čo znamená, že aj bod A
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leží na guli G a PQ je tělesová uhlopriečka kvádra s hra-
námi PA, PB, PC.

Riešenie 3. úlohy: Pretože postupnosti {/(n)}, {g(n)} sú
obe rastúce a množiny ieh členov sú disjunktně, vzhla-
dom na rovnost

9{n) = f{f(n)) + 1

platí zrejme pre každé prir. číslo n : f{f{n)) = f(n) -j-
+ n—1. (Od čísla f(f{n)) okrem menších hodnot
funkcie / je menších právě n — 1 hodnót funkcie g.)
Z toho vyplývá, že pře každé prir. číslo n je

g(n) = f{n) + n .

Z (1) máme, že g(l) > 1, preto /(1) = 1 a 6/(1) = /(/(2)) +
+ 1 = /(1) + 1 = 2. í)alej je zřejmé, že pre každé prir.
číslo n platí: g(n +1) — g(n) = f(n + 1) —f(n) + 1 ^
^ 2. Preto /(2) = 3 a vzhladom na (1) g (2) = 3 -J- 2 =
= 5. Postupným aplikováním odvodených vzťahov do-
stáváme: /(3) = 4, /(4) =4 + 2 = 6, /(6) = 6 + 3 = 9,
/(9) = 9 + 5 = 14, /(14) = 14 + 8 = 22, /(22) = 22 +
+ 13 = 35, /(35) = 35 + 21 = 56, /(56) = 56 + 34 =
= 90, /(90) = 90 + 55 = 145, /(145) = 145 + 89 =
= 234, /(234) = 234 + 144 = 378.
Podlá deímície je (7(35) = /(/(35)) + 1 = /(56) + 1 =

= 91. Preto /(57) = 92 a ďalej /(92) = 92 + 56 = 148,
/(148) = 148 + 91 = 239, /(239) = 239 + 147 = 386.
Zrejme je gr(148) = /(/(148)) + 1 = /(239) + 1 = 387.
Preto /(240) = 388.
Iné riešenie (náčrt): Nech т —\(^5 + 1). Dá

(1)

sa
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dokázať, že pre všetky prir. čísla n platí: f(n) = [rn], kde
[c] znamená celú část čísla c; /(1) = [r] = 1 a vzhladom
na (1) je g(n) = [rn] + » = [(t -f 1) n]. Ukážeme, že
takto definované postupnosti {f{n)}, {(/(n)} sú disjunktně
a pokrývajú celú množinu prirodzených čísel. Ak ozna-
číme F(m) počet prvkov (kardinálně číslo) množiny
{nn ^ 1, [rn] ^ m} a G(m) počet prvkov množiny
{nn ^ 1, [(r + 1) n] < ni), kde m je lubovolné pevné
prir. číslo, 1’ahko sa ukáže, že

m + 1 m + 1
1 < F(m) <

(2)
m + 1 m + 1

1 < G(m) <
t + 1T+ 1

1 1
= 1, sčítáním nerovností (2) dosta¬a kedže

r + 1
neme

m — 1 < F(m) + G(m) < m + 1 ,

z čoho vyplývá F(m) -j- G(m) = m, čím je naše tvrdenie
dokázané. Z toho, že r.240 = 120(]/5 + 1) = 388,3
hned’ máme /(240) = 388.
Pozn.: Úlohu bolo možné riešit aj zostavením tabulky

funkčných hodnot funkcií / a g pre argumenty od 1 do
240, ako to o. i. urobili aj naši žiaci J. Nekovář (bez
chyby) a J. Kratochvíl (s prepisom pri číslovaní argu-
mentov).
Riešenie 4. úlohy (podlá riešenia Z. Kalouska). Označ-

me D dotykový bod kružnice opísanej trojuholníku
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ABC a kružnice prechádzajúcej bodmi P, Q so stredom
M na osi uhla BAC. Kedže D leží na osi uhla BAC
a teda aj na priamke prechádzajúcej stredom kružnice
opísanej /\ABC, je <£ABD — 90°. Z toho vyplývajú
následujúce relácie

/\AKS ^ [\APM r~*> £\ABD, /\APS /\ABL.

Je preto
\KS\ : \PM\ = \AS\ : \AM\,

z čoho \KS\ = \PM\. \AM\ ’
rovnako z toho, že \SL\ : |^4$j — (|ylP|— |AP|) : \AP\ =

И«|
= \MD\ : \AM\ máme hned, že |tf£| = \MD\.
Keďže \MP\ = \MD\, dostáváme z posledných dvoch
rovností: \KS\ — |$L|. Pretože však uhly AKS a SLB
sú pravé, móžu byt body K, L dotykovými bodmi
kružnice so stredom v bode S a priamok AB, resp. BC
a vzhladom na uvedenú rovnost oboch úsečiek je to
kružnica vpísaná trojuholníku ABC, ako sme mali
dokázat.

\AM\

Riošenie 5. úlohy: Nech ak+1 ^ ak pre nějaké prir.
číslo k. Jednoduchým výpočtom sa dostane, že potom

■| =Иak+l akО'к ak+1

(k + iyк2 (к A- 1) к2

{ak+1 — ak)[k2 — (k + l)2]
^ 0.

k2 {k + 1);
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n
ak

Z toho vyplývá, ze súčet S bude minimálny, akк2

postupnost bude rastúca. V takom případe však
pře každé prir. číslo к zrejme platí: ak k. Preto

n cik " 1 " 1
S— ^ Sfc— = S— ,

к-i &2 fc-i &

*=i

Z:2k=* 1

čo sme mali dokázat.

Riešenie 6. úlohy: Predpokladajme, že tvrdenie úlohy
nie je pravdivé. Rozdeleniu členov spoločnosti podlá
jednotlivých krajin zodpovedá rozklad množiny 1, 2, 3,

1978 na 6 disjunktných podmnožin. Vzhladom
na to, že

21978
— = 329 + — ,

aspoň jedna z týchto podmnožin — označme ju A,
obsahuje aspoň 330 prvkov: ax < a2 < ... < a380.
Utvořme rozdiely «330 — ab i — 1, 2, . .., 329. Vzhla-
dom na náš předpoklad nepatří z nich žiaden do A
a pretože = 65 + y, aspoň 66 z nich patří do ne-
jakej podmnožiny z nášho rozkladu, ktorú označíme B.
Ak sú to rozdiely a330 — ah < «330 — ait < ... < a330—
— aitt < .. ., potom rozdiely a{j — aifs = (a330 — aiee) —
— («ззо — cti]), j = 1,2, . . ., 65 nepatria do A ani do B.
Z toho, že 65 : 4 — 16 + у vyplývá, že aspoň 17
z nich patří do podmnožiny C. Ak z prvkov množiny C
utvoříme rozdiely podlá vyššie popísaného algoritmu,
bude z nich aspoň 16 takých, ktoré nepatria do žiadnej
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z množin A, B, G. No, 16 : 3 = 5 + y, teda aspoň 6
z nich bude patřit do podmnožiny z rozkladu, ktorú
označíme D. Z rozdielov prvkov tejto množiny bude
aspoň 5 takých, ktoré nepatria do žiadnej z podmnožin
А, В, C, D a keďže 5 : 2 = 2 -f- budú aspoň 3 z nich
v nejakej podmnožině E. Ich dva rozdiely budú patřit
podmnožině F. ítozdiel prvkov množiny F však nebude
patřit do žiadnej z podmnožin A, B, G, D, E, F, čo je
spor s predpokladom, že tvoria úplný rozklad množiny
1,2, ..., 1978.Z toho vyplývá správnost tvrdenia úlohy,
ktoré bolo třeba dokázat.

184


