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Kategéria B

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

B-P-1

Pre ka?dé prirodzené Cislo % existuje prirodzené Cislo 7
také, Ze 12 n + 5 alebo 12 n — 5 je prvoclislo a je vacsie
ako &.

RieSenie: Pre kaZzdé prirodzené Cislo p existuji neza-
porné celé Cisla m, r také, Ze

p=12m-+r

0=r<12.

Ak p je prvodislo, tak r = 0, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, t.j.
re{l,5,7,11}.

Kedzel.11=11.1=11,1.1=1,11.11 =121 =
= 12.10 - 1, tak sacin cisiel tvaru

12m +r, re{l, 11} (1

je zase Cislo tohoto tvaru.
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Nech x je lubovolné Cisle tvaru 1272 4 5. Potom x
mozno napisat ako sulin prvocisiel p;, ..., pr, t.j. x = p;,
..., pr. Keby kazdé prvocislo p;, 1 = 1,..., 2 bolo tvaru (1),
tak aj x by muselo byt tvaru (1). Ale x nie je tohto tvaru.
Teda aspoil jedno z prvocisiel p, , . . ., pr je tvaru 12m +
+ 5 alebo 12m + 7.

Ak k < 7, tak napr. prvocislo 7 vyhovuje podmienke
ulohy.

Nech teda £ = 7 . Oznacime / stiCin vSetkych prvocisiel
vacich ako 5 a mensich ako % . Cislo 12/ - 5 je deliteIné
prvocislom p, ktoré ma tvar 12z -+ 5 alebo 12n + 7.
Keby bolo p mensie alebo rovné Cislu %, tak p deli /.
Potom p delf aj 12/ + 5 — 12/ = 5. Ak prvocislo p deli
Cislo I, tak p >5 a to je spor. Teda p musi byt vicsie
ako k. Takze p je hladané prvolislo tvaru 12n + 5 alebo
12n + 7 a vacsie ako Cislo % .

B-P-2

V mnozine vSetkych realnych Cisel rieSte sustavu rovnic
o neznamych x, y

2x+py = 16, 2
_1.,

X 23’—213 > 3)

(p—Dx+2y = 12p — 6. 4)

Prevedte diskusiu vzhladom k parametru p .
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RieSenie: RieSime najprv prvé dve rovnice. Z rovnice (3)
dostavame

1 2
=— 2y.
X = PP+ 2y
Dosadenim do (2) mame

4y +p* + py = 16

a teda
Y4+ p) = 16 —p*. 5)
Rozlisime dva pripady.
1. p = —4. Potom rovnice (2), (3), (4) majua tvar
2x — 4y = 16,
x—2 =8,
—5x + 2y = —54.
Ak spocitame druhu a tretiu rovnicu, tak dostdvame
— 4x = — 46,
t.j. _ 23
T

Potom napr. z druhej rovnice vyplyva, Ze
7

1 1 23
y—~2—(—s+x>—5(—8+7)_z.

Skuskou sa presvedCime, Ze x = —2—23~, y = % skutoCne

vyhovuje sustave (2), (3), (4) pre p = —4.
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2. Nech p # —4 . Potom z rovnosti (5) vyplyva, Ze
16 — p?
. _,_P_ = 4 _— p .
4+ p

Jednoduchym vypoctom méme tieZ hodnotu
1 1
x=5ﬁ+@=5ﬁ+8~@.

Dosadime hodnoty x a y do rovnice (4):
1
(0~ D57+ 82| + 24— p) = 120 6.

Jednoduchou upravou dostaneme sovnicu
PP—50—-8 412 =0.

Zrejme p = 1 je korerl tejto rovnice. Po vydeleni korefio-
vym Cinitefom (p — 1) dostdvame rovnicu

pP—4p — 12 = 0.
Jej korene su Cisla
2+ )4+12=244.

Zistili sme, Ze p musi mat niektord z hodnét 1, 6, —2.

Skuskou sa presvedCime, Ze pre p = 1 Cisla x = 1337,

y=3,prep =6Cslax =14,y = —2aprep = —2
Cisla x = 14, y = 6 st rieSenia rovnic (2), (3), (4).
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B-P-3
T —— -
Ku kazdému ostrouhlému trojuholniku T o obsahu 1
existuje asponi jeden taky pravouhly trojuholnik T', Ze

jeho obsah je najviac l 3 aze plati T = T'. Dokézte!

RieSenie: Nech A, B, C st vrcholy trojuholnika T, AB
je jeho strana maximalnej di¥ky ¢ . Ozna¢ime pitu vysky
z vrcholu C na stranu AB pismenom D . Nech v je di¥ka
tejto vysky. Potom plati

1
—c.v=1.
7€

Rozlisime dva pripady.

1. Uhol 3, = <tDCA je nie vacsi ako 45° a sulasne
uhol 6, = <IBCD je nie vicsi ako 45° (pozri obr. 16).
Nech T’ je rovnoramenny pravouhly trojuholnik s prepo-
nou EF leZiacou na priamke AB a vrcholom C. Zrejme
plati T <= T".

Obr. 16
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Plo$ny obsah trojuholnika T’ je »%. Plo$ny obsah troj-

uholnika T je % c.v = 1. Staci teda ukazat, Ze v < —C—IZ/—3~ .

Zrejme plati c = |AD |+ | DB/|. Lahko vidiet, Ze plati

|AD| = v.tg XDCA = v.1g ¥,
IBD| = v.tg XDCB = v.tg 3,.
Potom
sin (3, + 3,)
" cos S, .cos S,
KedZe AB je strana maximalnej diiky, tak <tBCA je uhol
maximadlnej velkosti a teda §; + 3, = 60°.

Pouzitim znamych vlastnosti goniometrickych funkcii po-
stupne dostavame

c=o(tg 8, + tg 3,) = v

cos &; . cos 3, = %[cos (8 + 8,) 4+ cos (8; — 3,)] =

1 1/1
= o — - R
< 2(cos60 +1)-2(2+1)

sin (8; + 3,) = sin 60° = 123_
Potom
13
2 o 2
1/1 Tz
il I | 3
: (2 + ) J

a to sme chceli ukazat.

c=w.
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2. Uvazujme teraz pripad, ked jeden z tychto uhlov,
napr. 0, = < DCA, je vacsi ako 45°. Potom musi byt
0, = <LDCB < 45°. Oznacime B’ priesecnik kolmice na
stranu AC idticej bodom C (pozriobr. 17) s priamkou AB.
Trojuholnik T’ s vrchoimi 4, B’, C je pravouhly a obsahuje
trojuholnik T. Zostdva ndm odhadntit jeho plo$ny obsah.

A D B B  Obr.17

Uhol <cCAB je rovny 90° — 6, a teda mensi ako 45°.
Strana AC nie je dlhSia ako strana AB . Pre plo$ny obsah
P’ trojuholnika T’ dostdvame

P’:lfv.AB’ziv.ﬂﬁ{nglv. S
2 cos <xCAB 2 cos 45°
= 1. ]/’/2- < l‘/g— B

V tomto pripade je T’ hladany trojuholnik a tloha je
vyrieSena.

B-P-4

Dand je usecka AB a bod C jej vnitra tak, Ze plati
| AC | = | BC|. Ku kaZdej kruZnici & obsahujticej body
A, C zostrojime obidve kruZnice %’ zhodné s k, ktoré
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obsahuju body B, C. Vysetrite mnoZinu vsetkych prie-
seCnikov dvojic &, k&'.

RieSenie: Nech M je mnoZina vSetkych priese¢nikov
dvojic & , £’ s uvedenou vlastnostou.

Zrejme bod C patri do mnoziny M. Nech XeM
a X # C. Existuyji teda dve kruZnice k, &’ také, Ze &
obsahuje body 4, C, X, kruZnica 2’ obsahuje body B,
C, X a maja rovnaké polomery. Usetka CX je tetivou
obidvoch kruZnic. Obvodové uhly <xXAC a << XBC su
rovnaké. Teda trojuholnik ABX je rovnoramenny. Odtial
vyplyva, Ze bod X leZi na osi s GseCky AB a nelezi na
useCke AB.

UkazZeme, Ze je to mnoZina M, t.j. Ze kazdy bod priamky
s neleziaci na useCke 4B patri do mnoZiny M.

Nech teda X leZi na priamke s a neleZi na tsecke AB .
Trojice bodov 4, C, X a B, C, X urluju dve kruZnice
k, k', ktoré sa pretinaja v bodoch C a X. Staci dokazat,
Ze kruZnice % a k' maji rovnaké polomery. KedZze X lezi
na osi useCky AB, tak trojuholnik ABX je rovnoramenny
a teda < {XAC = <<XBC. Uhly <xXAC a xXBC su
obvodové uhly tetivy XC v kruZniciach & a &’. Odtial vy-
plyva, Ze kruZnice % a 2" maju rovnaké polomery.

Teda vySetrovand mnoZina M obsahuje bod C a vSetky
body osi GseCky 4B neleZiace na AB.
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SUTAZNE ULOHY I. KOLA

B-1-1

V texte tejto tlohy symbol x,x,x5x,%5%, (x; 7 0) bude
znaCit dekadicky zapis prirodzeného Cisla. Kolko je na-
vzdjom roznych sedemcifernych Cisel x;x,x3%,%5%.x,, pre
ktoré plati

X1 XoX3XgX5X += XgX5XgX3XoXy = XyXqX7XyXqXqy P €))

RieSenie: Aby zépis Sestciferného Cisla xex;x,x,x,x, mal
zmysel, musi byt x4 = 0. Z rovnakych dovodov musi byt
x, # 0.

Z rovnosti (1) pre cifry najvyssieho radu (stotisice) vy-
plyva rovnost x, + x, = x, alebo x; + x, + 1 = x,. Po-
rovnanim cifier najniZSicho radu (jednotiek) dostivame
rovnosti x;, + x, = x, alebo x; + x; = 10 + x,. Teda
musi platit x;, + x; = x;.

Podobnou tvahou dostaneme rovnosti x, + x; = Xy,
X3+ x4 = Xy

Pocet rieSeni v mnoZine nezdpornych celych cCisel su-
stavy rovnic

xl + xﬁ = x7’ (2)
X+ X5 = X7, 3)
X3+ x, = %7, (4)

pre ktoré je x; >0, x, >0, je pocet rieSeni rovnice (1).
KedZe x, >0, x, > 0, tak x, mdZe nadobudat hodnoty
2,3,...,9.
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Rovnica (2) ma x, — 1 rieSenf 1, x, — 1; 2, x, — 2;

.. 3 x; — 1, 1. Podobne rovnica (3) a (4) ma x, + 1 rie-
Seni 0, x,5 1, x, — 15...; x5, 0. Uhrnom sustava rovnic
(2), (3): (4) ma '

9
> (%7 — 1) . (%, + 1). (x; + 1) rieSeni.
X,=2
Vypoctom zistime

9

Zz(x7—1)-(x7+1).(x7+1) —1.3.3 4+

Xnp=

+2.4.44 ...+ 8.10.10 = 2256.

Celkovy polet sedemcifernych &isel x;x,%5%4X5%gX; Spl-
fiajucich podmienku (1) je teda 2256.

B-1-2

Najdite vSetky dvojice prirodzenych disel x, v, pre ktoré
plati
XV = yov., ©)
RieSenie: Nech x, y s prirodzené Cisla také, Ze plati
rovnost (5).
Ak y = 1, tak dostavame x = x! = 12" =1,
Ak x = y, tak zase

xyzxxzyoz:l

atoje moZnélenprex = 1.
Predpokladajme teraz x # y, y 7 1. KedZe x¥ = 1, tak
aj 2 = 1atedax —y = 0. Predpokladdme x # y,
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tak¥e x >y > 1. Cislo d = x — y je prirodzené a plati

(y + a)y =y°. (6)

Odtial vyplyva, Ze d >y. Oznalime e = d — y. Dosade-
nim do (6) a vydelenim Cislom y¥ postupne dostaneme

(v +dy = yev,

('Xm—*—_i)y — ye

y

KedzZe y¢ je prirodzené Cislo, aj Eﬁ =14 _‘i musi
' y y

byt Cislo prirodzené. Odtial vyplyva, Ze existuje také pri-
rodzené Cislo #, Ze plati d = ny. Dosadenim do rovnice (6)
dostaneme

y.(A+ny =y~
a po odmocneni

y.(I+mn =y )

Pre n = 1 rovnica (7) nema rieSenie. Pre n = 2 rovnica (7)
dava
ateday = 3. Potom
x=y+d=3+2.3=09.
Pre n = 3 z rovnice (7) vyplyva
4 =y,
odtial zase y = 2. Potom

x=24+3.2=28.
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Ak n >3, tak
27"l >n+ 1.

Potom (spomefime, Ze predpokladdme y > 1) plati
Y'=2y.2"1 >yn+ 1)

a teda rovnica (7) nema rieSenie.

Ukazali sme, Ze ak dvojica prirodzenych disel [x, y] je
rieSenim rovnice (5), tak musi byt niektorou z dvojic [1, 1],
[8, 2] alebo [9, 3]. Skuskou sa presvedCime, Ze tieto dvojice
su rieSenim rovnice (5). (Podla rieSenia Jana Viaéihu, Ziaka
I1. C triedy gymnazia v Prahe 4, Budé&jovicka 680.)

B-1-3

V obore a) vsetkych racionalnych Cisel,
b) vsetkych celych Cisel
rieSte sustavu (n + 1) rovnic o (n 4+ 1) nezndmych
Xk%o 4 Xy—1%y + Xp—oXs + ... 4 Xoxx = 2%, (8)

(k= 0,1,2,...,7).

RieSenie: NapiSeme sustavu rovnic (8) explicitne:

2
xo = Xo
X1 X0 + XoX, = 2.%;,
XoXo + X1%; + XoXo = 2%. X5,

xnxo+ o o e +x0xn = 2"x7|.
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Z prvej rovnice vyplyva, Ze x, = 0 alebo x, = 1. Ak
%o = 0, tak z druhej rovnice vyplyva x; = 0. Matematic-
kou indukciou potom lahko dostaneme x; = 0 aj pre 1 =
= 2,3,...,n. Teda jednym rieSenim su Cisla

xo=x1=...=xn——‘0. (9)
Nech x, = 1. Potom z druhej rovnice mame
2x, = 2x,

a zda sa, Ze x; mdZe byt lubovolné redlne Cislo. Z tretej
rovnice vyplyva
= 4.x, — 2x,
a teda
x
Xy = —.

2

Matematickou indukciou ukaZeme, Ze
X1

=2 k=01, (10)

Xk
Pre £ = 0, 1, 2 je tvrdenie pravdivé. Nech plati pre kazdé
k < i =< n. Potom z rovnice

XiXo + Xi—1%1 + . ..+ xXox; = 2ix;

dosadenim dostdvame
x x
iy — Dy, — L !
A Ty T T
,. (a1
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Z binomickej vety vSak vyplyva

a+w=@+m+m

7! 7! 7! il
SR v e i
Teda
1 1 1
GG T Ty
2t — 2

Skuskou sa lahko presvedcime, Ze Cisla (10) st rieSenim
sustavy rovnic (8).

AKk x, je raciondlne ¢islo, tak aj ostatné (10) st racionalne.

Teda cisla (9) a (10) predstavuju vSetky raciondlne rie-
Senia sustavy rovnic (8), kde x, je lubovoIné raciondlne
Cislo.

Cisla (9) a (10) predstavuju aj vietky celoCiselné rieSenia
ststavy rovnic (8), ked x, je také celé &islo, Ze x% je deli-
telné Cislom &2 ! pre o = 2,3,...,n.
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B-1-4

Ak A,, A,, A, st vrcholy ostrouhlého trojuholnika, po-
tom najmensi kruh, ktory ho obsahuje, je kruh ohraniCeny
kruZnicou opisanou trojuholniku 4,4,4;. Ak body A,
A,, Az nie st vrcholy ostrouhlého trojuholnika a st aspoil
dva z nich navzdjom rdzne, potom najmens$i kruh, ktory
obsahuje A;, Ay, A3, je kruh ohrani¢eny Thalesovou kruz-
nicou nad najdih$ou z usediek A, A,, 4,43, A,A,. Dokazte.

RieSenie: Najprv upresnime pojem ,,najmensi kruh®.
Kruh (8,, ) je najmensi kruh obsahujuci body A4;, A,, A,
ak (i) kruh (S,, r,) obsahuje body A4,, 4,, A5 a (ii) ak ne-
jaky kruh (S, r) obsahuje body A4,, 4,, A4, tak r =1,
a v pripade r = r,je S = S,.

Najprv dokdZeme dve pomocné tvrdenia.

Pomocné tvrdenie 1. Nech body C;, C,, C, st body na
kruZnici % so stredom S také, Ze ka?dy z uhlov <cC,SC,,
I C,8C3, <£C3SC; je mensi ako 180°. Nech p; je priamka
idiaca bodom S a kolmd na polomer cez bod C,, 1 = 1,
2, 3. Nech o; je polrovina urcena priamkou p; a obsahujica
bod C,, 7 = 1, 2, 3. Potom mnoZina o, N 6, N 65 obsahuje
jediny bod S.

Nech B, oznaluje ten prieseCnik priamky p, s kruZni-
cou k, ktory lezi v polrovine o,. Podobne nech B, je prie-
seCnik priamky p, s kruZnicou % leZiaci v polrovine o;.
Potom &, n o, je uhol B,SB,.

Keby priamka p, prechddzala uhlom o, n o, (rozumieme
tym: p3 a 6; N 6, Maju iny spolo¢ny bod ako stred kruZni-
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A P2
P Obr. 18

ce S, pozri obr. 18), tak jeden z bodov B,, B, leZi v pol-
rovine c;. Mo6zeme predpokladat, Ze je to bod B,. Potom
uhol <B,SC; je ostry alebo pravy. TakZe
XC,SC; = <xC,SB, + <XB;SC; = 90° 4 90° = 180°
a teda
XC,SC, = 180°,

¢o nie je moZné.

Teda priamka p,; neprechiddza uhlom o, N o,. Odtial
vyplyva, Ze uhol &, N o, leZi v polrovine o, alebo 6, N 65 N
N oy ma jediny prvok S. Vyla¢ime prvi mozZnost. Keby
uhol o, N o, lezal v polrovine c,, tak bod C,; lezi bud
vnutri uhla B,SB;, alebo jeden z uhlov XC3SB,, (B, SC;
je mensi ako 90°. V prvom pripade by bol uho! <C,SC;
mensi ako uhol <xC,S8B; = 90° a potom <XC,SC,; vacsi
ako 180° a to nie je mozné. Keby napr. bol uhol xC;8B,
mensi ako 90°, tak

XC,SC, = XC3SB, + < B,SC, < 90° + 90° = 180°,
¢o nie je mozné, lebo uhol < C,SC; je mensi ako 180°.
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Podobne sa ukaZe, Ze uhol <tB;SC,; nemdze byt mensi
ako 90°.

Pomocné tvrdenie 2. Nech C,, C,, C, st body na kruZnici
k so stredom S a polomerom r. Nech Ziaden z uhlov
X C,SC,, < CySCy, < C3SC, nie je vacsi ako 180°. Potom
kruhy (C,, 1), (Cy, 1), (C;, r) maju jediny spolocny bod S.

Ak jeden z uvazovanych uhlov, napr. <cC,SC,, je pria-
my, tak kruhy (C,, 7), (C,, r) sa dotykaju v bode S a teda
nemaju iny spolo¢ny bod. Ak vSetky tri uhly s mensie
ako 180°, tak kruh (C;, r) leZi v polrovine urcenej dotyc-
nicou v bode S a obsahujicej bod C,. Tvrdenie vyplyva
bezprostredne z prvého pomocného tvrdenia.

Dokazeme teraz prvi Cast tvrdenia. Nech body 4;, 4,,
Aj st vrcholy ostrouhlého alebo pravouhlého trojuholnika.
Nech S, je stred kruZnice £ opisanej tomuto trojuholniku
a 7, je jej polomer. Kruh (S,, 7,) ma vlastnost (i). Uka-
Zeme, Ze ma aj druhu vlastnost (ii). Nech (S, r) je kruh
obsahujuci body 4,, Ay, A;. Ak r >r,, tak nemame Co
dokazovat. Nech teda r = r,.

Body A,, Ay, A, lezia na kruZnici k a spliajti podmienku
druhého pomocného tvrdenia. Body 4,, 4,, A, leZia vSak
v kruhu (S, r) a teda bod § je vzdialeny od kazdého z nich
o vzdialenost, ktora je menSia alebo rovnd r < r,. Teda
bod S lezi v kazdom kruhu (A4, 7o), (As, 7o)y (Asy 7o)
a podla druhého pomocného tvrdenia je S = S,. To sme
chceli dokazat.

Uvazujme pripad, Ze body A4,, 4,, A; nie sa vrcholy
ostrouhlého trojuholnika. Mdme tri moZnosti:

1. body A4, A,, A, st vrcholy pravouhlého trojuholnika,
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2. body A4,, A,, A5 st vrcholy tupouhlého trojuholnika,

3. body 4,, A,, As leZia na priamke.

Pripad 1. sme uZ vybavili vyssie.

Pripady 2. a 3. uvazujme sucasne. Predpokladime, Ze ak
nastane pripad 2., tak 4,4, je najdihsia strana trojuholnika
a v pripade 3. bod A4, lezi na tiseCke A;4,.

Potom Thalesova kruZnice nad 4,4, obsahuje bod A,.

2r = | A,4,| . Ak plati rovnost 2r = |A4,4,|, tak 4,4,
je priemer tohoto kruhu, S je stred tsecky 4,4, a teda
kruZnica (S, r) je Thalesova kruZnica nad 4,4,.

B-1-5

V rovnostrannom trojuholniku ABC je D stred strany
AC, E stred strany BC. N4jdite mnoZinu, ktori tvoria
taziska vsSetkych rovnostrannych trojuholnikov obsiahnu-
tych v trojuholniku ABC tak, Ze maja s tiseCkou DE ne-
prazdny prienik.

RieSenie: Najprv dokiZeme pomocné tvrdenie: Nech
A,B,C;, A,B,C, st rovnostranné trojuholniky také, Ze
vrcholy A4,, B,, C; leZia na stranach trojuholnika A4,B,C,.
Potom trojuholniky maju spolo¢né taZisko.

Ak trojuholniky A4,B,C,, A,B,C, nesplyvajii, tak na
kaZdej strane trojuholnika A4,B,C, leZi prave jeden vrchol
trojuholnika A4,B,C;. Bez 4jmy na vSeobecnosti mdzeme
predpokladat, ze A, lezi na strane A,C,, B, leZi na strane
A,B, a C, lezi na strane B,C, (pozri obr. 19). Porovnanim
uhlov zistime, Ze trojuholniky 4,4,B,, B,B,C,, C,C.4,
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A, B, 8,  0Obr.19

st podobné. Maju rovnaké strany 4,B, = B,C, = C,4,
a teda su zhodné. Nech T je tazisko trojuholnika 4,B,C,.
Potom trojuholniky A,A4,T, B,B,T, C,C,T st zhodné,
lebo maju rovnaké strany 4,4, = BB, = C,C,, A,T =
= B,T = C,T a rovnaké uhly pri vrcholoch 4;, B;, C,.
Teda plati 4,7 = B,T = C,T. Odtial vyplyva, Zze T je
tazisko trojuholnika A4,B,C,. _

Teraz mozeme prejst k rieSeniu povodnej ulohy. Nech
M je mnozina tazisk rovnostrannych trojuholnikov obsiah-
nutych v trojuholniku ABC, ktoré maji neprazdny prienik
s useCkou DE. Nech M; je mnoZina tazisk tych trojuhol-
nikov obsiahnutych v trojuholniku ABC, ktoré s rovno-
Iahlé s trojuholnikom ABC a pretinaji useCku DE. Zrejme
plati M; = M.

Ak bod T patri do mnoziny M, tak existuje rovnostran-
ny trojuholnik X'YZ obsiahnuty v trojuholniku ABC taky,
Ze ma neprazdny prienik s tseCkou DE a T je jeho tazisko.
Nech X'Y’'Z’ je najmensi trojuholnik rovnolahly s troj-
uholnikom ABC, ktory obsahuje trojuholnik XYZ (jeho
konstrukcia je evidentnd). Zrejme X'Y’Z’ méd neprézdny
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prienik s iseCkou DE a je obsiahnuty v trojuholniku ABC.
Teda jeho taZisko patri do mnoziny M,. Podla pomocného
tvrdenia vak trojuholniky XYZ a X'Y’Z’ majt spolo¢né
tazisko. Teda T € M,. Odtial vyplyva, Zze M; = M.

Nech § je stred strany AB. Nech F, G, H sa taZiska
trojuholnikov DEC, ADS, BES. Nech M, je mnoZina
vietkych bodov pituholnika EFDGH roznych od bodov
D a E. UkéZeme, 2e M, = M, (pozri obr. 20).

c

Obr. 20 A

Ak T je taZisko trojuholnika XY Z rovnolahlého s troj-
uholnikom ABC obsiahnutého v trojuholniku ABC a pre-
tinajaceho useC¢ku DE, tak jednoduchou tuvahou zistime,
ze TeM, (stati urlit vzdialenost taZiska 7' od stran
trojuholnika ABC).

Naopak, nech T € M,. Rozli§ime tri pripady.

a) Ak T lezi v trojuholniku EFD a neleZi na strane DE,
tak trojuholnik so stranou leZiacou na tisecke DE, s taZis-
kom T a rovnolahly s trojuholnikom ABC je obsiahnuty
v trojuholnfku ABC ateda Te M, .
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b) Ak T leZi na usecke DE a T # D, T # E, tak sa
lahko zostroji trojuhiolnik XYZ rovnolahly s trojuholni-
kom ABC, s taziskom T a leZiaci vnutri trojuholnika
ABC. Teda Te M, .

c) Nech T lezi v §tvoruholniku EDGH a neleZi na usecke
DE. Trojuholnik XY Z rovnolahly s trojuholnikom ABC,
s vrcholom Z na usecke DE a s taZziskom T ma pozadované
vlastnosti. Teda T e M, .

Ukdézali sme teda, ze M, = My,a M, = M.

MoézZeme zhrnt: hladand mnoZina bodov M je mno-
zina vSetkych bodov patuholnika EFDGH rdznych od
bodov D a E.

B-1-6

V rovine je dany Stvorec @, bod M a priamka p ne-
prechadzajica bodom M. Zostrojte Stvorec @’ tak, aby
jeho strany boli rovnobeZné so stranami $tvorca @ a aby
bod M a dva priese¢niky priamky p s hranicou §tvorca Q'
delili ttto hranicu na tri Casti rovnakej dizky.

RieSenie: PretoZe Stvorec @ méZeme nahradit fubovol-
nym inym Stvorcom, ktery md strany rovnobeZné so stra-
nami §tvorca @ a vysledok tilohy sa nezmeni, tak moZeme
predpokladat, Ze Stvorec @ nepretina ani priamku p ani
kolmicu cez bod M na priamku p.

Zostrojime najprv priamku ¢ a bod N, ktoré delia hra-
nicu $tvorca @ na tri Casti rovnakej df¥ky. Potom pomocou
rovnolahlosti zostrojime hladany $tvorec @'.
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Nech X je vrchol $tvorca @, ktorého vzdialenost od
priamky p je miniméina. Nech Y, Z st vrcholy $tvorca @
susediace s vrcholom X, pritom vzdialenost vrcholu Z od
priamky p nie je mensia ako vzdialenost vrcholu Y od
priamky p. Nech V je bod na strane XZ taky, Zze | VZ | =
= 2.| XV |. Nech p’ je priamka rovnobeZna s priamkou
p a iduaca vrcholom Y. Nech U je priese¢nik priamky p’
so stranou XZ (lahko vidiet, Ze U lezi na tsetke XZ).
Rozlisime dva. pripady:

a) | XU | = | XV |. Nech D je stred tsecky UV a ¢
je priamka rovnobeZnd s priamkou p idtica bodom D. Zrej-
me ¢ deli hranicu §tvorca @ v pomere 1: 2 (obr. 21).

4
1y q
Ly—"
_./ ]
T T P
Obr. 21 Y . X

b) XU > XV. Na priamke XZ zostrojime bod W tak, aby
WX = XZ. Nech F je priesenik priamky YW a priamky
rovnobeZnej s priamkou p aiddcej bodom V. Nech E je taky
bod na strane YX, Ze priamka EF je rovnobeZna so stranou
XZ. Priamka ¢ idiica bodom E a rovnobeZnd s priamkou p
deli obvod $tvorca @ v pomere 1:2. (Obr. 22.)

Teraz jednoducho zostrojime bod N taky, Ze N a prie-
se¢niky priamky ¢ so stranami $tvorca Q@ delxa obvod
§tvorca @ na tri Casti rovnakej di¥ky.
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Obr. 22 w

Nech P je pita kolmice z bodu N na priamku g. Nech
P’ je pita kolmice z bodu M na priamku p. Ak priamky
PP’ a NM st rovnobeZné, tak posunutim $tvorca @ o vek-
tor NM dostaneme hladany Stvorec @’. Ak priamky PP’
a NM nie st rovnobeZné, tak sa pretinaju v bode, ktory
ozna¢ime S. Rovnolahlostou o strede S, ktord prevedie
bod N do bodu M, dostaneme zo S$tvorca @ hladany
$tvorec @',
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ULOHY II. KOLA

B-1i-1

Ostrouhly trojuholnik T, je obsiahnuty v trojuholniku
T,. Potom o polomeroch r;, r, kruZnic opisanych trojuhol-
nikom T, a T, plati r; < r,. DokaZte.

RieSenie: Podla ulohy B — I — 4, najmensi kruh obsa-
hujuci trojuholnik T, je kruh ohrani¢eny kruZnicou opisa-
nou trojuholniku T;.

Nech R je polomer najmensieho kruhu, ktory obsahuje
trojuholnik T,. Podla tlohy B — I — 4 plati r, = R.

KedZe najmensi kruh obsahujuci trojuholnik T, obsa-
huje aj trojuholnik T;, tak polomer R tohoto kruhu nie je
mensi, ako polomer r, najmenSieho kruhu obsahujiceho
trojuholnik T,, teda

r, = R =r.

(Riesil fan Nekovdf, 2. D trieda, gymnazium, Praha 2).

B-1i-2

Je dana Sachovnica tvaru # X n. Kolko figuriek moZno
maximalne na tato $achovnicu rozmiestnit tak, aby Ziadne
dve figurky nestdli na susednych polickach? (Za susedné
povaZzujeme také poliCka, ktoré maja spolocnu stranu alebo
roh.)
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RieSenie: Ocislujeme policka Sachovnice dvojicami pri-
rodzenych &isel tak, e [7, 7] je &islo polidka v i-tom stipci
a j-tom riadku.

Na kazdé policko [z, j], kde 7, j st neparne ¢fsla, umiest-
nime jednu figurku. Takéto rozmiestnenie vyhovuje po-
ziadavke ulohy, t. j. Ziadne dve figurky nestoja na sused-
nych polickach.

., . ..n? . .
AKk 7 je parne, tak sme umiestnili T figuriek na Sachov-

n-+1

2
nicu. Ak » je neparne, tak sme umiestnili (--~f2~)
figuriek.

UkaZeme, Ze viacej figuriek sa ned4 umiestnit na Sa-
chovnicu tak, aby bola splnend poZiadavka tlohy. Musime
zase rozliSit dva pripady:

2
1. Nech 7 je parne. Sachovnicu rozdelime na (%) asti

tvaru 2 X 2. Nech na $achovnici je umiestnené m figuriek
tak, Ze Ziadne dve figurky nestoja na susednych polickach.
Potom vnutri kaZdej Casti tvaru 2 X 2 smie byt najviac

2
jedna figurka. Teda m = (%) ;

2. Nech 7 je neparne. Nech na $achovnici je umiestnené
m figuriek a Ziadne dve nie si na susednych poli¢kach.
Sachovnicu rozsirime o nové poli¢ka na Sachovnicu tvaru
(n 4+ 1) X (n + 1) a figurky nechdme umiestnené tak, ako
povodne boli. Potom (n + 1) je parne a podla predchi-
dzajacej Gvahy je m < (%—1—)2
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Z uvedeného vyplyva, Ze maximélny polet figuriek
umiestnenych na Sachovnici tvaru n X n tak, aby Ziadne

2 .
dve nestdli na susednych polickach, je (—'21—) pre n parne

a (n—; ) pre n neparne

B-1Ii-3a

Urcte, kolko rdznych trojic x, y, 2 prirodzenych &isel
spiiia rovnost
xly”2? = 19", 97° (1)

RieSenie: Nech prirodzené disla x, y, 2 vyhovuju rov-
nici (1). Lahko zistime, Ze 19 a 97 su prvocisla. Preto ¢isla
%, Y, 2 musia byt si¢inom mocnin ¢isel 19 a 97 s nezépor-
nymi celociselnymi exponentmi. Naviac, ¢islo y nemdze
obsahovat ako suclinitel kladni mocninu isla 97, lebo na
pravej strane rovnosti (1) je mocnina 97°. Teda existuju
nezaporné celé Cisla a, b, ¢, d, e také, Ze plati

x=192,97%, y=19¢, z= 192,97,
Dosadime do rovnice (1):
192, 97b , 1997¢ 1994, 97% = 19791, 97°,
Z toho dostaneme pre ¢isla a, b, ¢, d, e dve rovnice
a+97c+ 9d = 791, (2a)
b+9 =9. (2b)
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Kazdému nezdpornému celoCiselnému rieSeniu rovnic
(2a) a (2b) odpoveda jedno rieSenia rovnice (1). Teda staci
zistit poCet nezdpornych celoCiselnych rieSeni rovnic (2a)
a (2b).

Rovnica (2b) ma dve rieSenia: e = 0, b = 9ae = 1,
b=0.

KedZe 8.97 = 776 < 791 < 9.97 = 873, tak Cislo ¢
mdZe nadobudat hodnoty 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Postupne
tieto hodnoty dosadime do rovnice (2a).

1. ¢ = 0. Potom
a-+9d = 791,
a = 987 —d)+ 8.
Cislo d mbZe nadobudat hodnoty 0, 1, ..., 87.
Pre kazdu z uvedenych hodnoét Cisla d existuje prave jedno
¢islo a vyhovujuce rovnici (2a).
Teda mame 88 rieSeni.
2. ¢ = 1. Potom
a—+ 9d = 694,
a =977 —d)+ 1.
Podobne ako v pripade 1. mdme 78 rieseni.
3. ¢ = 2. Potom
a-+ 9d = 597,
a = 966 —d) + 3.
Mime 67 rieSeni.
4. ¢ = 3. Potom
a -+ 9d = 500,
a=955—4d)+5.
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Maime 56 rieSeni.

5. ¢ = 4. Potom
a-+ 9d = 403,
a =944 —4d)+ 7.
Miéme 45 rieSeni.

6. ¢ = 5. Potom
a-+9d = 306,
a = 9034 — d).
Maime 35 rieSeni.

7. ¢ = 6. Potom
a-+ 9d = 209,
a =923 —d)+ 2.
Maiame 24 rieSeni.
8. ¢ = 7. Potom
a+9d = 112,
a=912—4d) + 4.
Midme 13 rieseni.
9. ¢ = 8. Potom
a-+9d = 15,
a=91—4d)+6.
Midme 2 rieSenia.

Celkovy pocet nezapornych celociselnych rieSeni ststavy
(2a), (2b) a teda pocet prirodzenych rieSeni rovnice (1) je

2.(88+ 78 4 67 + 56 + 45 + 35 + 24 4 13 + 2) = 816.

(Riesil Roman Kamaryt, 2. D trieda, gymnéazium W. Piecka,
Praha 2.)
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B-11-3b
Urcte vSetky trojuholniky o obsahu 18 cm?, ktoré maju
jedini stranu dlhsiu ako 6 cm.

RieSenie: Nech ABC je trojuholnik o obsahu 18 cm?
a pre jeho strany platia >6 cm, b < 6 cm, ¢ < 6 cm
(obr. 23). Potom trojuholnik leZi v kruhu so stredom A4

Obr. 23

a polomerom 6 cm. Vy$ka v, na stranu 4B je nie vicsia
ako polomer tohoto kruhu, t. j. 6 cm. Plosny obsah troj-
uholnika ABC je

—;—c.vczl&

KedZe ¢ =< 6, v, < 6, tak musi byt v, = ¢ = 6. Potom
musi byt aj b = 6 a trojuholnik je pravouhly s pravym
uhlom pri vrchole 4. Takyto trojuholnik zrejme vyhovuje
poziadavkam ulohy.

Jedinym rieSenim je teda rovnoramenny trojuholnik ABC
s pravym uhlom pri vrchole 4 a odvesnami b = ¢ = 6 cm.
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(Riesil Faroslav Lapsansky, 2. D trieda, gymnazium, Hu-
menné). '

Iné rieSenie: Nech ABC je trojuholnik vyhovujtci ulohe
a strana BC je dlhsia ako 6 cm. Oznacime D pitu vysky v,
na stranu BC. DiZku usetiek BD, DC ozna&ime x, y. Teda

x+y=a>6
(obr. 24). Podla zadania tlohy plati

Hg . (x +L)___ 18,
2
t.j.
VaX + vgy = 36. . 3)
A

I
|
-
E

Obr. 24

Podla Pythagorovej vety a zadania Glohy plati
x2 4 042 = ¢ = 36, (4)
Y2+ w2 = b* < 36. (5)
. Spocitame nerovnosti (4), (5) a rovnost (3) vynasobend —2.
Dostaneme
¥ — 204x + 04 + ¥ — 204y + 02 = 0,
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teda
(x — v+ (y —va)) = 0.

Stcet druhych mocnin méZe byt nula len vtedy, ak obidva
sCitance st nulové, t. j.

x— 0 = 0,
y—uog = 0.

Dostali sme
X =3y = vq.

Po dosadeni do rovnice (3) dostaneme
2x2 = 36.

Qdtial
x =y =19, =3|2.

Po dosadeni do (4) a (5) méame
9.249.2 = ¢ = 36,
9.2+9.2 =158= 36.
Tedab = ¢ = 6.

Z vypoctu vyplyva, 2e¢ ABC je rovnoramenny trojuhol-
nik so stranami b = ¢ = 6 a ¢ = 6]/2. Uhol pri
vrchole A4 je pravy.

Tento trojuholnik vyhovuje poZiadavke tlohy a je teda
jedinym trojuholnikom vyhovujiacim ulohe.
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