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Kategorie A

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

A-P-1

Nechajx (j=1,2,...,n3k = 1,2,...,m) st redlne
¢isla, pre ktoré je

0=g,=ap=...Zagu(G=12,...,n).

DokaZte nerovnost

Kedy plati rovnost?

Re¥eni: Nerovnost dokaZeme indukci podle 7. Pron = 1
ziejmé plati a vZdy nastdvd rovnost. Kliem k dikazu
bude pfipad » = 2. Zménime-li oznaeni, abychom si
uSetfili psani indext 1 a 2, a vynechdme-li pfedpoklad
nezapornosti, ktery v tomto pfipadé nebudeme potfebo-
vat, redukuje se pro n = 2 tloha na diikaz nasledujici véty:

Jsou-liy =% < .. .SV =V = oo = I;
realnd Cisla, plati
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(Z xk) (Z yk) =m> xiyk.

k=1 k=1 k=1

Rovnost nastava, pravé kdyz bud x; = x, = ... = xm,

neboy;, =y, = ... = Ym.

(Tato véta je znama jako tzv. CebySevova nerovnost.)

Drikaz: Pro kazdé dva indexy, i,7 €{1, 2, ..., m} je
xy5+ Xy = %y + %y — % — )i —y) = i~

= X + X5
nebot podle pfedpokladu je (x; — x;)(y; — y7) = 0. Se-
&teme-li nerovnosti (1) pro vSech m? dvojic (1, 7), dostaneme

m m
22 xyi=m Y xyi+m D x5,
@9 i=1 i=1

coZ po upravé dava dokazovanou nerovnost.

Nastane-li v Cebysevov& nerovnosti rovnost, nastane rov-
nost i ve vech nerovnostech (1), tj. pro kazdé dva indexy
,7€{l,2,...,m} plati

(xi — x)(y; — ) = 0.

Specidlné tedy

(1 — xm)(y1 — ym) = 0.
Je proto bud x;, = xp atedy x;, = x, = ... = xpm, Debo
Yy =ymatedyy, =y, = ... = ym. Obracené, plati-li

tato podminka, snadno se presvéd&ime, ze v Cebysevové
nerovnosti nastane rovnost.

Provedme indukéni krok, abychom dokazali nerovnost
pro obecné n. Predpokladejme, Ze plati pro n = p, a do-
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kaZzeme, Ze pak plati i pro p + 1 m-tic redlnych Cisel
0§ai1§ai2§u-‘§aim G=12...,p+1).

Podle induk¢niho predpokladu je

m
-1
émp z alkazk- . .apk-

m
Vynésobime-li ob& strany nezapornym Cislem > apiy &

E=1
dostaneme
m m m m
> alk) (z azk). . (Z apk)(z ap+1,k) <
k=1 k=1 k=1 k=1 2
,,, N @)
= m””( A xQok - - - apk) (Z ap+1,k).
k=1 k=1
ProtoZe kromé predpokladu
Ap+1,1 = Apt1,2 = = Ap+1,m
plati také
Aoy« - - Apy = Ayolpg « « . App = . . . = QypQgp - - - App »

jak plyne z ptedpokladf o prvnich p m-ticich (s vyuZitim
predpokladu nezipornosti), podle Ceby$evovy nerovnosti je

m m
(Z A kQok - . - apk)(z ap-l»l, k) é
k=1 k=1

®)

IA

m A koK « - apkap{rl’k .

1

Tf[\/ls
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Z nerovnosti (2), (3) ihned plyne dokazovana nerovnost
pro n = p -+ 1. Dikaz je proveden.

Zbyva jesté zjistit, kdy nastane rovnost. Prozkoumame-1i
pravé provedeny dtikaz, zjistime, Ze to bude, pravé kdyz
pro alespoft n—1 indextij € {1, 2, ..., n} plati

Ay = Ajy = ... = Ajm >
nebo kdyZ pro alespoii jeden index je{l, 2,...,n} je

ah:am:...:ajm:o.

A-P-2

Néjdite vsetky hodnoty parametra p, pre ktoré funkcia
fx) = ** + dpx — [x* — 2px + p* — 1|

nema lokalny extrém.

Reseni: Snadno zjistime, e

B AN .
f@y=2{x+5)+5 1 proxelp-Lp+1)

f(x) = 6px — p*+ 1
pro x€(—o,p—1>U{p+1, +).

Jestlize — % e(p—1, p+1) neboli pe (_ ?‘T, ;),

pak funkce f(x) v intervalu <p -1, — g« klesd a
v intervalu < ~A§ P+ l> roste, takZe v bodé x = — %

ma lokdlni extrém.

107



2
Jestlize p < — —, funkce f(x) v intervalu (— oo, + )
klesa, a nema tedy lokdlni extrém.
2
Jestlize p = 35 funkce f(x) v intervalu (—oo, 4 )
roste a nema tedy lokdlni extrém.
Zdvér: Funkce f(x) nema lokdlni extrém, pravé kdyZ

2
'P\gg‘-

A-P-3

V rovine je dany trojuholnik ABC a priamka p. Zostrojte
usecku, ktorej krajné body rozpoluju obvod trojuholnika
ABC a ktorej stred lezi na priamke p.

ReSeni: Nejprve najdeme mnoZinu stfedt viech tseéek,
jejichz krajni body puli obvod trojuhelniku ABC. VyuZi-
jeme pfi tom nasledujici pomocnou vétu:

Pohybuji-1i se v roviné body P, Q rovhomérné a pfimo-
care, pohybuje se rovnomérné a piimocare i stfed S usec-
ky PQ.

Pomocnou vétu nejsnadnéji dokdZeme metodou sourad-
nic. Mé-li na pocatku pohybu bod P soufadnice [a,, a,]
a bod Q souradnice [b,, b,], md v Case ¢ bod p souradnice

o= ay + tuy,
P2 = ay + 1ty
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a bod Q soufadnice
1 = by + vy,
g = by + 10y,
kde u = (uy, u,) je vektor rychlosti bodu P a v = (v, v

je vektor rychlosti bodu Q. Stfed S tsecky PQ ma tedy
v Case t soufadnice [s, s,], kde

Pt a a1+b1+tu1+‘v1r

Ty T T 2

Pt g at b Uy + 0y
“="p 0 T P

Odtud je vidét, ze bod S se pohybuje také rovnomérné

a pfimocafe (jeho pohyb zacind ve stiedu spojnice pocd-
1

teCnich poloh boda P, Q a jeho rychlost je —2—(u + V).

Pomocna véta je dokazana.

Vratme se k trojihelniku ABC. Oznatme 4, takovy bod
na jeho hranici, Ze body A4, 4, pili jeho obvod, tj.

|AB | + |BAo| = | AC | + | CA, |

(z trojahelnikové nerovnosti plyne, Ze bod A4, lezi uvnitf
strany BC). Analogicky zavedme body B, a C, a ozna¢me
A,, B,, C, stiedy use¢ek AA4,, BB,, CC, (obr. 25). Pro-
biha-li bod P tisecku AC,, probihd bod Q, ktery spolu
s bodem P puli obvod trojuhelniku ABC, usecku A4,C
a stfed useCky PQ probiha tseCku A4,C,. Pokraujeme-li
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Obr. 25

dale, zjistime, Ze hledanou mnoZinou je hranice trojihel-
niku 4,B,C,.*)

Zbyvé vyfesit nasi konstrukéni ulohu. Snadno sestro-
jime body A,, B;, C,. MnoZina stfedt vSech hledanych
useCek je prunik pfimky p s trojahelnikem 4,B,C;. Ke
kazdému bodu S tohoto priniku existuje, jak vime, jedind
hledand usecka se stiedem v bodé S. LeZi-li napf. bod §
na strané A4,B,;, bude jeden z krajnich boda této tsecky
leZet na strané¢ AC a druhy na strané BC. Bod § je stie-
dem jediné usecCky, kterd ma krajni body na pfimkich
AC, BC. Tato usecka je tedy hledanou tseckou, tj. navic
puli obvod trojihelniku ABC, a snadno ji sestrojime zné-
mou konstrukei vyuzivajici faktu, Ze Ghlopficky rovnobéz-
niku se putli (obr. 26): Sestrojime bod C’ soumérné sdru-
Zeny s bodem C podle stfedu S. Bodem C’ vedeme rovno-
bézky se stranami 4B, AC a ty je protnou v krajnich
bodech P, O hledané usecky.

*) Trojuhelnik A,B,C, lezi uvnitf trojihelniku ABC. Body 4,, B,,
C, jsou skuteéné vrcholy trojuhelniku — nesplynou ani nele?i v pfim-

ce, jak je vidét z vyjadreni vektoru rychlosti stfedu S pomoci vektori
rychlosti boda P, Q, které¢ jsme odvodili v dikazu pomocné véty.
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9%
Obr. 26 N

Uloha m4 0, 1, 2 nebo nekonedn€ mnoho feseni podle
toho, jakd je vzdjemna poloha pfimky p a trojihelniku
A,B,C,;.

A-P-4

Nech a, b, ¢ su velkosti strdn trojuholnika ABC a r je
polomer jemu opisanej kruznice. Oznaéme V = a® + b* +
4 ¢ — 8¢2. Trojuholnik ABC je ostrouhly prave vtedy,
ked V' >0, pravouhly prave vtedy, ked V' =0, a tupo-
uhly préave vtedy, ked V' << 0. Dokézte.

ReSeni: Pii obvyklém znadeni plati

a = 2rsina, b= 2rsinf, ¢ = 2rsiny,

a tedy
V=a®+ b+ & — 8% = 42 (sin® « 4 sin® f +
+ sin?y — 2).
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Podle zékladnich trigonometrickych vzorci je
1— cos2oc_ 1 —cos2p
2 2
+ 1 — cos?2y =2 — cos (« + f) cos (a — ) —
— cos? (o + ) = 2 — cos (« + p) [cos (« — B) +
+ cos(x+ f)] =2+ 2cosacosfcosy.

sin?« + sin?f + sin?y =

Je tedy

V = 8r%cos a cos f cos y .
Jsou-li thly «, B, y ostré, jsou jejich kosiny kladné a V' > 0.
Je-li jeden z nich pravy, je jeho kosinus nulaa V = 0.

Je-li jeden z nich tupy a ostatni ostré, je jeden kosinus
zaporny a ostatni kladné a V' < 0.
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SOUTEZN{ ULOHY I. KOLA

A-1-1

Nech {an},‘f;l je postupnost prirodzenych Cisel, ktord ob-
sahuje vSetky prirodzené ¢isla. Dokazte, Ze existujil indexy
I<j< ktaké,Zear — a; = aj — aq;.

Reseni: Zvolme libovolné index i. ProtoZe posloupnost
{ax} neni omezend, existuji jeji Cleny a,, pro které plati
a, >max (a;, dgy . . .5 a;) .

Jako j vezmeme index prvniho takového a, tj.
J = min (h; a, >max (a;, dyy . . .5 q)) .
Ziejmé jej >1. Aby bylo ay — a; = a; — a; , musi platit
ar = 2a; — a;. 1)

Protoze a; > a;, je
2a; — a; > ay. 2)

ProtoZe posloupnost {a,} obsahuje viechna pfirozena ¢fsla,
existuje index % tak, Ze plati (1). Z toho, jak jsme definovali
index 7, a z nerovnosti (2) vyplyva, Zze £ >j. Tim je dikaz
proveden. Ukézali jsme dokonce, Ze existuje nekonecné
mnoho trojic indexd i < j < k tak, Ze ay — a5 = a; — q;
a pfi tom q; < a5 < ag .
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A-1-2

V roviné je dana ortonormalni soustava soufadnic. Body,
jejichZ obé soufadnice jsou celoCiselné, nazveme miizovymi
body. Necht M,, je mnoZina vSech mfiZzovych boda [z, ],
prokteréje 1 <7 =< n,1 = < n. OznaCme f(n) nejmensi
ptirozené &islo & s touto vlastnosti: v M, existuje £ bodi
Py, P, ..., Py tak, Ze ke kazdému bodu 4 € M, lze najit
bod P; (1 = s =< k), jehoz vzdalenost od bodu 4 je nejvyse
rovna 1. DokaZte, Ze plati

<f()<n—+—16n

Re¥eni: Misto mfi¥ovy bod budeme pro struénost fikat
jen bod. Symbolem | A | budeme znacit polet prvka ko-
ne¢né mnoziny A. Rekneme, Z¢ dva body spolu sousedi,
jsou-li bud totoZné, nebo maji-li vzdalenost 1.

Necht P je libovolnd podmnoZina mnoZiny M, takova,
Ze kazdy bod z M, sousedi s néjakym bodem z P (takové
podmnoziny P existuji, napf. mnoZina M, sama). ProtoZe
kazdy bod sousedi pravé s péti body, sousedi kazdy bod
z P nejvyse s péti body z My, a tedy

5|P[=|Ms]| =

Pro kazdou takovou podmnoZinu P je tedy

P="
Pz
a specialné

fon) = _5_
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Dile sestrojime ,,hodné fidkou** mnoZinu R, =« M,, tak
aby kazdy bod z M, sousedil s néakym bodem z R,.
UkaZeme-li, Ze

2
IRa| < "_ﬂ,
5
bude tim spise
n? + 16n

fm) = ——

Rovinu rozdélme vodorovnymi a svislymi pfimkami na
Ctverce 5 x 5. V kazdém Ctverci vezméme body oznadené
na obr. 27 kfizky — mnoZinu vSech téchto bodlu oznac-

. ° X o °
Obr. 27

me P. Kazdy bod sousedi pravé s jednim bodem z P.
Oznaéme P, mnoZinu viech bodi [z, j] € P, pro které je
0=i=n+1a0=j=n+ 1l Kazdy bod z M, sousedi
pravé s jednim bodem z P,. N&které body z M, vsak
(pokud 7 neni pfili§ malé) sousedi s body z Py, které neleZi
v M, (jsou to nékteré z bodii na stranich tverce My,).
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Tyto body mnoZiny P, nahradme jejich sousedy z mno-
Ziny My,. Z mnoZiny P, tak dostaneme mnoZinu R,. Ted
vz R,=M, a kazdy bod z M, sousedi alespoii s jednim
bodem z R;. Pfitom je |R, | = | Py |. Snadno odhad-
neme pocet boda v Py,. V kazdém z n + 2 ,,fadka‘ (j =
=0,1,...,7n+ 1) je, jak vidime z konstrukce mnoZiny P,
»Kazdy paty bod* z P, a z n+ 2 bodd (i = 0,1,...,

2
n + 1) patfi do P, tedy nejvyse —’tg — + 1 bodd.
Celkem je tedy

e 2
Pl = (n + 2>("1. 2 pa) =M

5
Pron = 2 je
n: 4 9n + 14 =< n® + 161,

a tedy

n2+ 9+ 14 _ n24 16m

f(n) < |Rp| = [Po] = = .
5 5

Pron = 1ljef(l) = 1, a tedy také

124 16.1

= L

Jemngj§imi metodami bychom dostali presnéjsi odhady
Cisla f(n). I z naSich uvah je zfejmé, Ze v dokazované
nerovnosti plati na obou straniach ostrd nerovnost.
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A-1-3

Nech ay,...,a, st neziporné Cisla, pre ktoré platf

a? > 0. Pre kazdé redlne &islo x plati

NM=

i=1

n 9 n
x2+x(2ai) +n3 > at>0.
) i=1

1=1

Dokézte!

Reseni: Diskriminant kvadratického polynomu
n 9 n
ooy =+ x(Saf 4w S
i=1 i=1

je roven

n 4 n

D= (Z a,-) —4n® > a}.
i=1 =1

Vzhledem k tomu, Ze

>al>0,je > al>0
iS1 <1

(obé nerovnosti jsou ekvivalentni s nenulovosti alespon

jednoho a;), a tedy
n 4 n

D<(za,-) —n® > af.
i=1 f=1

AniZ by avaha ztratila na obecnosti, miZzeme predpokladat,

Ze Cisla a; jsou indexovana tak, Ze

G =a,=...=ay.

(1)
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PouZijeme-li na Ctyfi stejné n-tice nezépornych &isel (1)
nerovnost, kterou jsme odvodili v A—P—1, dostaneme

n 4 n
(i; a,-) < nd i; at. 2)

Odtud vidime, ¢ D < 0. Polynom p(x) nema tedy redlné
kofeny a protoze p(0) >0, je p(x) > 0 pro kazdé redlné
¢islo x.

Jiné FeSeni: Nerovnost (2) miZeme dokdzat také pomoci
zndmé Cauchyovy-Schwarzovy-Buiiakovského nerovnosti,
ktera tvrdi:

Pro kazdych 27 realnych Cisel x;, X5y ... Xny Y15 Vo »
... yn plati

n 2 n n
(zx,.y;) <SeSy.
i i=1 i=1

=1
Polozime-li pro viechna i€ {1, 2,...,n}
X; = A; y;, = l Py
dostaneme

n 2 n
(z ai) <n) a
S S

a po umocnéni na druhou

(3 af = (3 ). )

i=1
Polozime-li pro viechna i € {1,2, ..., n}

2
X; = a; y=1,
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dostaneme

M:

( 5 ) =n3at. @)
Z nerovnosti (3) a (4) dostaneme ihned (2).

Dalsi ieSeni: Nerovnost (2) dostaneme i z Holderovy

nerovnosti, kterd tvrdi: Je-li p >1,q = a X, Xo

—1
v o5 Xny V1> Yos - « - » Y jSOU Nezdporna Cisla, pak

" ” 1/p 1/q
S5

PoloZime-li p = 4 a pro viechnaie{1,2,...,n}
x,=a, y,=1,

dostaneme po umocnéni na Ctvrtou hned (2).

A-1-4

V roviné jsou dany body A4, B o vzdélenosti |AB| = ¢ >0
a piimka p || AB lezici ve vzdalenosti d >0 od piimky 4B.
Na pifimce p sestrojte bod C tak, aby v trojuhelniku ABC
byly velikosti vysky v, a téZnice 7z, stejné. Jaka je pod-
minka feSitelnosti?

ReSeni: Rozbor: Necht trojuhelnik ABC je feSenim
ulohy. Dopliime jej na rovnob&Znik ABEC. Z bodu A4
spustme kolmici na pfimku BE a jeji patu ozname P.
Ztejmé je |AE| = 2tq4, |AP| = vp a tedy |AE|: |AP| =21,
takze < AEP = 30°. Uhel AEB neni pravy, to by bylo
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— : ~P
[ —B T~
, // \\\
\\\\ // // \\ E
= /£ Co————————— e .
/ p A
Obr. 28 Obr. 29

|AP| = |AE|. Je-li < AEB ostry (obr. 28), leZi bod P na
poloptimce EB a <xAEB = <CAEP = 30°. Je-li <AEB
tupy (obr. 29), lezi bod P na polopfimce opatné k polo-
piimce B a LAEB = 180° — <X AEP = 150°.

Konstrukce: Znamou konstrukci sestrojime mnozinu M
vSech bodi, z nichZ je usetka AB vidét pod uhlem 30°
nebo 150°. (Jsou to dvé kruZnice se spole¢nou tétivou AB,
s vyjimkou bedit 4, B.) Je-li E spole¢ny bod mnoZiny M
a piimky p a S stied usecky AE, protnou se pfimky BS,
p v hledaném bodé C.

Zkouska: Oznatme P patu kolmice vedenou z bodu A4
na pfimku BE. Je-li sCAEB = 30° (obr. 28), je <TAEP =
= JAEB = 30° Je-li XAEB = 150° (obr. 29), je
JSAEP = 180° — <TAEB = 30°. V trojuhelniku AEP je
tedy |AE|:|AP|=2:1 av trojahelniku ABC je t, = vp.

Diskuse: Body C, E si vzdjemné jednoznaéné odpovidajf,
a proto se pocet feSeni ulohy shoduje s poctem spole¢nych
bodli mnoZiny M a pfimky p. Oznalme K, L pruseciky
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osy useCky AB s mnozinou M leZici v té poloroviné ohra-
ni¢ené prfimkou AB, ktera obsahuje pfimku p (obr. 30).

|
K

Obr. 30

Vzdélenost bodu K od piimky 4B je ;-tg 75° = —g— 2+)3),

vzdalenost bodu L od pfimky 4B je %tg 15° = %(2 —V3).
Pro pocet feseni tedy dostdvame

d>2@+ VB eeeneannnn 0 fesen
d=—Q+)3)ccceviinn.. 1 feSeni
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%@—V@<d<%@+V®.H2me
C
d :5(2 —13) e 3 feSen{

0<d<@=VR) . ovnnnn. 4 felent

A-1-5

V roviné je ddna ortonormalnf soustava soufadnic. Dva
miizové body se nazyvaji sousedni, je-li jejich vzdilenost
rovna jedné (kazdy mfiZovy bod md tedy 4 sousedni mfi-
Zové body). V uvazované roviné je dan kruh K o poloméru
r = 2, na hrani¢ni kruZnici kruhu K nelezi Zadny mfiZovy
bod.

Mrizovy bod A lezici uvnitf K nazveme ,,vnitfnim okra-
jovym bodem*¢, jestliZze aspon jeden bod sousedni s A leZf
vné K. Obdobné nazveme miiZovy bod B leZici vné¢ K
,,vn&j§im okrajovym bodem, jestlize asponl jeden bod
sousedni s B lezZ{ uvniti K.

Dokazte, Ze pocet vnéjSich okrajovych bodi je o 4 v&tsf
nez pocet vnitinich okrajovych bodi.

ReSeni: Ulohu nejprve pfeformulujeme do nazorn&jsf
podoby:

Na ¢tvereckovaném papiru je narysovana kruZnice s po-
lomérem r = 2 tak, aby neprochézela zadnym prusecikem
linek. Vrchol ¢tverecku nazveme ,,vnitfnim okrajovym
bodem*, lezi-li uvnitf kruZnice a néktery sousedni vrchol
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lezi vné. Analogicky zavedeme ,,vnéjsi okrajové body*‘.
Méme dokizat, Ze vné&jsich okrajovych bodu je pravé o 4
vice neZ vnitfnich.

Oznaéme A, B, C, D prisecCiky dané kruZnice s pfim-
kami, které prochizeji jejim stfedem a sviraji s linkami
CtvereCkové sité uhel 45° (obr. 31). Tyto body rozdéli

T Obr. 31

kruZnici na Ctyfi oblouky. Ke kazdému oblouku zahrneme
i oba jeho krajni body. Ctvere¢ktim, v nichZ leZi — tfeba
i jen na strané — néktery z boda A, B, C, D, budeme
fikat kritické CtvereCky. Vyznalme vSechny vodorovné
strany, které protinaji oblouk AD nebo BC, a vSechny
svislé strany, které protinaji oblouk AB nebo CD (bu-
deme mluvit o vyznaenych stranich) a nejsou pritom
strany kritickych ¢tvereckd. UkaZeme, Ze vSechny okrajové
body, které nejsou vrcholy kritickych ¢tvereckd, jsou kon-
cové body vyznaCenych useCek: Vezméme si néjaky okra-
jovy bod, ktery neni vrcholem kritického ¢tverecku. Ten
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je podle definice okrajovych bodl koncovym bodem né-
které strany — necht je to napt. svisld strana (pro vodo-
rovnou stranu bychom uvaZzovali analogicky). Pokud tato
svisld strana protind oblouk 4B nebo CD, je vyznacena.
Protina-li oblouk AD (u oblouku BC bychom uvaZovali
analogicky), lezi oba jeji koncové body na vodorovnych
“vyznacenych stranach protinajicich oblouk 4D (obr. 32).

W

i Obr. 32

To je zpusobeno tim, Ze¢ v oblouku 4D se kruZnice ,,ve
svislém sméru méni rychleji neZ ve sméru vodorovnéme®.
Presnéji: Necht vodorovna a svisld primka protinaji oblouk
AD v bodech V, resp. S a jejich pruseCik P necht na
oblouku nelezi. Pak PV << PS. VSechny okrajové body,
které nejsou vrcholy kritickych Ctverecku, tedy leZi na vy-
znaenych useckach. Mezi vSemi koncovymi body vyzna-
Cenych usecek je stejny pocet vnitfnich a vnéjsich okrajo-
vych bodl, nebot kazdd vyznafend tsecka spojuje jeden
vnitfni a jeden vnéjsi okrajovy bod a Zadné dv€é nemaji
spoleCny bod. Zbyva vysetfit kritické Ctverecky. V okoli
bodu A mulZe nastat 8 situaci zndzornénych na obr. 33.
Vidime, Ze v kazdém pfipadé je mezi vrcholy kritickych
CtvereCkd, které nelezi na vyznaCenych useckach, pravé
o jeden vné&jsi okrajovy bod vice nez vnitfnich okrajovych
bodt. Stejné je tomu i v okoli bodt B, C, D. Celkem je
tedy vnéjSich okrajovych bodt o Ctyfi vice nez vnitinich.
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|
%@— Obr. 3; h

Jiné feSeni: Sestrojme vSechny strany CtverecCkd, které
protinaji danou kruZnici a oba jejich koncové body jsou
okrajové body (dil jim budeme fikat jen strany). Vné&jsi
a vnitini okrajové body budeme pocitat takto: Zvolime si
nékterou stranu jako vychozi a budeme postupovat po
kruZnici od prisetiku s vychozi stranou tfeba ve sméru
otaCeni hodinovych rucicek. Jakmile dojdeme k priseciku
se stranou, pripocitdme jeden vnitfni a jeden vnéjsi okra-
jovy bod, pokud jsme néktery z nich nepocitali uz drive.
Obéhneme-li celou kruZnici, spocitame tak vSechny okra-
jové body. Setkdme se pfi tom se stranami vodorovnymi
a svislymi. Dojdeme-li ke strané, kterd je rovnobéZna se
stranou bezprostiedné piedchazejici, zvEétsi se polet vnéj-
$ich i vnitinich okrajovych bodt o 1. Dojdeme-li ke strané
kolmé ke strané bezprostfedné predchazejici, maji obé
strany jeden okrajovy bod spolecny a zapoCteme jen druhy
okrajovy bod. Vyjdéme od vodorovné strany, ktera lezi
nejvic vlevo (je-li jich vic, zvolme libovolnou z nich). Po-
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psanym zpuisobem postupujme tak dlouho, az dojdeme ke
svislé strané, ktera lezi nejvic nahofe (k libovolné z nich,
je-li jich vic). Prochdzime-li timto ,,kvadrantem®, dvojice
sousednich na sebe kolmych stran se pravidelné stfidaji.
Nasleduje-li po vodorovné strané strana svisld, pfibude
1 vnéjsi okrajovy bod, nasleduje-li po svisié strané vodo-
rovnd, pfibude 1 vnitfni okrajovy bod. Projdeme-li ,,kva-
drant*‘, napocitdme o 1 vnéjsi okrajovy bod vic neZ vnitf-
nich, nebot jsme vysli od vodorovné strany a skoncili
u svislé. Podobné je tomu i u ostatnich tfi ,,kvadrantu‘*
a z toho je vidét, Ze vné&jsich okrajovych bodi je o 4 vic
neZ vnitfnich.

A-1-6

Dokazte, Zze v trojuhelniku o stranich a, b, ¢ a dhlech
a«, B, y (Ghel « lezi proti strané a, atd.) plati

acosoa + bcosp + ccosy >0.

ReSeni: Oznatme r polomér kruZnice opsané uva¥ova-
nému trojuhelniku. Pak je

a=2rsine, b= 2rsinf, c¢=2rsiny
a tedy
acoso + bcosf+ ccosy = 2rsinacosa+
+ 2rsinffcosf + 2rsinycosy =
2 r[sin (« + B) cos (@ — p) + sin y cos y]
2 r[sin y cos (¢ — B) — sin y cos (« + )]

2 rsin y [cos (@ — B) — cos (x + B)] =
= 4rsinasinfsiny.

I
I

Il

I
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ProtoZe v intervalu (0, ) jsou hodnoty funkce sinus klad-
né, je uvaZovany vyraz kladny.

Jiné fFeseni: Podle kosinové véty je

2abcosy = a* + b* — 2,
2accos f = a® + ¢* — b,
2bccosa = b%+ ¢ — a2,

Vynasobime-li prvni rovnici Cislem ¢2, druhou 42 a tretf a®
a seCteme, dostaneme

2 abc (a cos « + bcos B+ ccosy) =

= 2 (a®?* + a®? + b%?) — a* — b* — ¢t =

= 4a%? — (a® — b + )% = 4a’%?* — (2ac cos f)* =
= 4a%?* (1 — cos?p) >0.

Dalsi FeSeni: Pokud trojihelnik neni tupouhly, je plat-
nost dokazované nerovnosti zfejma. Necht tedy y je tupy
uhel. Vyuzijeme-li toho, Ze funkce kosinus na intervalu

(0, %) klesd a je kladni, a trojihelnikové nerovnosti,

dostaneme
acos o+ bcosp >acos (x+ B)+ bcos (¢ + f) >
>ccos (x+ f) = —ccosy.
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ULOHY II. KOLA

A-1l-1

Ma-li rovnice x® + ax®> + bx + ¢ = 0 vSechny kofeny
realné, potom a? = 3b. DokaZte.

Reseni: Oznacime-li kofeny dané rovnice x,, x,, X3, j&
W+ ax? 4+ bx+ ¢ = (x — x)(x — x)(x — x3), tedy
X+ X+ x3= —a, XXy + XoX3 + X%, = b,

a proto
a® = x} + x4 2% 4 2(x x5 + X%y + X5%) =
= 3 (%1% + x9X5 + x3%,) = 3b.
Posledni nerovnost plyne z nerovnosti
X} x5 4 x5 = xixs + XXy + X%,

kterou dostaneme seCtenim nerovnosti (x; — x,)? = 0,
(x5 — x3)2 =0, (x3 — x7)? = 0. (Je téZ pfimym du-
sledkem Cauchyovy nerovnosti.)

Jiné FeSeni: Neni téZké zjistit, Ze ma-li mnohoclen vse-
chny kofeny redlné, ma jeho derivace také vSechny kofeny
redlné. Derivace mnohoc¢lenu x* + ax* + bx + ¢ je mno-
hollen 3x% + 2ax + b. Ten méd vSechny kofeny redlné,
pravé kdyZz ma nezédporny deskriminant, tj.
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402 — 12b =0,
neboli
a? = 3b.

A-l1l-2

V trojahelniku ABC se na useCce BA pohybuje rovno-
mérné bod X z bodu B do bodu A4 a na tsecce AC bod
Y rovnomérné z bodu 4 do bodu C tak, Ze v po¢atecnim
okamziku je X v bodé B a Y v bodé A, v koncovém
okamZiku je X v bodé A a Y v bodé C.

Sestrojte polohu bodi X a Y, pfi které maji nejmensi
vzdalenost.

ReSeni: Pro kazdy asovy okamZik doplnime body X,
Y a A na rovnobé&Znik XY AZ (obr. 34). Je pak XZ || CA,

c

c Obr. 34
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|XZ| : |XB| = |YA|: |XB| = |CA| : |4B|
(vzhledem k rovnomérnosti pohybu bodu X, Y). Odtud
plyne, Ze bod Z se pohybuje rovnomérné po usecce BC’,
kde C’ je bod soumérny k bodu C podle bodu 4.

ProtoZe je | XY | = | AZ |, pfevédi se tiloha na nalezeni
takového bodu Z, na tseéce BC’, ktery ma minimalni
vzdalenost od bodu 4. Timto bodem Z, je bud pata P
kolmice vedené bodem A na pfimku BC’ (je-li P bodem
useCky BC"), nebo néktery z krajnich bodt usecky BC'.
K bodu P pak sestrojime bod X, (X,Z, || AC) a bod Y,
(doplnénim boda 4, Z,, X, na rovnobéZnik AZ,X,Y,).
Je-li Z, = B, jsou hledané body X = B, Y = A. Je-li
Z,=0C,je X=A4,Y=C.

Jiné feSeni: Zvolime soustavu soutadnic tak, aby vrcholy
trojahelniku mély kartézské souradnice 4 = [0, 0], B =
= [b, 0], C = [c, d], pak polohy bodd X, Y maji sou-
fadnice X =1[b(1 —1), 0], Y = [ct, dt] pro t€<0, 1.
Funkce proménné ¢

XY= 6+ o+ il - [+ e

nabyva v intervalu <0, 1> minima

v bodé t = % v ptipadé 0 < d—ff-(:—_:)c? <1,
t=0 v pripadé dTb_Eb(:;:z)z =0,
t=1 foipadédTl)_g)(-b%gl.
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Vyrazy udéavajici souradnice extremélnich boda X, Y se
snadno sestroji (konstrukei zde nepopisujeme).

A-1l-3a

Je déno pfirozené Cislo 2 > 1. Najdéte nejmensi pfi-
rozené Cislo 7 s touto vlastnosti: at zvolime jakkoli # rtz-
nych ptirozenych Cisel, vZdy bude soucet nebo rozdil né-
kterych dvou z nich délitelny Cislem k.

k+3
ReSeni: Hledané &islo je n — _,_:{,2;_4 pro licha %, n =

k+4
= _*2_ pro suda k.

Nejprve ukazeme, Ze toto Cislo » ma pozadovanou vlast-
nost. Zvolme » riiznych ptirozenych Cisel a uvaZzujme je-
jich zbytky pri déleni Cislem k. Jsou-li si dva ze zbytki
rovny, je rozdil prislusnych Cisel délitelny Cislem %. Jsou-li
zbytky navziajem ridzné, tj. tvofi-li » navzdjem rlznych
Cisel z mnoziny {0, 1,...,%k —1}, pak alespoi dva
lezi v téZze z n — 1 podmnoZin

{0}, {1,k — 1}, {k;l —k; ~} pro lichd &,

2 >

kR—2 k-+2
{o}, {1, k—1},..., {7,—3 }{2} pro suda k

a soucet prislusnych dvou cisel je délitelny cislem Z.
Nakonec ukazeme, Ze uvedené Cislo # je nejmensi Cislo
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s pozadovanou vlastnosti. Existuje totiz » — 1 rznych
ptirozenych Cisel takovych, Ze soucet ani rozdil Zidnych
dvou z nich neni délitelny cislem k.

Jsou to napf. Cisla

k—1
1,2,... s, k pro licha k&,

k
1,2,...,5,kprosudék.

A-11-3b

V roviné je din pravouhly trojihelnik T s vrcholy 4, B,
C, s pravym uhlem pfi vrcholu C a odvésnami délek a, b.
Na polopfimce CA najdéte bod A’ a na poloptimce CB
bod B’ tak, aby vznikly trojuhelnik T’ s vrcholy 4’, B, C
byl rovnoramenny a pfitom aby obsah rozdilu mnoZin
TuT aTn T byl minimilni. Trojuhelnik T’ sestrojte.

ReSeni: Bez omezeni obecnosti miizeme predpokladat,
Ze a = b. Je-li a = b, stali zvolit T" = T. Necht tedy
a < b, hledejme délku u odvésen trojuhelniku T’. Je-li
u zatim proménnd délka odvésen, oznatme S(u) obsah
rozdilu TUT a TnT. Je-li u >b, S(u) lze zmensSit
zmenSenim u. Je-li u << a, lze S(u) zmenSit zvétSenim u.
Staci se proto omezit na pfipad, Ze a = u = b. Zvolime-li
ortonormalni soustavu souradnic tak, Ze kladna osa x je
poloptimka CB a kladna osa y poloptimka CA4, ma primka
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AB rovnici x + %} — 1 =0, pfimka A'B’ rovnici
a
x +y—u = 0. Jejich prase¢ik P ma proto soufadnice

bh— -

[a fffff Z, b" 'aJ. Obsah S(u) je roven soultu ob-
b—a b—a

sahu trojuhelniku (popf. degenerované¢ho v bod) PAA’

a trojuhelniku PBB’,

1 a 1 b
S) — — by (4 — Q)2 —
N N S
la—i—b( 2ab )2 1 b—a
- — —ab—— .
2b—a a-+b v 2a a+b
.. 2ab
Minimum S(«) tedy nastane pro u = u, = o Sou-

1 I
fadnice bodu P jsou pak [5 Ugs 5 Uy ] Bod P je proto pri-

seCikem piepony daného trojuhelniku T s osou pravého
thlu pfi vrcholu C. Pfeponu trojuhelniku T’ pak dosta-
neme, vedeme-li bodem P kolmici k pfimce PC.

Jiné FeSeni: Jak uZ vime, stali vySetfit pfipad a < b.
Oznaéme O prusecik pfepony AB s osou o uhlu BCA.
Bodem O vedme pfimku kolmou k ose o a jeji pruseciky
s pfimkami AC, BC oznaéme A’, B'. Sestrojme nyni pie-
ponu A4,B, || A’'B’ tak, aby A,€ AA’' (obr. 35). Dosta-
neme tak trojuhelnik T, = A,B,C. Pruselik P; pfepon
AB, A.B; lezi uvnitf useCky OA, nebot a < b. OznaCme
S’ (resp. S;) obsah rozdilu mnoZzin TuT aTn T’ (resp.
TuT,aTnT).
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Plati
S, = 38"+ B,B'OP, — A'OP,A4,.

Ze soumérnosti Ctyiuhelniku A4’ B,B’ podle osy o plyne,
ze B,B'OP;, > A'OP,A,, a tedy S, > S§’. Analogicky
zjistime, Ze i kdyZ pteponu 4,B, || A'B’ vedeme tak, aby
B, € BB’ (obr. 36), je S; > §’. Pro ostatni polohy pfepony
A,B, || A'B’ je zfejmé také S; > S’. Trojuhelnik A'B'C
m4 tedy pozadovanou vlastnost.
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ULOHY III. KOLA

A-Til-1

Necht n je dané pfirozené Cislo. Urcete pocet vSech
usporddanych trojic [x, y, 2] nezdpornych celych Cisel x,
Y, 2, ktera vyhovuji rovnici

x+ 2y 452 = 10n.
Reseni: Dana rovnice mé v oboru nezapornych celych
Cisel pravé tolik feseni jako nerovnice
2y +52=10mn. (1)
Je-li [y, 2] feSeni této nerovnice, je
0=2=2n. 2
Ke kazdému z, pro které plati (2), existuje pravé
10n — 5 5
[ s-men ]
Cisel y tak, Ze dvojice [y, 2] spliiuje (1) — jsou to y =

10n — 5z
=0,1,2,...,

I. (Hranaté zavorky oznacuji

celou Cast Cisla, které obsahuji.) Celkovy pocet feSeni ne-
rovnice (1) a tedy i dané rovnice je

go (Sn 14 [— 52]) @n+1)Gn+ 1)+ .22 [—522]

136



Sc¢itame-li pfes suda a lichd 2 zvlast, dostaneme
2n 52, n n
2 |- =2 5B+ 2 (—5k 4+ 2) =
=0 2 k=1 E=1
= —5n(n+ 1)+ 2n.

Celkem dostaneme praveé 5»% 4 4n +- 1 feSeni.

Jiné feSeni: Je-li z = 0, redukuje se dand rovnice na
x4+ 2y = 10n
a ma 57 -+ 1 feSeni. Je-li 2 = 1, redukuje se rovnice na
x+2y = 10n—5
a ma 5n — 2 teSeni. Je-li 2 = 2, poloZme t = 2z — 2.
Oznacime-li P(n) poCet feSeni dané rovnice, md rovnice

x4+ 2y 4+ 5t = 10(n — 1)

v oboru nezapornych celych cisel pravé P(n — 1) feSeni
a pfitom ma pravé tolik feSeni jako dana rovnice v oboru
celych ¢isel x = 0,y = 0, 2 = 2. Je tedy

Pn) =5n+1+5n—2+ Pn—1) =
= Pn—1)+ 10n — 1.

Protoze P(0) = 1, je

P(n)=1+i(10k—1):1—n+10(1+2+...+n):
k=1
=5n® + 4n + 1.
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A-lil-2

Je dan kvadr @ o rozmérech a, b, ¢, a < b < ¢. Na-
jdéte velikost hrany krychle K, kterd ma s danym kvadrem
rovnobézné stény a spoleCny stfed tak, aby objem rozdilu
mnozin @ U K a @ n K byl minimélni.

ReSeni: Ozname x neznamou velikost hrany krychle
a V(x) objem rozdilu téles @ U K a @ n K. Tento rozdil
je sloZen z bodu, které jsou v @, ale nejsou v K, a z bodu,
které jsou v K, ale nejsou v Q.

Je-li x > ¢, lze V(x) zmensit zmenSenim x, je-li x < a,
lze V(x) zmenSit zvétSenim x. Stali se tedy omezit na
pripad, Ze a = x = c.

Budeme rozliSovat dva ptipady:

A. a = x = b. Pak je (obr. 37) objem V(x) roven souctu
objemu a(bc — x?) vnéjSiho prstence a objemu x*(x —
— a) dvou kvadra, takze V(x) = x® — 2ax® + abc .

B. b = x = ¢. Pak je (obr. 38) objem V(x) roven souctu
objemu (x* — ab) x prstence a objemu ab(c — x)
dvou kvadru, takze V(x) = x* — 2abx + abc.

Protoze derivace funkce V(x) v intervalu (b, ¢) je V'(x) =

= 3x% — 2ab > 0, mlzZe v tomto intervalu nastat mini-

mum jen pro x = b.

V intervalu (a, b) je derivace funkce V(x) rovna V'(x) =

4
= 3x* — 4ax. Pokud 3 << b, je zaporna pro a << x <<

4
< —a, kladna pro ~3Aa < x < b a rovna nule pro x =

3
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X
c ‘
a |
b .
Obr. 37
X
X
________ 7=
///
/
X /
/¢
a /
//
b A Y As
Obr. 38

4 4
=34 Je-li 39 = b, je derivace pro a << x << b zdpornd.
4
Zdvér: Hledana hrana krychle ma velikost 3 a,je-lib >

4 4
> —-a, a ma velikost b, je-li b = -3~a.
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A-111-3

Jestlize ve Ctyithelniku ABCD, jehoZ vrcholy leZi
na kruznici o poloméru 1, plati |4B|.|BC|.|CD|.
.| DA | = 4, potom ABCD je ¢tverec. Dokazte.
(Muzete uzit Ptolemaitv vzorec

|AB|.|CD|+ |BC|.|AD| = |AC|.|BD|.)

Reseni: Protoze AC, BD jsou tétivy kruZnice o polo-
méru 1, je |AC| = 2,|BC| = 2. Zkombinujeme-li
jeSt€ nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym pra-
mérem s Ptolemaiovym vzorcem, dostdvame

4 <|AB|.|BC|.|CD|.|DA| =

_ (4B].|cD) +Tch-|ADi>2 :_J_AC!?_;L 1BDP® _

Vsude tedy nastavd rovnost. Je proto | AC| = 2,
| BD| = 2 a (z rovnosti mezi ar. a geom. prumérem)
|AB|.|CD| = |BC|.|AD|. Tétivy AC, BD jsou
tedy praméry kruZnice, a proto |AB| = |CD| =2,
|BC| = |AD| =/2. Body 4, B, C, D jsou vrcholy &tverce.

Pfipomerime jesté, Ze Ptolemaitv vzorec se snadno od-
vodi pomoci kosinové véty — viz napt. 16. svazek Skoly
mladych matematika S. Hordk: Krugnice.

Jiné FeSeni je zaloZeno misto na Ptolemaiov¢ vzorci na
nasledujicim principu: Mé&me danu kruZnici a na ni tfi
navzdjem ruzné body X, Y, Z. Pohybuje-li se bod Z’ po
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oblouku XZY, je soudin | XZ' | . | YZ’' | maximalni, pravé
kdyz | XZ' | = | YZ'|. Trojthelnik XYZ" m4 totiZ ma-
ximdlni obsah, pravé kdyz | XZ'| = | YZ'|, kdy mé
maximélni vySku na stranu XY. Jeho obsah je roven
1
3|XZ'| .|YZ'|.sin <<XZ'Y a obvodovy thel {XZ'Y
zustava pri pohybu bodu Z’ konstantni.

UvaZujme nyni ¢tyfahelnik ABCD vepsany do kruZnice
k o poloméru 1. Nejprve sestrojme Ctyituhelnik AB'CD’
vepsany do kruZnice % tak, aby |A4B' | = |CB'|,
| AD' | = | CD’ | . Podle zminéného principu je pak
(4B|.|BC|)(ICD|.|DA|) = (|4B'|.|B'C)(CD'|.|D'4))

a pokud B’ 7 B nebo C’ # C, plati ostra nerovnost. Dale
sestrojme Ctyfuhelnik A’B'C’D’ vepsany do kruznice %
tak, aby | B'A" | = |[D'A’"|, | B'C'| = |D'C"|. Ted je
(ID°4| . |AB')(|B'C| . [CD']) =
= (|ID'A'|. |[A'B'))(|B'C’| . |C'D'|)
a pokud A’ == A nebo D’ == D, plati ostrd nerovnost.
Odtud vidime, Ze pokud ctyfuhelnik ABCD neni totoZny
se Ctyfuhelnikem 4'B’C’D’, ktery z né¢ho vznikl popsanym
procesem, je

|AB|.|BC|.|CD|.|DA| < |A'B'|.|B'C'|.|C'D'|.|D'A|.

Ctyiahelnik A’B'C’'D’ je viak ziejmé& &tverec a dikaz je
proveden.
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A-1l1-4

Necht 7 je libovolné pfirozené Cislo. Najdéte viechny
n-tice redlnych cisel x; = x, = ... = x,, pro které plati

n 2 n
(Z xi) SN X Xnoisg

i=1 i=1

ReSeni: Nejprve ukdZeme (coz se provadélo v tloze

A — P — 1), Ze plati pomocna véta:

Necht g =a, = ... = ay, by = b, = ... = by jsou
realna Cisla. Potom
" n n
(Z (li)(_z bi) =n3 ab,
1=1 1=1 i=1
a rovnost nastane pravé kdyz bud a;, = a, = ... = ay,

nebo by = by, = ... =by.

Pomocnou vétu dostaneme seCtenim nerovnosti

(@i — a)(bi — b)) = 0

pro vSechny dvojice indexi 1 =7 =#n, 1 =j < n. Po-

uZijeme-li ji na n-tice
X=X Sk, —Xn = X =

dostaneme

...é_x],

n n n
D XD —Xnoiyy SN D —Xi.Xn-it1s

i=1 =1 i=1
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¢ili
n 2 n
(z xi) =N > Xi.Xn-ity-
=1 i=1
Pravé, kdyZ zde plati rovnost, tj. pravé, kdyz x; = x, =

= ... = Xy, plati nerovnost z textu tlohy.

A-Illl-5

Je dan trojahelnik ABC s velikostmi stran a = b = c.
Mezi vemi dvojicemi bodt X, Y na hranici trojihelniku
ABC, které tuto hranici déli na dvé Casti stejné délky,
najdéte viechny takové, pro n&z je vzdlenost | XY | ma-
ximalni.

Reseni: Predpoklidejme, %e se bod X pohybuje rovno-
mérné¢ po hranici trojihelniku 4ABC. Potom se bod Y,
ktery spolu s X puli obvod trojuhelniku, pohybuje také
rovnomérné, a to stejnou rychlosti jako bod X. Pokud
zadny z bodt X, Y neni ve vrcholu trojuhelniku, jsou oba
tyto body na rtznych stranich trojihelniku, tedy na ra-
menech thlu. UvaZujme nyni konvexni thel ¢ s vrcholem
V, na jednom jeho ramenu body R;, R, a na druhém &,
S, tak, Ze |VR, | = |VS,| = u, |VRy| = u + v,
| VS, | =u — v (u = v = 0). Podle kosinové véty je

| RySy |2 = 2u* (1 — cos @) + 2 2% (1 -+ cos ¢),

atedy | R,S, | je maximélni pfi v = u, tj. S, = V. To viak
znamend pro naSi ulohu, Ze nejvétSi vzdalenost mohou
mit body X a Y jen v pfipadé, Ze jeden z bodu X nebo Y
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bude ve vrcholu trojuhelniku. Porovnejme proto tyto tfi
vzdalenosti (obr. 39). Je-li bod Y, ve vrcholu B, je bod

Obr. 39

X, na strané AC, a to ve vzdalenosti s—a od bodu C, kde
s = %(a -+ b + ¢) je polovi¢ni obvod trojihelniku 4BC

(e totiz | Y,C |+ | CX, | = 5). Ze stejného duvodu je
pro Y; = C bod X; ve vzdalenosti s—a od bodu B na
strané AB.

Podle kosinové véty je
| Xo Y, |2 = a*+ (s — a)? — 2a (s — a) cos y
| X;Y; 2 = a*+ (s—a)> —2a(s—a)cos f.

ProtoZe podle pfedpokladua = b = c¢,jetakéa = =y,
tj. cos # = cos y , a proto
| XY, [P = [ XaYs 2 (1

Porovnime-li stejnym zptsobem pro Y; = A vzdale-
nosti | X,Y, | a | X;Y; |, dostaneme, Ze
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| XY, P = [ XY 2 )

Pritom v (1) nastava rovnost, pravé kdyZ f = vy, a v (2)
nastava rovnost, pravé kdyZ « = f. Proto vzdalenost je
vzdy maximalni pro dvojici X,;Y5, tj. je-li jeden z boda
X, Y ve vrcholu C. Je-li ¢ = b, je vzdédlenost maximaln{
i v pfipadé, je-li jeden z bodd X, Y ve vrcholu Bj; je-li
a = b = ¢, je vzdalenost maximalni, kdykoli jeden z boda
X, Y je ve vrcholu (rovnostranného) trojihelniku.

A-1il1-6

Najdéte vSechna prirozend Cisla n, n << 107, pro kterd
plati: Je-li pfirozené Cislo m, 1 << m << n, nesoudélné s Cis-
lem 7, pak je m prvocislo.

ReSeni: Necht 7 je prirozené islo, pro které plati tvrzeni
dlohy. Jestlize pro prvocislo p plati p* << n, pak n je déli-
telné Cislem p. SkuteCné, kdyby p nedélilo n, p* << n, po-
tom p?% n by byla nesoudé€lna Cisla, ale p? neni prvocislo.

Snadno zjistime, Ze¢ Cisla 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 18, 24, 30
vyhovuji tloze. Zadné jiné Cislo mensi ne? 30 nema vlast-
nost v uloze popsanou. Pfedpoklddejme, Z¢ » md tuto
vlastnost, # > 30. ProtoZe 22 < 30, 3% < 30, 5% < 30, je
n délitelno dvéma, tfemi i péti a tedy » = 30k = 60.
Protoze 72 < 60, je n = 7 . 60 = 420. Potom 112 << 420,
132 < 420, 17* << 420, 192 < 420, a tedy n = 420.11.
.13.17.19 > 10°. Zadna dalsi &isla n < 107 s pozado-
vanou vlastnosti tedy neexistuji. (D4 se dokonce ukazat,
Ze neexistuji uZ ani Z4dna takova n = 107.)
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