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Korespondenéni seminiF MO

Cilem korespondenéniho semindfe bylo dale zvySovat
uroven Spickovych fesiteld MO, ktefi nejsou z Prahy ani
z Bratislavy a nem¢éli tak moZnost pracovat v tamnich
seminatich pro pfipravu na MMO. K ucasti bylo pro-
stfednictvim UV MO na zaklad& vysledkt v MO a navrhii
KV MO pozvano 35 zakd, z nichZ se prihlasilo a ztcast-
nilo 25. Pravidelné jim byla rozesilina série pomérné ni-
ronych tloh, které méli béhem 5 tydna vyfeSit. Dosla
feSeni byla pak opravena, chodnocena a spolu s rozmno-
Zenym komentdfem vracena Ucastnikim. Uvadime znéni
vSech tloh v koresponden¢nim seminafi zadanych.

1. Nerovnosti

11. Dokazte, Ze pre kladné Cisla a, b, ¢ plati

a® + b + ¢ + 3abc = ab(a+b) + be (b+¢) +
+ ac(a+c).

12. Nech «, 8, y su uhly ostrouhlého trojuholnika.
Ak 0 < f <y, potom sin 2x >sin 28 > sin 2y;
dokazte!

13. Stlet druhych mocnin piatich redlnych Ccisel ay,
@y, Ay dyy a5 je 1. DokdZte, e najmensia z hodnot
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(a;—aj)? pre 1, j=1, 2, 3, 4, 5, 1 j nie je vicSia

1
ako —
10 °
14. N3gjdite celt Cast Cisla
PR S S S
Yy T T 000000

15. Na ]ednotkove) kruZnici, v prvom kvadrante, st dane

také oblaky AM = X AM2 Xoyoons AMk_
= X A= (1,0), zeX<X<...<Xk.

Dokazte, Ze
sin2 X, +sin2X,+ ...+ sin2 Xz, — sin (X; —
y) —sin (X, — X;) — ... —sin (Xp; — X)) <

<%+sin(X1+X2)+sin(X2+X3)+...+

+ sin (X%, + X]g) .

16. Dokazte, Ze pre lubovolné kladné Cisla ay, ay, . . . 5 an
plati

a; a, an-g an—1
+ NPT + +
a, - as as -+ a, An—1 1+ an an + a4
a o
a; +a, 4 ’

1
17. Nech xo=05, xpy=%n+—,n=0,1,2, ....

Xn
Potom 45 << xq99 << 45,1; dokazte!
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2. Geometrické nerovnosti

21. Je dan pravidelny 25-tithelnik 4,4, ... A, se stfedem
0. Z vektorit OA,, OA,, ..., OA,; jich vyberte n&-
kolik tak, aby velikost souctu vybranych vektort byla
co nejvétsi. Urcete tuto maximalni velikost.

22. V konvexnim n-Ghelniku jsou sestrojeny vsechny
uhlopricky, a déli ho tak na mnohothelnicky. Urcete
maximalni moZny pocet stran mnohouhelnicku.

23. Obdélnikové pole o rozmérech 300 < 400 je rozdéleno
péSinami na ¢tverce 100 X 100, po obvodu pole vedou
také pésiny. Po pésiné jde chodec rychlosti v, pres
pole rychlosti ». Poradte chodci, jak se dostane z jed-
noho rohu pole do opacného rohu nejrychleji, a urcete,
za jak dlouho.

24. Je dano » jednotkovych useCek v roviné tak, Ze maji
spolecny bod a jejich koncové body jsou vrcholy 2n-
-thelniku. DokaZte, Ze alespon jedna jeho strana nenf
mensi neZ strana pravidelného 2#z-Ghelniku vepsaného
do kruZnice o praméru 1.

25. Do daného trojuhelniku vepiste trojuhelnik s co nej-
mens$im obvodem. (Uvnitf kazdé strany daného troj-
thelniku leZi jediny vrchol vepsaného trojuihelniku.)

26. Mezi vSemi trojuhelniky vepsanymi do dané kruZnice
najdéte ten, ktery mé nejvétsi soulet Ctvercd stran.

27. Polomér kruZnice opsané trojihelniku ozna¢me R, ve-
psané r. Dokazte, 2e¢ R = 2r. Pro které trojuhelniky
plati rovnost ? DokaZte, Ze pro kazda dvé Cisla R = 2r
existuje prislusny trojuhelnik.
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3. Mnohoc¢leny

31.

32.

33.

34.

35.

36.

317.

Soucin dvou mnohoclent s celymi koeficienty ma vse-
chny koeficienty délitelné péti. DokaZte, Ze alespoil
jeden z mnohoc¢lentt ma vSechny koeficienty délitelné
péti.

Je déno Cislo a =4 0 a nenulovy mnohoclen P(x). Do-
kazte, Zze mnohoclen (x — a)" P(x) ma alespoil n + 1

- nenulovych koeficienti.

Je dan mnohoclen 7. stupné s komplexnimi koeficienty.
Lezi-li v roviné komplexnich ¢isel vSechny jeho kofeny
uvnitf (ne na hranici) Ghlu velikosti 60° s vrcholem
v pocatku, jsou vSechny jeho koeficienty nenulové.
Dokazte.

Najdéte nejmensi redlné Cislo a, které ma nasledujici
vlastnost: Pro kazdy mnohoclen f(x) druhého stupné,
pro ktery |f(x)| = 1 pro vSechna 0 = x < 1, plati
f©0) = a

Napi$te mnoho¢len x* + x* + x® + x + 1 jako roz-
dil ¢tverct dvou mnohoclent rtzného stupné s redl-
nymi koeficienty.

Bud r pfirozené Cislo. DokaZte, Ze trojClen x% — rx — 1
neni délitelem Zddného nenulového mnohoclenu s ce-
lymi koeficienty v absolutni hodnoté men$imi neZ r.

Maji-li dva mnohocleny 3. stupné s celymi koeficienty
spole¢ny iraciondlni kofen, pak maji jesté dalsi spo-
le¢ny kofen. Dokazte.
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4. Kombinatorika

41.

42,

43.

44,

45.

150

Drevénou krychli natfeli na Cerveno a pak ji roziezali
na 73 stejné velkych krychlicek. Kolika zptisoby je
mozno z krychlicek slozit ¢ervenou krychli ptivodnich
rozméra ?

Je dano prvocislo p > 2 a pfirozené Cislo n. Kolika
zpusoby Ize obarvit vrcholy pravidelného p-tthelniku
pomoci n barev? Zpusoby, pii nichZ se po otoceni
p-uhelniku barvy shoduji, nepoklddejme za rtizné.
Uvazujme vSechna slova sloZend z » pismen X a n
pismen Y. Diferenci slova budeme rozumét dislo,
které udéva, kolikrdt v ném jsou vedle sebe rtiznd pis-
mena. DokaZte, %e pro kazdé ke{l,2,...,n— 1} je
pocet slov s diferenci # — % roven poctu slov s dife-
rencin + k.

Je dano pfirozené Cislo » >2. Uvazujme vsechna
slova slozend z »n pismen X a n pismen Y. Slovim,
kterd 1ze rozdélit na dvé slova, z nichZ kaZdé obsahuje
stejné X a Y, budeme fikat slova 1. druhu. Slovam,
kterd lze takto rozdélit jedinym zptsobem, budeme
fikat slova 2. druhu. Dokazte, Ze slov 2. druhu je
dvakrat tolik jako slov 1. druhu.

Je dédno pfirozené Cislo » >2 a mnoZina M, jejiz
prvky jsou slova sloZend z pismen X a Y, pri¢emz kazdé
slovo ma pravé n pismen a jakakoli dvé riizna slova se
lisi alesponi na tfech mistech. DokaZte nerovnost

2”
n—{—lo

M| =



46.

47.

DokaZte, Ze pro kazdé pfirozené Cislo » plati

n—1 4:71
4n—2
2 “;@+J

Rekneme, Ze systém § podmnoZin né&jaké mnoziny je
dokonaly, jestlize pro zadné dvé podmnoZiny A € S,
B e S neplati A < B. Jaky je nejvétsi mozny pocet
podmnozin tvoficich dokonaly systém podmnoZin
n-prvkové mnoziny ?

5. Geometrie

51.

52.

53.

54.

V prostoru jsou diny dva rtizné body A, B. Najdéte
mnoZinu v§ech boda X, pro které se | X4 |2 — | XB |?
rovnd danému kladnému cislu k.

V prostoru je dina rovina p a body 4, B v opacnych
poloprostorech urcenych rovinou p. Najdéte v roviné
¢ vSechny body X, pro které je || XA |— | XB|]|
maximalni.

V prostoru je dan klin K (pranik dvou poloprostort,
jejichZ hraniCni roviny nejsou rovnobézné) a uvnitf
ného poloprimka p, jejiz pocatek naleZzi hrané klinu K.
Najdéte rovinu p, kterd prochazi poloptimkou p tak,
Ze p je osou thlu p n K.

Bod X se pohybuje po primce p konstantni rychlostf
danou vektorem u, bod Y se pohybuje po pfimce ¢
konstantni rychlosti danou vektorem v. Pfimky p a ¢
jsou mimobézné a v jednom okamZiku je X v bodé .
A, Y v bod¢ B. Najdéte polohu bodu X, Y, pri které
je vzdalenost | XY | minimaélni.
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55.

56.

57.

58.

152

V trojbokém jehlanu ABCV je | AV | = | BV | a hra-
na AC je kolma ke sténé ABV, |CV | = p. Koule
hrany CV a zakladny ABC. Vypoctéte objem jehlanu
pomoci veli¢in p, r.

V roviné je dan trojuhelnik ABC a bod P. Paty kolmic
vedenych bodem P k strandm trojahelniku ABC
oznac¢ime K, L, M. Udejte nutnou a postacuyjici pod-
minku pro to, aby

a) body K, L, M, P leZely na kruZnici,

b) body K, L, M lezely na pfimce.

V roviné je dan trojuhelnik ABC. KruZnice k4 pro-
chazi bodem A4 a dotyka se strany BC v bodé B,
kruZnice kp prochazi bodem B a dotyka se strany CA
v bod¢ C a kruZnice k¢ prochdzi bodem C a dotyka se
strany AB v bodé A. DokaZte, Ze se kruZnice k4, kg,
ke protinaji v jednom bodé Q. Co plati o thlech
S QAB, $QBC, ¥QCA?

V prostoru jsou diny pfimky p, ¢ a rovina p, dale je
dana délka d > 0. Sestrojte tsecku délky d rovnobéz-
nou s rovinou p, jejiz jeden krajni bod nélezi p a druhyg.



