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Zprava o XXIi. MMO

XXI. mezindrodni matematickd olympidda (MMO) se
konala ve dnech 28. Cervna — 9. Cervence 1979 ve Velké
v Londyné, kde ma své sidlo School Mathematics Project,
ktery MMO zajistoval po organizacni strance.

Co do tcasti znamenala XXI. MMO rekord: oficialn{
delegace na ni vyslalo dvaadvacet zemi: Belgie, Brazilie,
Bulharsko, Ceskoslovensko, Finsko, Francie, Holandsko,
Izrael, Jugosldvie, Kuba, Madarsko, NDR, NSR, Polsko,
Rakousko, Rumunsko, Recko, SSSR, Svédsko, USA,
Velka Britdnie a Vietnam. S belgickou delegaci ptijel navic
jeden Zdk z Lucemburska; celkem se MMO zacastnilo
166 soutézicich ze 23 zemi. Z tradi¢nich Gcastnikl tento-
krat chybélo Mongolsko, nové se zucastnila Brazilie a Iz-
rael. Kromé toho byl na XXI. MMO pfitomen pozoro-
vatel z Australie, kterd se viZzné zajima o ucast na nékteré
pristi MMO; myslenka MMO tedy pronikla jiz na v§echny
kontinenty.

Prvni etapa MMO byla zahajena 28. Cervna v Bristolu,
kde sidlila mezinarodni jury b&hem pfipravnych praci.
Zde se nejprve vybiraly soutéZni tlohy z ndvrha zaslanych
zicastnénymi zemémi a predbéZné zpracovanych organi-
zatory MMO. Jury zasedala pod vedenim predsedy
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dr. Trevora Fletchera v budové Churchill Hallu bristolské
univerzity.

Vedle pripravy soutéZe se na jednanich jury diskutovala
i nékterd obecnd témata. Mnoho pozornosti bylo vénovano
vymezeni tematiky olympiddnich aloh. Tradi¢ni poZada-
vek, aby ulohy na MMO tematicky nevybocovaly z ramce
pruniku témat probiranych na $koldch vSech zacastnénych
zemi, je stale vice pocifovan jako nepifijemné a neZadouci
omezeni. I kdyZz se nepodafilo jesté zcela sjednotit nazory
na tuto otdzku, vyznéla diskuse alespoil ve vSeobecné do-
porudeni nevylucovat naptisté a priori urcitou problema-
tiku jen proto, e se viude dokonale neprobira. Slo hlavn&
o komplexni Cisla, trigonometrii, elementy analyzy, popi.
téZ poctu pravdépodobnosti. Pfevlddal nazor, Ze od ucast-
nikd MMO je moZno oCekdvat prece jen o néco vic nez jen
bézné Skolské znalosti — je ovSem tfeba tyto pozadavky
vCas specifikovat.

Vysledkem préce jury v této prvni etapé byl vybér Sesti
aloh pro soutéz:

1. Necht p a ¢ jsou pfirozena Cisla takova, Ze

? 1+1 1+ 1 N 1
a 2 '3 4 771318 ' 1319

Dokazte, Ze p je délitelné Cislem 1979.

2. Je din pétiboky hranol se zékladnami A,4,4;4,4;
a B,B,B;B,B;. Viechny hrany obou zikladen a vSechny
useCky A;jBp, 1 =7 =5, 1= k = 5 obarvime Cervenou
nebo zelenou barvou tak, aby v kazdém trojuhelniku, jehoZ
vrcholy jsou vrcholy hranolu a jehoZ vSechny strany byly
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obarveny, existovala dvojice stran riznych barev. DokaZte,
Ze vsech deset hran obou zdkladen musfi mit stejnou barvu.

3. V roviné jsou dany dvé protinajici se kruZnice k;
a ky. Oznaéme A jeden z jejich prusecikd. Po kruZnici %,
resp. k, se pohybuji body B,, resp. B, ve stejném smyslu
konstantni rychlosti tak, Ze se pfi kazdém obéhu setkavaji
v bodé 4.

Dokazte, ze v roviné existuje pevny bod P, pro ktery
v kazdém okamZiku plati |[PB,| = |PB,|.

4. Je déna rovina &, bod Pex a bod Q ¢ #. Najdéte
vSechny body R € 7, pro n¢z je podil

PO+ |PR|
OR|
maximaln{.
5. Najdéte vSechna redlna Cisla b, pro néz existuji ne-
zaporna redlna Cisla x;, x,, X5, x4, x; takova, Ze plati

3 5 5
kak::b, Zk3xk:b2’ Zk5xk:b3.
k=1 k=1 k=1

6. Po vrcholech pravidelného osmithelniku ABCDEFGH
skdde klokan. Kazdym skokem se pfemistuje z jednoho
vrcholu do nékterého z obou sousednich; zaCind v 4 a za-
stavi se, jakmile se poprvé dostane do E.

Oznalme a, pocet vSech riznych cest z A do E sloze-
nych z pravé n skokd. DokaZte, Ze pro vSechna 2 = 1, 2,
3,... plat

1
ay-1=0, azk:l/—i(xk_l _yk-l)a
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kde B -
x=2+)2, y=2-]2.

Pozndmka. Cestou z A do E sloZenou z pravé n skokl
rozumime posloupnost Py, Py, P,, ..., P, vrcholti osmi-
thelniku s témito vlastnostmi:

1) Py = A; Py = Ej

(i1) provsechnaj = 1,2,...,n — 1je P; # E;

(iii) pro kazdé j = 0, 1,2,...,n — 1 jsou Pja Py,
dva sousedni vrcholy osmithelniku.

Vybér tloh na MMO je ovSem vzdy vysledkem rtznych
kompromisi; jury je omezena na piedloZené navrhy a nema
dostatek Casu ulohy jesté néjak dotvaret. Jako jiz Casto
v poslednich letech, byla i tentokrat v navrzich slabé za-
stoupena geometrie. Jury se vSak snaZila, aby vysledny
vybér byl tematicky pestry a nepreferoval vyrazné zadnou
oblast Skolské matematiky. Vybrané tilohy pochézely z na-
vrht predloZenych NSR (1. a 6. tloha), Bulharskem (2.),
SSSR (3.), USA (4.) a Izraelem (5.).

Souciasti vybéru uloh je také odhad jejich obtiznosti. To
neni lehky tkol, nebot Zici pracuji pii soutézi v podmin-
kach klausury a Casovy faktor muze sehrat velkou roli. Po
delsi debaté se jury dohodla nezduraznovat prili§ rozdily
mezi Ulohami a ohodnotit je Sesti (Glohy 1 a 4) a sedmi
(alohy 2, 3, 5, 6) body.

V sobotu 30. ¢ervna dorazila jiz vSechna soutéZici druz-
stva do Londyna, a tak se jury v plném poctu a posilena
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o zastupce vedoucich delegaci mohla pustit do konecné
formulace pfijatych tloh v narodnich jazycich zaki. V ne-
déli 1. cCervence byly jiz texty pieloZeny, rozmnoZeny
a pripraveny k rozdani soutézicim. Jury tak zbylo trochu
volna k navstévé mésta Bristolu. Vecer byli Clenové jury
pfijati naméstkem bristolského primdtora a potom si
v Churchill Hallu vyslechli koncert komorni hudby.
Vlastni soutéz XXI. MMO probéhla v Londyné ve
Westfield College, kde byli vSichni soutéZici také ubyto-
vani. Slavnostni zahdjeni bylo 2. Cervence dopoledne za
pritomnosti statniho sekretare pro Skolstvi Sira Jamese Ha-
miltona. Jury pfijela na toto zahdjeni rannim rychlikem
z Bristolu, kam se pak odpoledne vratila, aby byla zacho-
vana obvykla izolace od soutéZicich. V Bristolu pak jesté
jury navstivila Clifton College a prohlédla si aredl této
skoly. Teprve v druhy den soutéZe, 3. Cervence rano, pie-
sidlila jury nadobro do Londyna do Westfield College.
Zaci fesili 2. ervence prvni tfi a 3. ervence druhé tii
soutézni ulohy. V nasledujicich dnech jiz méli volno k pro-
hlidkdm londynskych pamétihodnosti a k vyletu lodi do
Grenwiche, kdezZto ¢lenové jury pilné€ pracovali na opravé
Zakovskych feSeni a koordinaci jejich hodnoceni. Prace
pokracovaly ve velkém tempu a dosti napjaty harmono-
gram byl dodrZen jen za cenu nékterych ,,pfescast‘‘. Vedle
toho byl ve stfedu vecer na programu koncert a ve Ctvrtek
prijeti vSech ucastnikd MMO primdtorem na londynské
radnici. V pétek 6. Cervence byly jiZ znamy konecné vy-
sledky soutéZe a jury mohla rozhodnout o udéleni cen.
Celkem bylo udéleno 8 prvnich cen — za feSeni ohodno-
cend 37—40 body, 32 druhych cen (za 29—36 bodit) a 43
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tfetich cen (za 20—28 bodit). Navic dostal jeden vietnam-
sky zak zvlastni cenu za elegantni feSeni tfeti tilohy.

Na tomto poslednim pracovnim zasedani jury byly také
prodiskutovany nékteré obecné otaizky MMO v budouc-
nosti a byla pfijata nékterd doporuceni k organizaci pris-
tich MMO. V pitek 6. Cervence vecer pak byla ve West-
field College usporadana slavnostni zavéreCna velefe pro
vSechny zucCastnéné i Cetné hosty. V sobotu 7. Cervence
dopoledne se pak rovnéZ ve Westfield College konalo slav-
nostni rozdileni cen za pfitomnosti vévodkyné z Glouces-
teru, ktera osobné predala diplomy 83 Zaktim, ktefi ziskali
nékterou z udélenych cen. Kromé diplomii dostali ocenéni
Zaci také vécné dary (matematickou literaturu, plnici pera).

Thned po rozdéleni cen odjeli vSichni ucastnici MMO
autobusy do Oxfordu, cestou se nakratko zastavili ve Wind-
soru, kde si prohlédli zamek. V Oxfordu pak byli vétSinou
ubytovani v Keble College. Nedéle 8. Cervence byla véno-
vina organizované prohlidce dalSich oxfordskych koleji
(Cs. delegace navstivila Magdalen College) a odpolednimu
autobusovému vyletu do Stratfordu nad Avonou. Vecer
pak byla ve velké jidelné Keble College posledni, slav-
nostni vecefe na rozloucenou.

V pondéli 9. Cervence se jiZz delegace opét rozjizdély do
svych domovti. Ceskoslovenské delegace se vratila do Prahy
letadlem v odpolednich hodinéach.

Ceskoslovensko se podilelo na XXI. MMO ve shodé
s propozicemi této soutéze ve viech jejich fazich; ndvrhem
uloh, praci v mezindrodni jury po celou dobu a soutéZnim
druZstvem v plném poctu osmi zakd.
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Jako navrh byl do Londyna jiz v kvétnu zaslan soubor
Ctyt Gloh. Dvé z nich byly organizatory MMO zarazeny
do sirsiho vybéru, ktery byl predloZen jury. Pfi postupném
zuzovani vybéru se jedna z naSich uloh udrzela az do po-
sledniho vybéru Sesti iloh z osmi. Byla to vSak algebraicka
tloha dosti naro¢nd a jury usoudila, Ze by nebylo vhodné
predkladat zakim vice neZ jednu ndro¢nou ulohu na kazdy
den soutéze.

Ceskoslovenské drustvo pro XXI. MMO bylo jako ob-
vykle vybrano z uspé$nych ucastniki nasi MO kategorie
A, a to podle vysledkd dosaZenych ve III. i ve II. kole
s prihlédnutim k vykontim poddvanym v ptipravnych sou-
stfedénich a v korespondencnim seminafi. Podle téchto
kritérii byli jako nejlepsi vybrani Zaci:

Jaroslav Hancl
Miroslav Chlebik
Jozef Firdsek
Ladislav Kubini
Radan Kucera
Jan Nekovadr
Otto Ritter
FJosef Tkadlec

. gymnazia v Bilovci

. gymnazia v Cadci

. gymnazia v Kosicich
. gymnazia v Bardé&jové
. gymnazia v Brné

. gymnazia v Praze 2

. gymnazia v Praze 2

B DR s b
s s R s s s

. gymnazia v Bilovci

Vysledky, jichZz dosahli na XXI. MMO, jsou shrnuty
v tabulce:
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Pocet bodii za feeni ’ . ‘
74k ulohy &. Cel- | Udélena
kem cena
1 2 3 45 6

Hanc¢l 1 00 6 7 2 16 \ —
Chlebik 6 0 6 1 2 5 20 II1.
Jirdsek 07 7 6 0 4 24 111.
Kubini 0 0 6 6 4 1 17 —
Kucera o 7 7 1 71 23 III.
Nekovart 6 77 6 7 17 40 I.
Ritter 02 0 6 3 1 12 —
Tkadlec 1 4 7 6 71 26 III.

Vysledky 1ze hodnotit jako tspéch, hlavné diky vybor-
nému vykonu J. Nekovdie — nejmladsiho ¢lena Cs. druz-
stva, ktery v soutéZi neztratil ani bod (stejného vysledku
dosahli jen tfi dalsi soutéZici: dva sovétsti a jeden vietnam-
sky 74k). Po jedenacti letech tak Ceskoslovensko opét zis-
kalo jednu z prvnich cen na MMO.

I kdyZ vykony ostatnich Clenit ¢s. druZstva nepredCily
oCekdvani, je zisk Ctyf tfetich cen jisté uspokojivy. Blizsi
pohled na tabulku vysledkd svéd¢i o znamé skuteCnosti,
Ze si nasi Zaci dovedou dobfe poradit s tlohami se stan-
dardni tematikou algebraickou (tloha 5), ale zejména geo-
metrickou (tlohy 3 a 4). Znacné potize m¢li naproti tomu
s prvni ulohou, jejiZz obtiZnost jury ponékud podcenila.
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Je to totiZ uloha ,,trikova‘‘ (a tedy ne pravé nejvhodné&jsi
pro klauzurni soutéZ): kdo na upravu vedouci k jedno-
duchému feSeni neprisel, nedokézal zpravidla vibec nic.
Stejné potize méla i vétSina ostatnich soutézicich, néktera
druzstva dokonce za prvni lohu neziskala ani jeden bod.
Také u Sesté ulohy, kde $lo o v podstaté neprili§ tézké
kombinatorické tvahy spojené s feSenim rekurentnich
vztahll, nedopadli nasi Zaci pravé nejlépe.

Sestice soutéZnich tloh XXI. MMO vcelku dobie pro-
véfila znalosti i napaditost soutézicich a umoznila pomérné
jemné odstupiiovani hodnoceni podanych vykont. Umis-
téni Cs. druzstva na sedmém misté v neoficialni klasifikaci
podle souctu bodi je uspokojivé a patrné odpovidd nasim
redlnym moZnostem. K tomu, abychom se zaradili mezi
svétovou $picku, nam chybi zatim vétsi vyrovnanost druz-
stva a spolehlivost vykonu i v podminkaich MMO, které
jsou prece jenom naro¢néj$i — po strance odborné i psy-
chickou zatéZi — neZ na nasi domdaci matematické olym-
piade.
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Vedouci a zastupci vedoucich delegaci

na XXI. MMO
Australie prof. J. L. Williams, Sydney (pozoro-
vatel)
Belgie prof. A. Festraets, Brusel
prof. W. van Harume
Brazilie prof. A. Barone, Sao Paulo
Bulharsko prof. J. B. Tabov, Sofia

V. Michailov

Ceskoslovensko dr. F. Zitek, Praha
doc. dr. J. Morav¢ik, Zilina

Finsko dr. M. Lahtinen, Helsinki
dr. E. Pekkonen
Francie prof. C. Deschamps, Pariz
prof. D. Gerll
Holandsko dr. J. van de Craats, Leiden
dr. A. W. Boon, Haag
Izrael prof. J. Gillis, Tel Aviv
A. Markus
Jugoslavie prof. D. Ljubi¢, Bélehrad
V. Jankovi¢
Kuba dr. F. Recio
Madarsko -prof. E. Hodi, Budapest
dr. I. Reiman
NDR prof. G. Burosch, Rostock

dr. M. Noackova, Berlin

162



NSR prof. A. Engel, Frankfurt n. M.
dr. H. Sewerin

Polsko Mgr. A. Makowski, Varsava
dr. M. Brynski
Rakousko prof. T. Miihlgassner, Eisenstadt
prof. G. Windischbacher, Styrsky Hradec
Rumunsko prof. I. Cuculescu, Bukurest
prof. P. Horia
Recko prof. I. Merminghis, Athény
SSSR prof. A. P. Savin, Moskva
V. 1. Misin
Svédsko prof. L-A. Lindahl, Uppsala
dr. S. Jonsson
USA prof. S. L. Greitzer, New,Brunswick

prof. M.tKlamkin, Edmonton

Velka Britdnie dr. C. Goldsmith, Wiltshire
dr. T. Heard, Londyn

Vietnam prof. Le Hai Chau, Hanoj
Dao Van Phong
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Celkové vysledky XXI. MMO
(poradi zemi podle ziskanych cen)

podet cen
zent e

1 2. 3 ;
SSSR 2 4 1 267
NSR 1 5 2 235
Rumunsko 1 4 2 240
Vietnam 1 3 - 134Y)
USA 1 2 2 199
Ceskoslovensko 1 - 4 178 .
Francie 1 - 1 155
Velka Britdnie - 4 4 218
Polsko - 2 3 160
NDR - 2 . 2 180
Madarsko - 2 2 176
Svédsko - 2 1 143
Jugoslavie - 1 4 168
Holandsko - 1 1 131
Bulharsko = - 5 150
Rakousko - - 4 152
Izrael - - 2 119
Finsko - - 1 89
Belgie - - 1 66
Recko - - 1 57
Kuba - - - 35%)
Brazilie - - - 19?)
Lucembursko - - - 7

1) Vietnamské druzstvo bylo jen ¢tyrélenné.
2) Kubénské druzstvo bylo jen &tyiélenné.
3) Brazilské druZstvo bylo péti¢lenné.

1) Soutézil jen jeden zak.
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Reseni tiloh XXI. MMO

1. Zkoumany soucet postupné upravime

. 1 +_1 1 N 1 ) 1
23 4" "7 1318 1319

—1+l+l+l+ + ! + !

- 2 3 4 777 1318 1319

RN .
2 4 77 U 1318)

—1ig +—1——(1+1+ +i)~—
p— 2 .« e E DR =

1319 659
B 1+ 1+ o 1 ¥(1+ 1)%
660 661 ' T 1319 \660 ' 1319
+(1+ ‘)+ +(1+ L)
661 = 1318 T 989 ' 990/
1979 N 1979 N 1979
©660.1319 ' 661.1318 ' 77 ' 989.990

Zlomky uvedeme na spoleCného jmenovatele a sloucime.
Ponévadz 1979 je prvolislo, nemiZe se pfi tom zkratit,
a Citatel vysledného zlomku bude nutné cislem 1979
délitelny.

2. Nejprve dokdZeme, Ze kaZdé dvé sousedni hrany téze
zédkladny maji touz barvu. Kdyby tomu tak nebylo, exis-
tovaly by na jedné zakladné — napt. 4,4,4;4,4; — dvé
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hrany, napt. 4,4, a A,A4;, z nichZ prvni by byla Cervena

a druha zelena. Z tohoto predpokladu vSak odvodime spor.
Z vrcholu A, vychazi pét obarvenych uselek A,B,,

AyB,, . .., A,B;, alespoii tfi z nich maji touz barvu.

Necht tato barva je Cervend a necht jsou to usecky A,B;,
Ay,By, A,B,. Ze tii vrcholid Bj, By, B, pétithelniku jsou
nutné vzdy dva sousedni — napt. B;Bj. Uselka B;By; je
tedy hrana druhé zdkladny, a je tedy obarvena. Kdyby
vsak byla hrana B;Bj. Cervena, mél by trojihelnik A,B;Bj
vSechny tfi strany Cervené, coz by odporovalo podminkdm
ulohy, je tedy B;Bj obarvena nazeleno.

Podivejme se nyni na tsecky A,Bj, A,By. Je-li aspoil
jedna z nich — napf. 4,B; — Cervend, ma trojuhelnik
A,A,B; vSechny tfi strany Cervené, coZ je opét spor.
Jsou-li v8ak obé& usecky A4,Bj, A,Bj zelené, je cely troj-
thelnik A,B;Bj zeleny, tedy opét spor s podminkami
ulohy.

Pfedpokladame-li, Ze z vrcholu A4, vychazeji alesponi tfi
zelené useCky A4,Bj, A,Br, A,B,, musi byt hrana B;Bj
spojujici dva sousedici vrcholy B;Bj nutné Cervend, jinak
by vznikl zeleny trojuhelnik A4,B;Bj. Potom vsak obé
useCky A,Bj, A;Bj musi byt Cervené (jinak by trojihelnik
A,A;B;, resp. A,A;Bj mél tii zelené strany), to vSak zna-
mena, ze trojuhelnik A4;B;Br ma vsechny tfi strany
Cervené.

Dostali jsme tak spor v kazdém pripadé, coz znamen4,
Ze vSechny strany jedné a téZe zdkladny maji nutné touz
barvu. Zbyva dokdzat, Ze nemiZe byt jedna zdkladna ze-
lend a druha Cervena.

166



Necht A4, 4, jsou dva sousedni vrcholy Cervené zdkladny.
Z vrcholu A4, nutné vedou alesponi tfi Cervené obarvené
useCky A,Bj, A,By, A;B;,. Kdyby jich totiz bylo méné,
vedly by z 4, nutné dv¢ zelené usecky k dvéma sousednim
vrcholim druhé, zelené zakladny a vznikl by tak trojuhel-
nik s tfemi stranami obarvenymi nazeleno. Z vrchola By,
By, B, jsou opét nutné dva sousedni, napf. Bj, By. Uselky
A,Bj, A,By nemohou byt ¢ervené — trojuhelnik A4,4,B;,
resp. A,A4,By by pak mél vSechny tfi strany Cervené. Jsou
tedy obé zelené, to vSak znamena, Ze trojuhelnik 4,B;B}
ma vSechny tfi strany zelené, coZ je opét spor s podmin-
kami tlohy.

Je tedy vidét, Ze vSechny hrany obou zdkladen musi byt
obarveny touZ barvou. Use¢ky AjBi, j, & = 1, 2,..., 5,
pak maji — vSechny nebo vSechny s vyjimkou jediné —
druhou barvu.

3. Oznatme S, resp. §,, stied kruZnice k,, resp. ks,
C stred usecky S;S, a A" druhy pruasecik kruZnic &, a k.
Dokazeme, ze hledanym bodem P je obraz bodu A’ pfi
stfedové soumérnosti vzhledem k bodu C. Tato soumér-
nost prevadi S, v S, a zifejmé plati |PS,| = |4'S,|, | PS;| =
= |AS,| a PS, || AS,, PS, || 4S,.

Z toho, Ze se body B;, B, pohybuji konstantni rychlosti
a ze se pri kazdém obéhu setkdvaji v bodé A, plyne, Ze
jejich uhlovd rychlost je stejna, tj., Ze se stiedové uhly
<X AS,B;, <<AS,B, vidy rovnaji.

Vedme nyni libovolnou pfimku bodem A’ a oznaéme
Bj, resp. B, jeji daldi praseciky s kruznicemi &, resp. k,.
(Je-li ptimka te¢nou k nékteré z kruZnic, splyne B, resp.

167



B, s bodem A’.) Dile rozli§ime dva piipady podle toho,
zda bod A’ odd€luje & neodd&luje body B;, B;.

Jestlize je 'neoddluje, je thel,<xAA'B; = < AA'B,
obvodovym thlem v obou kruZnicich, kterému oviem od-
povidaji stejné stfedové whly. Jestlize A’ oddéluje body
B; a B,, jsou obvodové thly <xAA'B; a <AA'B; vy-
pliikové, takZe soucet jim odpovidajicich thlu stfedovych
je 360°. V obou pripadech vSak vzhledem k definici pohybu
bodt B; a B, vidime, ¢ B; a B, jsou odpovidajici si
polohy pohyblivych bodit B, a B,. Znamena to, Ze v kaz-
dém okamziku leZi bod A’ na pfimce B,B,.

Vezméme nyni pfimku B;B, a promitnéme na ni kolmo
body S;, Sy, P; priméty oznalme po fad€ S;, S,, P'.
Z vlastnosti stfedové soumérnosti pak plyne ]SI'A’[ =
— |S,P|, |S;47| = |SiP|.

Nyni opét rozlis$ime dva pripady podle toho, zda bod A4’
oddéluje ¢i neodd€luje body B,, B,. Navic budeme pro
jednoduchost pfedpokladat, Ze [B,A'[ < [B,A’l.

Jestlize A’ oddéluje B; a B,, mame

|B,P’

= |B;Sa| + [ S:P'| = |B,Sz| + [ S14'| =
1 . , 1
= §(|B2A |+|B.A4 D =5[Blel.
V opalném pripadé pak
|BoP’| = | ByS;| — |S:P'| = |BeS;| — | Si4| =

1 , ]
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V obou pripadech tedy kolmy pramét bodu P na pfimku
BB, pili Gise¢ku B, B,, tedy vidy plati | B,P| = | B,P|.

1. Nejprve si odvodime nékteré nutné podminky, jimZ
musi vyhovovat bod R. Ozna¢me S patu kolmice spudténé
s bodu Q na rovinu =.

Ztejm¢ je R # P. V trojihelniku POR totiz plati
|PQ |+ | PR| = | QR |, pfitemZ rovnost nastane pravé
tehdy, je-li P = R. Je tedy pro P #* R

|PO| + |PR| POl
|OR| |QP|

Bod S nutné lezi na tsece PR. Kdyby tomu tak ne-
bylo, bylo by nutn¢ P # S. Na pfimce PS bychom pak
vzali bod R’ takovy, aby S leZelo na useCce PR’ a aby
pfitom | SR’ | = | SR | . Bylo by pak oviem také |QR’| =
= |QR |, nebot QS | n. Podle trojihelnikové nerov-
nosti by vsak platilo
[PO| + |PR| _ |PO|+|PS| + [SR'| _ |PQ|+ |PR|

OR| [OR] |OR|

bod R by nevyhovoval uloze.

Usecka QS je tedy nutné vyskou v trojihelniku POR.
Tento trojuhelnik navic musi byt rovnoramenny: |PR| =

= |PQ)|.

Oznacme y thel { QPR; je to thel, ktery svira pfimka
PQ s rovinou z. Oznaéme dale « = <CPRQ, f = <LPQOR.
Podle sinové véty plati

|PQ|+ |PR| sina+sinf  sinx+sinf
|OR| siny sin (« + f)
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M daném jmenovateli je pak Citatel maximalni, je-li « = B,
tj. je-li trojuhelnik PQOR rovnoramenny.

Toto tvrzeni se dokaZe napf. takto: Na kruZnici se stie-
dem § a polomérem rovnym 1 zvolme tfi body 4, B, C
tak, aby XASB = «a, <BSC = f, <ASC = « + f.
Potom sin « 4 sin f je délka kolmého pramétu usecky
AC na pfimku koimou k SB. Je zfejmé, Ze tento prameét
bude nejdelsi, bude-li pfimka, na kterou promitdme, rov-
nobéZzna s useCkou AC, tj. bude-li AC | SB, tj. bude-li
SB osou thlu <t ASC, tj. bude-li « = f£.

Nyni jiZ mZeme ulohu fesit: je-li P # S, existuje je-
diné feSeni; je to bod R takovy, aby S leZelo na usecce
PR a aby trojahelnik PQR byl rovnoramenny, | PR| = | PQ)|.
Je-i P = S, tj. je-li PQ | =, pak existuje nekoneCné
mnoho bodi R; vyplituji celou kruZznici o stfedu P a po-
loméru PQ.

5. Predpokladejme, Ze pro nékteré redlné Cislo b existuji
Cisla xy, %y, X4, x4, X5 Vyhovujici podminkam tlohy.
Potom plati

5 5 5
b3= stxk:b Zk3xk:b2 zkxk.
k=1 k=1 k=1
Ponévad? je zfejmé b® — 2b° + b = 0, plati také
5 5
0= > kxp(k* — 2bk* + b%) = > kxp(k* — b)*.
k=1 k=1 :

Zde jsou vSak vSechny s¢itance nezaporné; ma-li se jejich
soucet rovnat nule, musi byt vSech.y nulové, tj. musi byt
kxy (B* —b) = 0

prokazdé k = 1,2, 3,4, 5.
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Jedno moZné feseni je zfejmé x; = x, = x; = x, =
= x; = 0, potom je také b = 0.

Je-li nékteré x; # 0, je nutné b = k% To vSak znamena,
Ze pro vSechnaj + kje x; = 0, a tedy xx = k.

Cislo b tedy maZe byt jen nékteré z &isel 0, 1, 4, 9, 16,
25 a kterékoli z téchto Cisel muZe byt ¢islem b.

6. Pro kazdy vrchol V' daného osmithelniku oznacme
fn(V) polet vSech cest z A do V o n skocich, tj. pocet
vSech posloupnosti

®
PO,PD---JPn
vrcholt osmithelniku s témito vlastnostmi:
(@ Py =A4,Py =1V,
(b) Pn a Pgy, jsou dva sousedni vrcholy pro & = 0,
1,...,n— 1.

(c) Pr # Eprok = 1,2,...,n— 1.
V dusledku symetrie vzhledem k ose AE plati
anH) = fn(B) > fn(G) = fn<c), fn(F) = fn(D)
pro vsechna n.
Do vrcholit 4, B, C, E se 1ze dostat jednim skokem vzdy
z obou sousednich vrchold, takZe plati
Jn(A) = fn-y(B) + fn-1(H) = 2 fn_4(B),
fo(B) = fn-y(4) + fn-1(C), M
n(C) = fn-1(B) + fu-(D), )
fn(E) = fn—1(D) +fn—1(F) = 2fn -1(D).
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Naproti tomu jsou- vrcholy D -a F dosaZitelné pouze
z vrcholu C, resp. G, takze... - - :

faD) = fu-i(C).
Cislo an, ktere mame urcit, )e v nafem oznaceni rovno
an = fn(E) 2fn-1(D) = 2fn_5(C).
Podle (1) je el ’
fn(B) fu-s(A) + fn 1(0) 2fn o(B) + fu —1(C) s
takZe
Jn- 1(C) fn(B) 2fn -o(B). )
Zaroven podle (2)
“fn+1(C) = fu(B) + fu(D) = fu(B) + fn-1(C)»
takZe . _ ) B
Ju(B) = fn+1(C) — fn -+(C).
Dosazemm do (3) odtud dostévime
f14(€) = (€)= 1a(©) = 21, a(©) — fus(O)N,
tzn. ‘
fara(©) = 4, (O + 2 (€ =0. @
Piimym vypoltem snadno zjistime, Ze je _
O =0, FHO =1, f(O)=0, [OC) =4
Odtud a ze (4) je jiz vidét, Ze fo5+,(C) = 0 pro viechna
k=0,1,2,...5t. Z¢eje agg+, = Oprok=1,2, 3,.
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Obecny vyraz pro ag,, £ = 1,2,3,...,

_i, k—1 k—1 5
azk_]/é'(x =37 ©)

kde x =2+ ]2, y =2 — |/2, ov&fime: pro k=2, 3
dostaneme dosazenim

2=2 C) = **—1* —*L 2.2
= 2. fy )—a4—]/5(x“y)—]/5- -v2:

1 1 _
8 = 2f(C) = as=ﬁ(x2—y2) :T/?-(4+4)V2-

Rovnice (4) pfepsana pro a,; pak zni
Ay, —4 Ay k-1y+ 20 k-2 = 03 (6)

dosadime-li sem podle (5), vidime, Ze (6) plati pro kazdé
k=2,

173






