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Kategorie C

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA
C-P-1

Je din trojahelnik ABC. Oznatme P, Q, R stfedy jeho
stran. Dokazte, Ze trojuhelniky ABC a PQR maji t€zisté
v tomtéz bodé.

Reseni. Dokdzeme, Ze téznice (pfimky) trojihelniku 4BC

R P

splynou s téZnicemi trojuhelniku PQR; z toho plyne, Ze t&éZisté

C
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obou trojihelnikii splynou. Diikaz provedeme pro téznici CP
(obr. 14). Usecka QR je sttedni pticka trojihelniku ABC, a je
1

tedy QR || AB a QR = 2 AB. Oznatme P’ prusecik usecek
CP, QR. Pak je usecka RP’ stiedni pficka trojuhelniku APC,
nebot prochdzi sttedem R strany AC a je RQ || AP. Z obdob-
ného duvodu je dsecka QP’ stfedni pficka trojihelniku BPC.
Pro bod P’ tedy plati

1 1
RP' = AP = - BP = QP

tj. bod P’ je stfed usecky QR, tj. pfimka CP je téZnice troj-
thelniku POR.

Jiné ¥eeni. Usetka PQ je stfedni pticka trojuhelniku ABC,
je proto PQ = CR a PQ || CR. Body P, Q, C, R tvofi tedy
rovnobéznik. Uhlopticky rovnob&Zniku se pili, ptimka CP
tedy prochazi stfedem usecky QR a je to téznice trojihelniku
PQR.

C-P-2

Je din obdélnik ABCD, v némz AB = 2a, BC = a. Nad
stranami AB, AD jako nad praméry jsou sestrojeny kruZnice,
které kromé bodu 4 maji spolecny jesté bod K.

a) Dokazte, Ze bod K lezi na thlopficce BD.
b) Vypoctéte vzdalenosti bodu K od vrcholu A, B, D.
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Reseni. a) PonévadZ podle Thaletovy véty jsou tihly AKD,
AKB pravé, lezi body B, K, D v pfimce (obr. 15).

D

Obr. 15

b) Podle Pythagorovy véty je BD = a |/5. Oznaéme hledané
vzdilenosti AK = x, BK =y, DK = z. Snadno vypolteme
x — je to vySka na zdkladnu BD v trojihelniku ABD, jehoz

2a
obsah je a2, je x = V;— Z pravouhlych trojuhelnikd ABK,

ADK dostivame podle Pythagorovy véty

V_,z— —xAV:.

Mohli jsme vyuZit také podobnosti trojuhelniku,

Va2

y= Vagz — x2 =

ADAB ~ NAKB ~ ADKA,

které maji shodné odpovidajici si ahly. Poméry velikosti
odvésen jsou
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DA AK DK
AB BK AK’

-

takze

Z

X
y ox

7
Odtud vidime, Ze x = 2z, y = 4z. Ted uZ staci ur¢it nékterou

z veliCin (napfiklad x z pravouhlého trojuhelniku AKB o od-
vésndch x, 2x a pfeponé 2a), abychom dostali ostatni.

Pozndmka. Uloha byla uvedena v XIX. roé. MO jako Z-I-3.
V brozute Vysin-Machdéek: Vybrané ulohy MO — kategorie Z
je zafazena pod €. 33.

C-P-3

Najdéte vSechna trojcifernd Cisla s touto vlastnosti: Napise-
me-li pfed hledané Cislo stejnou cifru, jako je ta, kterd stoji
na misté jeho jednotek, dostaneme ctyiciferné Cislo, které je
o 18 mensi nez sedmindsobek hledaného Cisla.

Reseni. Mi-li hledané &islo v desitkové soustavé zdpis abc,
ma pozménéné Cislo zdpis cabc. Pro Cislice a, b, ¢ pfitom plati
a # 0 (trojcifernost puvodniho &isla), a ¢ 7 0 (Ctyfcifernost
pozménéného ¢isla). Podle podminky ulohy je

1000¢ + 100a + 106 + ¢ = 7 (100a + 106 + ¢) — 18,

58



odkud dostaneme

3(100a -+ 10b — 3)
‘- 497 :

Vzhledem k tomu, Ze ¢ je celé Cislo a 497 neni délitelno tfemi,
je nutné 100a - 106 — 3 délitelno 497. Mohou nastat jen dvé
mozZnosti:
(I)  100a + 106 — 3 = 497
(IT) 100a + 106 — 3 = 994
Ptipad (I) vede ke vztahu
10a + b = 50,
kterému vyhovuji jen Cislice @ = 5, b = 0. Hledané Cislo je
pak 503 - snadno ovéiime, Ze spliiuje podminky ulohy. Pfipad
(IT) vede ke vztahu
100a + 106 = 997,

ale ten pro Zddné cislice a, b neplati — pravé strana neni totiz
délitelna deseti.
Uloha mi jediné feseni - &islo 503.

Pozndmka. V XII. ro¢niku byla dloha zafazena jako D-I-2.
V brozute Vysin-Machdéek: Vybrané ulohy MO - kategorie Z

je uvedena pod €. 6.
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C-P-4
Urcete vSechna Cisla a, b, pro kterd plati
(@ + 623 — (@® + 32 = 0.
Zjistéte vsechna a, b, pro kterd nastane rovnost.

ReSeni. Jednoduchymi ekvivalentnimi tipravami p¥evedeme
danou nerovnost na nerovnost

a?b? (3a2 — 2ab + 3b%) = 0.
Vyraz a%? je pro vSechna redlnd Cisla nezdporny, a protoze
3a%2 — 2ab + 3b2 = (a — b)? + 2(a® + b2),

je také vyraz 3a2 — 2ab -+ 3b2 neziporny pro kazdou dvojici
redlnych Cisel a, b. Plati tedy vzdy

3a% — 2ab + 362 = 0, a%% = 0,
a tedy také
a?b? (3a2 — 2ab + 3b%) = 0.

Pro kazdou dvojici redlnych cisel a, b tedy plati také dand
nerovnost. Rovnost nastivd v dané nerovnosti pravé tehdy,
plati-li

a2 [(a — b)2 + 2(a® + b2)] = 0.



V dané nerovnosti plati proto znaménko rovnosti tehdy a jen
tehdy, je-li a = 0 nebo b = 0.

Pozndmka. Uloha byla zafazena v XV. roéniku MO jako
D-II-1. V brozuie Vysin-Machdéek: Vybrané tlohy MO — ka-
tegorie Z je uvedena pod €. 23.

SOUTEZNI ULOHY I. KOLA

C-1-1

V roviné je ddn trojihelnik ABC a piimka p, kterd nepro-
chdzi Zidnym jeho vnitfnim bodem. DokaZzte, Ze soucet vzdd-
lenosti bodu A, B, C od pfimky p se rovnd souctu vzddlenosti
stiedtl stran AB, BC, AC od pfimky p.

Reseni. Nejprve dokdzeme pomocnou vétu, jejimz pfimym
dusledkem bude véta, kterou mdme dokdzat v uloze.

Lezi-li body A4, B v téze poloroviné s hranici p, je vzddlenost
sttedu S usecky AB od pfimky p aritmetickym priamérem
vzddlenosti obou bodti A, B od pfimky p (obr. 16).

Pomocna véta zfejmé plati v pfipadech AB || p nebo AB | p.
Mai-li tsecka AB jinou polohu, oznalme a, b, s vzddlenosti
bodiu 4, B, S od pfimky p. Pfitom je s délka stiedni pfi¢ky
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Obr. 16 Obr. 17

lichobéZnika se zdkladnami a, b (nebo pravouhlého trojiuhelniku,
je-li @ = 0 nebo b = 0). Plati tedy

Pti feSeni ulohy C-I-1 oznac¢ime vrcholy trojuhelniku A4, B, C,
stfedy stran A’, B, C’ a jejich vzdalenosti od pfimky p oznacme
a', b, ¢’ (obr. 17). Podle pomocné véty plati

1 1
d=z@b+e, b=5(C+a), ¢=5(@+b)

a+b+c=a+b+tc
C-1-2

Use¢ka AB délky 12 cm je rozdélena bodem C v poméru
1:2. V jedné poloroviné urcené piimkou AB jsou sestrojeny
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polokruznice s praméry 4B, AC, CB. Vypocitejte polomér
kruZnice, kterd se dotykd vsech tfi polokruznic.

Reseni. Polomér uvazované kruznice oznaéme r a jeji stied
S (obr. 18). Spustime-li z bodu § kolmici na tsecku AB
a jeji patu ozna¢ime D, vidime tfi pravouhlé trojuhelniky,
které maji spoleCnou odvésnu SD a jejichz pfepony uzce
souvisi s poloméry danych polokruznic a s hledanym polo-
mérem r. Budeme se snazit tyto souvislosti vyjadfit rovnicemi
a z nich urdit r. Podle Pythagorovy véty dostdvame, oznacime-li
jesté SD = p, SoD = g,

z ASoSD: P> g2 =16 —r)2
z AS18D: P2+ (4 —qP=(2+1r)2
z \S2SD: P+2+qr=>4+r)
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To je soustava tfi rovnic o tfech nezndmych p, g, r, které sice
nejsou linedrni, ale snadno je vyfe$ime, v§imneme-li, Ze se vkaz-
dé vyskytuje p2 - g2 vlevo a r2 vpravo. Po upravé je dostaneme
ve tvaru

PP+ g2 —r2=—12r + 36
P+ —r= 4r +8qg—12
P+ —r= 8r —44q+ 12

Odtud plyne, porovndme-li pravé strany 1. a 2., resp. 1. a 3.
rovnice

2r+qg=26
5r —q=6.
To uZ je soustava dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych,

kterou snadno vyfe$ime: seCtenim obou rovnic hned dostaneme

12 12
re= Existuje-li popsana kruZnice, md polomér e

Jiné FeSeni. Vyhneme se zavadéni dvou pomocnych ne-
zndmych. Vyjdeme opét z trojuhelniku 81828 rozdéleného
pfickou ve dva trojihelniky 77 = $:180S a T2 = $:285,S
(obr. 19). Pro jejich obsahy plati

T, =2Ts, ™
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2+r 4+r
6-r
31 4 SO 2 32
Obr. 19

nebot maji spole¢nou vysku z vrcholu S na strany S18p = 4,
S2So = 2. Podle znamého Heronova vzorce pro obsah troj-
thelnika

T=Vs(s—a)(s—b)(s — o),
kde s je poloviéni obvod a a, b, ¢ jsou délky stran, dostaneme
T2=12r(4 —r)
T2 =24r(2 —r).
Dosadime-li odtud do vztahu (*), dostaneme
12r(4 —r)=4.247r(2 —7)
neboli
4 —r=8Q2—r),

12

a odtud pro hledany polomér r = =
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Pozndmka. Kruznici, jejiz polomér jsme vypocitali, snadno
sestrojime. Vzddlenost jejiho stfedu S od bodu S; bude

12 12
2+ - od bodu S» bude 4 + -

C-1-3

Kruznice k1 = (81, 1), k2 = (8o, r2) se dotykaji vné v bodé C.
Kromé spolecné te€ny v bodé C maji jesté dalsi dvé spolecné
te€ny. Vezméme jednu z nich a body dotyku téchto kruZnic
na ni oznacme 4, B.

a) Dokazte, ze trojuhelnik ABC je pravouhly
b) Vyjadrete obsah trojuhelniku 4BC pomoci 1 a ra.

Reseni &4sti a). Primky S14 a S2B jsou rovnobézné, nebot
obé jsou kolmé ke spoleéné te¢né. Oznaéme D druhy priisecik
pfimky S18s's kruznici k2 (obr. 20). Trojdhelniky $1.4C, SeBD
jsou podobné, nebot jsou oba rovnoramenné a maji stejné uhly
pfi vrcholech S, S». Proto pfimky AC a BD jsou rovnobézné
a uhly ACB, CBD jsou stejné velké. Podle Thaletovy véty je
thel CBD pravy.

Jiné FeSeni &sti a). Piimky S14 a S»B jsou rovnob&zné.
Je-li tedy o velikost thlu 48;C a f velikost thlu BS:2C, je
o + f = 180°. Didle, protoze trojuhelniky ACS; a CBS: jsou

« p
rovnoramenné, je <L $1CA4A = 90° — 2 a < 8:CB = 90° — 2

Odtud dostaneme

S ACB — 180° — (/90'\;5) ~ (goo_'i) I
; \ 2/ 2 2 -7
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Obr. 20

Reseni &asti b). Zvolme oznaleni tak, aby r; = r2. Na
ptimce S14 najdeme bod D tak, aby ptimka DS; byla rovno-
b&znd s AB. Dostaneme pravouhly trojihelnik S$;S2D a ob-
délnik DS2BA (obr. 21).

Obr. 21
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Podle Pythagorovy véty
AB? = DS? = 818 — DSi? = (r1 + r2 — (r1 — 122 =
= 4ryre.
Déle vedme bodem C kolmici na pfimku AB. Tato kolmice
protne pfimku DSp v bodé E a pfimku AB v bodé F.
Z podobnych trojuhelnikia S;S2D, CS>E dostaneme

CS2.DS1  re(r1 — 12)
SS: rntre

a tedy

ro (7‘1 — 7‘2) i 27’2 r

+re= }
ry+re ry 7

CF = CE + EF =

Obsah trojihelniku ABC je pak

/
2rir2 rire Vrirs

re+re ry+re

1 1
5 ABCF = EV4T17‘2 .

Pozndmka. K feSeni tlohy se nabizi i ndsledujici postup:
Vypocteme AC = 2r; l/ _ ™ BC=2n ]/ o
rLtre | r1Ltre

a AB. To ndm umozni dokdzat pravotihlost ABC pomoci obra-

1
cené Pythagorovy véty a vypocist jeho obsah jako 2 AC.BC.
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Tento zpusob je vSak daleko pracnéj$i nez postupy uvedené
vyse.

C-1-4

Uvazujme vSechny vyrazy, které dostaneme z vyrazu
U—v—x—y—2

doplnénim alespon jedné dvojice zavorek tak, aby se tim ve
vyrazu neobjevilo ndsobeni. [Jeden z téchto vyrazi je napfiklad
u — ((v — x) —y — 2). AvSak napfiklad vyraz (u — v) (— x—
— Y — z) mezi uvazované vyrazy nepatfi, nebot je v ném
nasobeni.] Kolika riznych hodnot mohou nejvyse tyto vyrazy
nabyvat pro jednu pétici Cisel u, v, x, y, 2?

Reseni. At si vezmeme kterykoli z uvaovanych vyrazi,

muzeme vzdy postupné provést upravy, naznacené zavorkami,
a dospét k vyrazu tvaru

u—vaxfyyz,
kde kazdy ze symbold «, 3, y znamena bud -, nebo —.
Vyrazi tohoto tvaru existuje 8. Ukdzeme, Ze kazdy z nich
mizZe vzaiknout uvaZzovanym zpiisobem:

u—v+x+yt+z=u—(w—x—y—2)

Uu—v+x+y—z=u—([O®O—x—y) —=z2



u—v+x—y+ez=u—{O0—x)—(—2)
u—v+x—y—z2=u—(V—%x)—y—2
u—v—x+y+tz=u—v—(x—y—2)
u—v—x+y—2z=u—9v—-(x—y —=2
Uu—v—x—y+z2=u—v—x—(y—2)
u—v—x—y—2=WU—0)—x—y—2

Pro jakoukoliv pétici Cisel x, y, 2, u, v nabyvaji tedy vSechny
vyrazy popsané v uloze nejvyse osmi raznych hodnot. Existuji
vSak pétice, pro néZ nabyva osm naposled uvedenych vyraza
osmi navzdjem rdznych hodnot (napf. u =v =0, x =1,
y = 2, 2 = 3). Hledany pocet je tedy 8.

C-1-5

Pri oslavé svych narozenin Josef zjistil, Ze secte-li Cislice
momentdlniho letopoctu, dostane svlij vék, a odecte-li mo-
mentdlni letopocet od jeho zrcadlového obrazu, dostane Ctyf-
ndsobek svého roku narozeni. V kterém roce naseho tisicileti
Josef provedl vypocet ?

Reseni. Provedl-li Josef vypodet v roce 1000 | 100a +
+ 106 + ¢, bylo mu pravé 1 + a + b + ¢ let a narodil se
v roce 999 + 99a + 96. Rozdil momentdlniho letopoctu
a zrcadlového obrazu je
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(1000¢ -+ 1006 +.10a + 1) — (1000 + 100z -+ 106 + ¢) =
= 4(1000 + 100a + 106 +¢c —1 —a —b —¢).
a po upravé
(*) 37c + 2b — 18a — 185 = 0.

Odtud vidime, Ze Cislice ¢ je nutné lichd, a dostdvime odhad

1 1
57 (185 + 18a —25)= .- (185 4 18.0 — 2.9) > 4.

Cislice ¢ mizZe tedy byt jen 5, 7 nebo 9.

Pro ¢ = 5 se rovnice (*) redukuje na b = 9a,a té vyhovuji
dvé dvojice: (a = 0,6 =0),(a =1, =09).

Pro ¢ = 7 dostdvame rovnici b = 9 (a — 4) — 1,a té vyho-
vuje jedind dvojice: @ = 5,6 = 8.

Pro ¢ = 9 dostavame rovnici 6 = 9 (a — 8) — 2,até vyho-
vuje jedind dvojice: a = 9,6 — 7.

Pfislusné letopocty jsou 1005, 1195, 1587 a 1979. Snadno
se presvédéime, Ze viechny vyhovuji podminkdm tlohy. (Sesti-
lety Josef v r. 1005 mel Vsak neuverltelne matematické schop-
nosti). : '

C-1-6

Plati-li pro povrchy Pi, Ps, Ps tii krychli P3 = Py 4 Ps,
pak pro jejich objemy V1, Vs, V3 je - i
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i+ Ve<Va< 271 + W)

Dokazte.

Reseni. Uloha je formulovina geometricky, okamzité se viak
prevede na Cisté algebraicky problém.

Text ulohy sugeruje oznacit velikosti hran krychli symboly
a1, a2, ag. Oznacime je vsak radéji a, b, ¢, abychom se vyhnuli
indexdm a vyrazy byly pfehledné;jsi.

Z podminky pro povrchy plyne ¢ = Va2 + # a dosazenim
nabude dokazovana nerovnost tvar

(1) @+ 5 < (Va2 + 828 < V2@ + 83).

Vzhledem k tomu, Ze pracujeme v oboru kladnych &isel a, b,
je soustava nerovnosti (1) ekvivalentni se soustavou nerovnosti

(@ + B2 < (@ + b2P < 2 (a3 + B2,

Maime vlastné dokadzat, ze pro vSechna kladnd Cisla a, b plati
tyto dvé nerovnosti:

2) (@3 + 632 < (a® + b2
3) (a? + 823 = 2(a® + B3)3
Prvni nerovnost uz jsme dokdzali v uloze C-P-4 (protoze
a > 0, b > 0, plati ostrd nerovnost). Druhd nerovnost je ekvi-

valentni s nerovnosti
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a% — 3a%b? + 4a33 — 3a%b* + b5 = 0.
Vyraz na levé strané je vSak roven
(a? — 2ab + b%) (a* + 2ab + 2ab3 -+ b%)

a pro kladné a, b je vskutku nezdporny.

SOUTEZNI ULOHY II. KOLA

C-11-1

V roviné je din trojihelnik 4BC a ptimka p, kterd nepro-
chédzi zddnym vnitfnim bodem trojahelniku. Vyjadfete vzdile-

bodt 4, B, C od ptimky p.

Reseni. Oznaéme vzdilenosti bodi 4, B, C od ptimky p po
fadé a, b, c. Muzeme pfedpokladat, ze bod C ma z vrcholu
A, B, C od pfimky p nejvétsi vzdalenost, tj. ¢ = a, ¢ = b.
Oznacme jesté s a ¢ vzddlenosti stfedu S uUsecky 4B a tézisté
T od ptimky p (obr. 22). Pak je

a-+b c—S
s = ——2— s =135+ ~'~3— . Po dosazeni za s dostaneme

1
zzg(a-er + o).
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Obr. 22

C-1l-2
Urcete, kolik rtiznych souctii mizeme dostat z vyrazu

1—-1+1—-1+...+1—1

1980 jednicek

doplnénim alespoil jednoho paru zdvorek tak, aby vznikl sprdvné
uzdvorkovany vyraz a nedostali jsme pfitom zdpis soucinu,

Reseni. Nejprve dokdzeme, 7e miizeme dostat soucty
—1978, —1976, ..., —2,0,2, ..., 1974, 1976."
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Soucet tvaru —2k pro k& = 989, 988, ..., 1 dostaneme napf.
uzdvorkovanim

1—-(1+D)—(1+D)—...—A+D)—1+1—...+1-1

k part zavorek

Soucet tvaru 2k pro k=0, 1, 2, ..., 988 dostaneme napft.
uzdvorkovanim

1—(1+1—(1+D)—1+D)—. .. —(A+1)—1+... +1-1

k + 1 pdrt zdvorek

Dile dokdzeme, Ze jiné hodnoty dostat nemiZeme. Po
doplnéni zdvorek dostaneme vyraz, ktery lze upravit na vyraz
bez zdvorek s 1980 cleny, ktery se od ptivodniho bude lidit jen
znaménky ¢lend. Je-li v ném a znamének + a b znamének —,
je jeho soucet a — b, a je tedy sudy, protoze a + & = 1980.
Prvni ¢len ma vzdy kladné a druhy zdporné znaménko, takze
soucty —1980 ani 1980 nemohou vzniknout. Soucet ziejmé
nemuze v absolutni hodnoté pfesdhnout 1980. Zbyva dokazat,
Ze nemuze vzniknout soucet 1978.

a) Md-li po odstranéni zdvorek étvrty ¢len znaménko —, pak
alesponl dva cleny (druhy a ¢tvrty) maji znaménko — a soucet
nemuize presahnout 1976.

b) Mi-li étvrty &len znaménko |, znamend to, Ze lezi uvnitf
zavorky, pfed kterou je znaménko —. V této zdvorce lezi
i tieti Clen, a ten pak md v upraveném vyraze znaménko —.
Opét tedy alespont dva ¢leny maji znaménko —.
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C-1Il-3a

Necht P, P2, P3, P4 jsou obsahy ¢tyf ¢tverct a o1, 03, 03, 04
jejich obvody (v tomtéz poradi).

Plati-li
Py Py - P3 — Py,
pak
/
o1+ 02+ 03= 04}
Dokazte.

ReSeni. Oznac¢ime-li velikosti stran ¢tverch a, b, ¢, d, plati
¢)) a? 4 b2 4 2 = 42

Maidme dokéazat nerovnost

©) a+b+c=dl3.
Kdyby
atbtc>dl3,
bylo by
@+b+c2>3d2=3(a?+ b+ c2)
neboli

a? 4 b2+ 2 — (ab + ac + bc) = (a — b)® + (b — ¢)*> +
+(a—C)2<0,

a to je spor.
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C-11-3b

Nad pramérem AB délky 10 cm je sestrojena polokruz-
nice k. Kruznice ki, k2 maji stejné velké poloméry, dotykaji
se vzajemné a obé se dotykaji polokruznice k a praméru AB.
Urcete velikost jejich poloméru.

ReSeni. Zvolme oznaceni podle obr. 23, r je hledany polo-
mér. Je SQ =5 —r, ST = TQ = r a trojihelnik STQ je
pravouhly. Podle Pythagorovy véty je (5 — )2 = 272, tedy
r=52—1)-=201.

Obr. 23
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