29. ro¢nik matematické olympiady

Kategéria B

In: Jozef Moravc¢ik (editor); Leo Bocek (editor); Lev Bukovsky
(editor); Antonin Vrba (editor); Jan VySsin (editor); FrantiSek
Zitek (editor): 29. ro¢nik matematické olympiddy. Zprava o
feSeni tloh ze soutéze konané ve Skolnim roce 1979-1980. 21.
P& inj { gematické olympiada. (Slovak). Praha: Statni
pedagogické nakladatelstvi, 1982. pp. 78-102.

Pestiistem o I B Ikeno ati g/ dinth ecGzeihlAeatlendsy 26 Sciences
provides access to digitized documents strictly for personal use.
Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
L signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/404729
http://dml.cz

Kategéria B

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

B-P-1

Je dané kladné ¢islo ¢, rovina a v nej dve rdéznobezky p, g.

a) Uréte mnozinu vSetkych bodov X danej roviny, pre
ktoré je sucet vzdialenosti od priamok p, ¢ rovny c.

b) Urcte mnozinu vsetkych bodov X danej roviny, pre
ktoré sa absolditna hodnota rozdielu vzdialenosti od priamok
P, q rovna Cislu c.

RieSenie. a) Pri rieSeni tlohy vyuzijeme tuto vlastnost rov-
noramenného trojuholnika (obr. 24): Nech ABC je rovnora-
menny trojuholnik so zdkladfiou BC a body 4, A’ st stumerne
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Obr. 24
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zdruzené podla priamky BC. Ak je X lubovolny bod tusecky
BC a M pita kolmice vedenej z bodu X na priamku BA,
prejde pri osovej sumernosti kolmica XM do kolmice XM’
k priamke BA'. Pretoze BA' || CA, je XM' || XN, kde N je
piita kolmice z bodu X na priamku 4AC a plati [ XM| + |[XN| =
=|XM'| +|XN| = |[NM’|, ¢ je dizka vy3ky trojuholnika
ABC na stranu AC.

Nech teraz P, R st také body priamky p, ktoré maju od
priamky ¢ s fiou rdznobeznej vzdialenost ¢ (pozri obr. 25),

Q p' P

o -
o

Obr. 25

a Q, S zasa také body priamky ¢, ktorych vzdialenost od
priamky p sa rovnd c. Na zdklade vyssie uvedenej uvahy ma
kazdy bod hranice pravouholnika PQRS od priamok p, g
sucet vzdialenosti rovny c.

Ak je Y Iubovolny bod roviny réznobeziek p, ¢, ktory
nelezi na hranici pravouholnika PQRS, potom mozno zostrojit
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pravouholnik P'Q’R’S’, na hranici ktorého bude leZat bed Y
tak, Ze bude rézny od pravouholnika PQRS, a preto sucet
vzdialenosti bodu Y od priamok p, ¢ bude rézny od c.

Mnozinou bodov X poZadovanych vlastnosti je teda hranica
pravouholnika PORS.

b) Nech X je Iubovolny bod hladanej mnoziny. Oznaéme
dy jeho vzdialenost od priamky p a d, vzdialenost od priamky
g. Podla podmienok tlohy musi platit: |dp — dq| = Co
znamend, Ze bud d, = d; + ¢, alebo d; = d, + c.

Ak je dp = d, + ¢, je vzdialenost bodu X od priamky p
vidcSia alebo rovnd c¢. Bod X musi preto lezat v niektorej
z polrovin ohraniCenych priamkami p;, resp. p2, neobsahu-
jucej priamku p (obr. 26), pricom p;, p2 st rovnobezky s priam-
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Obr. 26
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kou p, ktoré maji od nej vzdialenost c¢. Ak hladany bod X
lezi v prisluSnej polrovine ohraniCenej priamkou p; vritane
tejto priamky, je dp = dp, | ¢ Cize dp = d,;. Bod X lezi
teda na niektorej z osi uhla priamok p; a g v prisluSnej pol-
rovine.

Obritene, kazdy bod X, ktory lezi na niektorej z tychto
dvoch polpriamok, vyhovuje podmienke d; = d; + c.

Analogickou uvahou sa dokdZe, Zze hladanej mnoZine patria
vietky body osi uhlov priamok ps a ¢ v prislusnej polrovine.

Ak vyjdeme z rovnosti dy = dp + ¢, dostaneme podobnym
sposobom dalsie dve Casti hladanej mnozZiny. Ak totiZ ¢i, g¢o
si rovnobezky s priamkou ¢ vo vzdialenosti ¢, potom hla-
danej mnoZine patria osi uhlov priamok p, ¢i, resp. p, ¢,
v polrovine ohranicenej priamkou g¢;, resp. g2, a neobsahu-
jucej priamku gq.

B-P-2

Na Sachovnici tvaru 20 x20 poli je vyznacenych 31 navzai-
jom rdéznych Sachovnic tvaru 8 x8. Dokdzite, Ze existuje
pole, ktoré patri asponi Siestim z vyznacenych Sachovnic.

RieSenie. Pouzijeme metédu nepriameho dokazu. Budeme
predpokladat, Ze tvrdenie tdlohy neplati, tj. Ze kazdé pole
Sachovnice 20 %20 patri najviac piatim vyznaCenym Sachov-
niciam tvaru 8 x 8.

Oznatme § stcet vSetkych poli 31 vyznaCenych $achovnic,
v ktorom je kazdé pole zahrnuté tolkokrit, kolkym vyznace-
nym Sachovniciam patri. Zrejme plati: S = 31.8.8 = 1984.
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Poktisme sa sicet S odhadnut za predpokladu, Zze kazdé
pole moze patrit najviac piatim vyznadenym Sachovniciam.
Pre polia v rohoch velkej Sachovnice bude vSak tento pocet
eSte mensi, ako ukazuje schéma na obr. 27. Podla toho by malo
platit:

S=4.(142.2+2.3+43.4)+ (400 —4.8).5 = 1932,

Co vsak je spor s vys$Sie uréenou hodnotou suctu S. To zna-
mend, Zze nd$ predpoklad bol nesprdvny a musi existovat
asponl jedno pole patriace Siestim $achovniciam, ako sme mali
dokazat.

51513
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5

Obr. 27

Iné rieSenie. Zavedme na Sachovnici 20 x 20 sdradnice r, s
poli tak, Ze r bude ¢islo radu pocitané oddola nahor a s ¢islo
stipca pocitané zlava napravo. Vyznamnu tlohu hraji polia
(8, 8), (8, 16), (16, 8), (16, 16). Lahko sa vidi, Ze kazda Sachov-
nica tvaru 8 x 8, ktord mozno vyznacit na Sachovnici 20 x 20,
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obsahuje prave jedno z nich. Kedze 31:4 =7, vyplyva
z toho, ze niektoré z tychto Styroch poli lezi dokonca na 8
z 31 vyznacenych §achovnic.

B-P-3

Ndjdite vsetky redlne Cisla a, b, ¢ také, Ze rovnica
(1) ¥ —ax? +bx —c=0
ma korene a, b, c.

Rie$enie. Nech redlne Cisla a, b, ¢ su koretimi rovnice (1).
Potom Tavu stranu rovnice (1) mozno rozlozit na sucin kore-
novych cinitelov:

(2) ¥ —ax?+bx —c=(x—a)(x—05)(x —o).
Vyndsobenim pravej strany (2) a porovnanim koeficientov pri
rovnakych mocnindch x na oboch stranich takto ziskanej
identicky platnej rovnosti dostaneme:

3 atb+c=a Cize b | ¢ =0,

(4)  ab + ac + bc = b Cize, vzhladom na (3), bc = b,

(5) abc = c.

Ak je ¢ = 0, je podla (3) tiez b = 0. Pre Tubovolné redlne a
md potom rovnica (1) tvar
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x3 —ax2 =0

s korefimi a, 0, 0.

AKk je ¢ # 0, potom je podla (3) tiez b # 0, z coho vzhladom
na (4) vyplyva ¢ = 1. Potom v$ak podla (3) je 5 = —1 a podla
(5) tieza = —1.

Po dosadeni tychto koeficientov do (1) dostaneme rovnicu

—x3—x2+x+1=0,

ktorej Cisla 1 a —1 vyhovujui, pricom Cislo —1 je dokonca
dvojndsobnym korefiom.

Uloha mi teda dve rieSenia: 1) a lubovolné, b = 0, ¢ = 0;
2)a=—1,b=—1,c=1.

B-P-4
V obore redlnych cisel rieSte ststavu rovnic
xX+y=s,
)
ax +2y =0

s neznamymi x, y, pricom a, s sa redlne Cisla. Urobte diskusiu
rie$itelnosti stistavy vzhladom na cisla a, s.

RieSenie. Ak od dvojndsobku prvej rovnice od¢itame druhu,
dostaneme

) 2 —a)x =2s.
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Ak je a = 2, s # 0, rovnica (2) zrejme rieSenie nemd. Pre
a=2, s=0 md nekoneCne mnoho rieSeni tvaru x =,
Yy = —¢, kde ¢ je redlne dislo.

Ak je a # 2, mdze rovnici (2) vyhovovat len &islo x =

=22 ku ktorému z prvej rovnice sustavy (1) Iahko uréime
—a

Dosadenim sa Iahko presved¢ime, Ze tdto dvojica Cisel x, y
sustave (1) skutocne vyhovuje.

SUTAZNE ULOHY I. KOLA

B-1-1

Do kruznice je vpisany 1979-uholnik A1A4243. . .A1979.
Ak lezi stred kruznice vo vnutri 1979-uholnika, potom sucet

1977
uhlov pri vrcholoch Ay, As, A4s, ..., A1977 je mensi nez -

Dokaizte.

RieSenie. Ozna¢me (obr. 28) S stred kruznice, do ktorej
je vpisan)" l979—uholnik, o — {A1979A18, o =— @:AlAzS,
a3 =L A2A3S, ..., wgr9 = LA1978A41970S. Usetky A4S,
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Obr. 28

AsS, ..., Aig79S rozdelia dany mnohouholnik na 1979 rovno-
ramennych trojuholnikov. Z toho vyplyva, Ze vnitorné uhly
pri vrcholoch Ai, As, ..., Aigze 1979-uholnika st v uve-
denom poradi oy + a9, o2 + a3, ..., 1979 -+ 1. Preto pre
sucet s vSetkych vnutornych uhlov 1979-uholnika plati

N :2(0(.1 -{—0(.2 —{— e +o€1979) = 19777:.

Sucet vnutornych uhlov pri vrcholoch Ay, Az, As, ..., A9
v$ak bude

x + % o3 g ... arg7r - 1978 =
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s 1977

= a7y < LT,

8]
\S]

Co sme mali dokdzat.

Pozndmka. Z postupu dokazu je zrejmé, Ze plati nasledu-
juca vSeobecnd veta: Nech z je nepdrne prirodzené Cdislo.
Ak n-uholnik je vpisany do kruZnice, ktorej stred lezi v jeho
vnutri, potom suicet uhlov pri vrcholoch #-uholnika s nepar-

n—2
nymi indexami je mensi nez T Pre n = 3 dostaneme
ako dosledok zndmu vetu: Ak stred opisanej kruZnice lezi

vo vnutri trojuholnika, potom je trojuholnik ostrouhly.

B-1-2

V rovine je dany konvexny uhol a v iom kruZnica. Zostrojte
na kruznici body, pre ktoré je stucet vzdialenosti od ramien
daného uhla minimdlny.

RieSenie. VyuZijeme vysledok casti a) rieSenia ulohy
B - P - 1, podla ktorého je mnoZinou bodov v dutom uhle,
pre ktoré je sucet vzdialenosti od ramien tohto uhla dané
Cislo, tseCka kolmd k osi uhla. Je zrejmé, Ze tento sulet je
tym vacsi, ¢im vidcsia je vzdialenost usecky od vrcholu uhla.
Z tejto uvahy vyplyva, Ze minimum pre vsetky body danej
kruznice sa dosiahne v pripade dotykového bodu, v ktorom
sa dotyka kruZnice priamka kolmd na os uhla, a to blizsia
k vrcholu uhla z oboch priamok tejto vlastnosti (pozri obr. 29).
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Poznamenajme, Ze dotykovy bod T» druhej z oboch pria-
mok je tym bodom kruZnice, pre ktory je sucet vzdialenosti
od ramien daného uhla maximalny.

Obr. 29

B-1-3

Je dany trojuholnik ABC, ktorého vysky oznacime og,
Vb, Ve Zistite, Ci existuje trojuholnik UVW tak, aby |UV| = vy,
[VW| = vy, |[WU|=wv, a aby strany UV, VW, WU boli
v uvedenom poradi kolmé na strany BC, CA a AB trojuhol-
nika ABC.

RieSenie. Predpokladajme, Ze trojuholnik UVW Ziadanych
vlastnosti existuje. Vzhladom na vzajomnu kolmost odpove-
dajudcich si stran oboch trojuholnikov maji oba trojuholniky
rovnako velké odpovedajice si uhly. Z toho vyplyva, Ze
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trojuholnik UVW je podobny trojuholniku ABC. Existuje
preto &islo & > 0 tak, ze pre dizky strin trojuholnika ABC
(pri obvyklom oznaceni) plati

a:k'va,b:k‘vb,czk'vc.
Z toho vyplyva, Ze taktiez plati
aVgq — kﬂuz, bvb = kvbz, CV¢ = k‘vcz.

Lavé strany tychto rovnosti majd vsSetky rovnaka hodnotu -

" dvojndsobok plosného obsahu trojuholnika ABC, ¢o znamena,
Ze sa musia rovnat aj ich pravé strany. Z toho vsak vyplyva,
Ze plati

Uy = Vp = Ve a taktieZ a = b = c.

Tieto vlastnosti vSak mdze mat len rovnostranny trojuholnik.
Na druhej strane je zrejmé, Ze rovnostranny trojuholnik
podmienkam ulohy vyhovuje.

B-1-4

Na Sachovnici tvaru 1000 x 1000 stoji 800 000 figuriek.
Potom na obvode niektorej jej Casti tvaru 8 x8 stoji aspoi
22 figuriek. Dokazte.

RieSenie. Podobne ako pri rieSeni dlohy B - P - 2 pouzijeme

metédu nepriameho ddkazu. Najskor zistime, kolko rdznych
sachovnic tvaru 8 x8 sa da vyznalit na danej velkej $achov-
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nici. Je zrejmé, Ze prvy rad malej Sachovnice mozno umiest-
nit len na lubovolnom z prvych 993 radov velkej Sachovnice
a rovnako tomu je s umiestnenim prvého stipca malej $achov-
nice. Z toho vyplyva, ze na velkej Sachovnici mozno vyznacit
celkom 9932 Sachovnic tvaru 8 x 8.

Kazda Sachovnica tvaru 8 x8 md celkom 28 obvodovych
poli. Z toho vyplyva, Ze nejaké pole velkej Sachovnice moZe
byt obvodovym polom najviac 28 rdznych malych Sachovnic.
Ttto vlastnost vSak majd len tie polia, ktoré leZia aspon na
dsmom rade alebo stipci od okraja velkej $achovnice. Tychto
poli je teda préave 9862. Nazvime ich strednymi poliami a ostatné
polia velkej Sachovnice budeme volat okrajovymi poliami.
Oznacme S pocet figuriek stojacich na obvodovych poliach
Sachovnic tvaru 8x8, v ktorom je kazdd figurka zapocitand
tolko rdz, na obvode kolkych rdznych malych Sachovnic
stoji. Predpokladajme teraz, Ze na obvode kazdej malej Sa-
chovnice stoji najviac 21 figuriek. Potom musi byt

1) 8§ = 9932.21 = 20 707 029.

Nech S; je td Cast suctu S prislichajica strednym 9862 po-
liam. Zrejme

2 S= 8.

Vsetkych figuriek stojacich na velkej $achovnici je 800 000,
okrajovych poli je 10002 — 9862. Na strednych poliach musi
preto stdt aspoii 800 000 — (10002 — 9862) figuriek. Do
suctu S; pocitame kazdd z nich s ndsobnostou 28, Cize plati
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S1 = 28.[800 000 — (10002 — 9862)] — 21 621 488,
¢o je spor s (2) vzhladom na (1).

Pozndmka. Pracnejsim odhadom so zapocitanim aj figuriek
na okrajovych poliach velkej Sachovnice do S; moZno do-
konca dokdzat, ze existuje Sachovnica tvaru 8x8, na obvo-
dovych poliach ktorej stoji aspon 23 figuriek.

B-1-5

Kolko rieSeni md v obore redlnych Cisel sustava rovnic

b
ax + — =1,
y

b = 1
YT L=

s neznamymi x, y? Urobte diskusiu vzhladom na dané redlne
Cisla a, b.

RieSenie. Uvazujme najskor o pripade a = 0. Vtedy sa

b
sustava redukuje na; =1,by = 1. Akje b = lalebob — —1,

ma tdto sustava nekoneCne mnoho rieSeni: y = b, x lubo-
volné. Pre ostatné hodnoty & sustava rieSenie nema.

Nech a # 0. Je zrejmé, Ze pocet rieSeni sustavy sa nezmeni,
ak navzdjom vymenime Cisla a, b. Preto pri & = 0 md sustava
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nekonecne mnoho rieSeni, ak a =1 alebo a = —1, a pri
ostatnych hodnotdch a rieSenie nemad.

Zostava teda vysSetrit pripad ab # 0. Nech x, y je rieSenie
danej sustavy. Potom musi byt x 5= 0, y # 0. Z druhej rov-
nice vyjadrime y:

X —a

a dosadme do prvej rovnice sustavy. Dostaneme po jednoduche;j
uprave, Ze x je koreiiom kvadratickej rovnice

2 - ax? — (a2 — b+ 1)x +a=0.

Obrdtene, ak x je korefiom kvadratickej rovnice (2), po-
tom — ako salahko presvedé¢ime — musi platit: x % 0, x 5 a.
Po vydeleni rovnice (2) ¢islom x — a a jednoduchej uprave
dostaneme

b

ax + ——— = 1.
x—a

bx

Z toho je zrejmé, Ze ak pre kazdé rieSenie x kvadratickej rov-
nice (2) polozime y podIa (1), dostaneme dvojicu x, y, ktord je
rieSenim danej sustavy. Znamend to teda, Ze dand sustava
je ekvivalentnd so stustavou (1), (2), z coho je zrejmé, Ze pocet
rieSeni danej sustavy je zhodny s poctom rieSeni kvadratickej
rovnice (2). Diskriminant D tejto rovnice upravime:
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D=(a>— 0 + 12 —4a2 = (a® — b + | — 2a).
(@—8+14+2)=(@—1—b(@a—1+b)(at+1—b).
(a+1+b).

Z toho vyplyva, Ze v pripade ab % 0 md dand ststava jedno
rieSenie, ak Cisla a, b vyhovuju niektorej z rovnosti @ 4 b =
= -+ 1 a vo vietkych ostatnych pripadoch méd dve rieenia.
Vysledok diskusie zndzornime prehladne v suradnicovej

Obr. 30
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rovine a, b (pozri obr. 30), v ktorej vysSie uvedené rovnosti
uruji dve dvojice rovnobeznych priamok. Pri jednotlivych
priamkach, ich priesecnikoch a v Castiach roviny, na ktoré je
#symito priamkami rozdelend, st vyznacené pocty rieSeni danej
sustavy.

B-1-6

Ndjdite vSetky trojice prirodzenych Cisel x, y, z také, Ze

x3 + 33 + 25 = 1979,
2z = x.

RieSenie. Nech x, y, 2 st prirodzené Cisla, ktoré vyhovuju
obom danym rovniciam. Pretoze 133 — 2 197 > 1979 a 5% =
= 3125 > 1979, vyplyva z prvej rovnice, Zze musi platit

x=12,y =12,z = 4.
Podobne dostaneme z druhej rovnice odhad pre y2:
=y =x= 12,
z ktorého vyplyva, ze y = 3.

Pomocou vykonanych odhadov sa ndm podarilo pocet
usporiadanych trojic prirodzenych cisel, ktoré moézu vyho-
vovat danym rovniciam, obmedzit na 144. Ich preskdsanie
by vSak aj tak zabralo prili§ mnoho Casu. Efektivnejsie bude,

ak postupne preskiimame pripady, ktoré moézu nastat pri
pevnej volbe tej nezndmej, ktord md najmensi rozsah, tj. y.
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Nech y = 1. Potom z druhej rovnice mame x = z a z prve}
rovnice po dosadeni a jednoduchej dprave dostaneme

23 (1 + 2%) = 1978.
Lahko sa presved¢ime, Ze tejto rovnici nevyhovuje ziadne
z prirodzenych Cisel z = 4.

Pre y = 2 z druhej rovnice dostaneme x = 4z a z prvej
rovaice analogicky ako v predchddzajicom pripade

23 (64 + 22) = 1971.
Tejto rovnici vyhovuje 2 = 3, ¢omu odpovedd x = 12. Dosa-
denim sa lahko presvedCime, Ze trojica 12, 2, 3 skutocne
vyhovuje obom danym rovniciam.
Pre y = 3 je x = 9z a z prvej rovnice mdme
23 (729 + 22) = 1952,
¢omu vsak zZiadne z prirodzenych cisel 2z = 4 nevyhovuje.
Podmienkam ulohy vyhovuje teda jedind trojica prirodze-

nych ¢isel:

x =12,y =2,z = 3.
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SOUTEZNI ULOHY II KOLA

B-1I-1

Korefimi rovnice x3 + ax? + bx + ¢ = 0 sd redlne Cisla
X1, X2, X3, korefimi rovnice x3 + Ax2 + Bx 4+ C =10 si
Cisla X1X2, X2X3, X1X3.

Vyjadrite koeficienty 4, B, C pomocou koeficientov a,
b, c.

RieSenie. Mnohoclen na lavej strane rovnice mozno podla
predpokladu rozlozit na siacin korefiovych Cinitelov takto:

x3 + ax? + bx + ¢ = (x — x1) (x — x2) (x — x3).

Z toho po vyndsobeni Cinitelov v suCine na pravej strane
identickej rovnosti a porovnani koeficientov pri rovnakych
mocninach s koeficientami mnohoclena na lavej strane dosta-
neme rovnosti

—a = x3 + x2 + x3, b= x1x2 | x2x3 + X1X3,
(1) —C = X1X2X3.

Analogickym postupom pre koeficienty druhej rovnice dosta-
neme

—A = x1x9 + x2x3 + x1X3,
2 B = x1x22x3 + x12x223 + X1X2%3%,
—C = x12x92x42.



Ak dosadime z (1) do pravych stran (2), dostaneme
A_: —b, B =ac, C = —c%

B-1l-2

Je dany trojuholnik ABC s obsahom P. Nech S, T, U sa
stredy useciek AB, BC, CA.

Ukdzte, Ze existuje trojuholnik KLM tak, ze KL//CS,
LM||AT, MK]/BU, |KL|=|CS|, |[LM|= |AT|, |MK| =
= |BU|, tj. strany trojuholnika KLM su rovnobeZné s taZni-
cami trojuholnika ABC a su taktieZ rovnako velké ako taznice
tohto trojuholnika.

b) Vyjadrite obsah trojuholnika KLM pomocou P.

RieSenie. a) Dopliime trojuholnik ABC na rovnobeznik
ABCD (obr. 31) a oznaéme V stred tseCky BD. Potom su
ASVT a BVCU rovnobezniky, a preto plati: SV//AT, |SV| =
= |AT|, VC||BU, |VC|= |BU|. To znamend, Ze pozado-
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vané vlastnosti md trojuholnik CSV. Stadi preto polozi
K=CL=SM=V.

b) Obsah rovnobeznika ABDK je zrejme 2P. Obsah troj-
uholnikov ALK a KMD sa rovnd P/2. Ozna¢me W strec
useCky LM, tj. prieseCnik priamky LM s uhloprieckou BK
rovnobeznika ABDK. Potom obsah trojuholnika LBW je
Stvrtinou obsahu trojuholnika ABT, teda P/8. Obsah troj
uholnika BMT je rovny zrejme P[4 a obsah trojuholnik:
BMW je jeho polovicou, teda tiez P/8. Preto je obsah troj:
uholnika LBM rovny P/4. Z toho uZ vyplyva, Ze pre obsah P
trojuholnika KLM plati:

P’ = 2P — 2(P|2) — P/4 = 3P/4.

B-Il-3a

Na poliach Sachovnice tvaru 8x8 je rozostavenych 4z
figuriek. Potom na diagondlnych poliach niektorej jej Cast
tvaru 4 x4 stoja aspon Styri figurky. Dokazte. (Diagondlnym:
poliami Sachovnice tvaru 4 x4 rozumieme 8 poli na jej uhlo-
prieckach.)

Riesenie. PouZijeme metédu nepriameho dokazu, ktord
sa nam osvedcila pri rieSeni uloh B-P-2a B -1 - 4.

Najskor si uvedomime, Ze na Sachovnici 8 X8 mozno vy-
znacit celkom 52 = 25 réznych $achovnic tvaru 4 x 4. Oznacme
§ sucet, ktory dostaneme, ak kazdu figurku zapocitame tolko-
krat, na uhloprieckach kolkych Sachovnic tvaru 4 x4 stoji.
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Ak budeme predpokladat, Ze na diagondlach kazdej Sachov-
nice tvaru 4 x4 stoja najviac 3 figurky, musi platit

§=3.25="175.

Zostavme si teraz tabulku, v ktorej pre kazdé pole Sachov-
nice 8x8 vyznaCime, na uhloprieckach kolkych r6znych
Sachovnic tvaru 4 x4 lezi:

1 1 1 2 2 1 l 1 } 1
1 2 3 4 l 4 3 ’ 2 l 1
1 3 5 6 6 5 3 1
2 4 6 8 8 f 6 4 2
2 4 6 8 8 6 4 2
1 3 5 6 6 5 3 1
1 2 3 4 4 3 2 ' 1
1 1 1 2 2 1 1 ’ 1

Je zrejmé, ze S bude minimdlne, ak figurky budu umiestnené
na poliach s najmens$imi hodnotami 1, 2, 3, ktorych je celkom
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40 a na 2 poliach s hodnotou 4. To vSak znamend, ze v kaz-
dom pripade musi byt

§=20.1+12.2 +8.3+2.4=76,
co je spor s (1).
B-11-3b
Nech a, b st dané redlne Cisla. Ndjdite vSetky Stvorice

X1, X2, X¥3, x4 nezdpornych redlnych Cisel, ktoré vyhovuju
rovniciam

¢ X1 — X2 = a,
(2) X3 — X4 = b,
3) x1+x2+x3+x4=vﬂﬁ

RieSenie. Predpokladajme, Ze nezdporné Cisla xi1, x2, x3, X4
vyhovujua sustave (1), (2), (3). Ak do (3) dosadime z (1) za a
a z (2) za b, dostaneme '

%1+ x2 + x3 4 x4 = V(xl — x2)% + (x3 — x4)% ,

z Coho umocnenim oboch strdn na druhd a jednoduchej
uprave dostivame

(4) 4x1x0 + 2x1X3 + 2x1%4 + 2X2x3 | 2x2%4 + 4x3x4 = 0.
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Vsetky scitance na Iavej strane (4) su nezdporné, a teda nu-
lové. Z toho vyplyva, ze z Cisel x4, ¢ = 1, 2, 3, 4 mdze byt
nenulové najviac jedno. Ak by totiZz boli nenulové napriklad
Cisla x1, xo, potom 4x;x2 > 0 a rovnost (4) nemdze byt spl-
nend. Analogicky vyli¢ime ostatné pripady. Z toho vzhladom
na (1) a (2) vyplyva, Ze z Cisel a, b aspoii jedno musi byt rovné
nule. .

1) Nech a = 0. Potom z (1) mdme x; = xo. UvaZujme
najskér o pripade & = 0. Potom z (2) a (3) dostaneme

(5) X3 — X4 = b, 2x1 + x3 + x4 = b.
Z (5) odcitanim prvej rovnice od druhej dostdvame rovnicu
2x1 + 2x4 = 0,

ktorej jedinym nezdpornym rieSenim je dvojica x; = x4 = 0.
Sustave (1)—(3) vyhovuje preto len S$tvorica

x1 = x2 = x4 =0, x3 = b.

V pripade b < 0 z (2) mame x3 — x4 -+ b a po dosadeni
do (3) dostaneme

2x1 + 2x4 + b = b2,
2x1 ++ 2x4 = —2b,
(6) X1 4 X4 = *b.
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Ak méd byt x3 = x4+ b =0, musi byt x4 = —b, z coho
vzhladom na (6) vyplyva x; = 0 a sustava (1)—(3) md opit
jediné nezdporné rieSenie:

x1:x2:x3:0, x4:—b.

2) Nech & = 0. Potom z (2) mdme x3 = x4 a analogickym
postupom dostaneme v pripade a = 0 jediné rieSenie

X1 =a, x2:x3:x4:0
a v pripade a < 0 taktieZ jediné rieSenie

x1:x3:x4:0, X9 = —a.
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