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Kategorie A

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

A-P-1

]

Obsah P konvexniho ctyfuhelniku se stranami a, b, ¢, d
a dhly « (mezi stranami a, b), v (mezi stranami ¢, d) je ddn
vzorcem

(1)  16P*=4(ab + cd? — (a® + b2 —* — d2)® —

o+

— 16abcd cos?
neboli
1
(19 P2:i-6(—a+b+c+d)(a~b+c+d).

la+b—c+d) (at+b+c—d) —
« + 9y

_ 2
abcd cos 2

Dokazte tento vzorec a odvodte z ného vétu: Pfi pevnych
velikostech stran a, b, ¢, d (a proménnych dhlech «, y) md
konvexni Ctyfuhelnik nejvétsi obsah, je-li tétivovy, tj. lezi-li
viechny jeho vrcholy na kruznici.
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Pozndmka. Uvedena formulacia ulohy pripusta dve mozné
interpreticie. Autor ulohy zrejme pozaduje dokdzat impli-
kdciu Vi: ak S$tvoruholnik md najvicsi obsah, tak je tetivovy.
Uvedena formulicia skor pozaduje dbkaz implikicie Va: ak
je Stvoruholnik tetivovy, tak md najvacsi obsah. Kvoli tpl-
nosti dokdzeme obidve implikdcie. ‘

RieSenie. UvaZzujme konvexny Stvoruholnik ABCD so
stranami a, b, ¢, d a uhlami o, f, y, 4 podfa obr. 32. Use¢ka BD

Obr. 32

rozdeli Stvoruholnik ABCD na dva trojuholniky BCD a ABD
s obsahmi P; a P,. Pre obsah P §tvoruholnika ABCD plati

P=P + Py
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Obsahy P; a P; Tahko vypocitame:

1
P = 2 cd sin p,

1
Py = > ab sin «.
Teda
2 2P = absin o + ¢d siny.

Podla kosinusovej vety pre obidva uvaZované trojuholniky
dostdvame '

BD? = a2 + b% — 2ab cos «,

BD? = ¢2 4 d? — 2cd cos y.

Takze
a? + b2 — 2ab cos a = ¢2 + d? — 2cd cos y.

Qdtial po jednoduchej uprave mame

3) (a® + b2 — 2 — d?)2 = 4a2b? Cos?a +
-+ 4¢%d? cos?y — 8abcd cos o cos .

Vztah (2) umocnime na druhd, ndsobime 4
16P? = 4a%h? sin®a + 4¢%d? sin®y -+
-+ 8abcd sin o sin y

a pripocitame k (3):
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(4) 16P% + (a% 4 b2 — ¢ — d?)?2 = 4a%h? + 4c2d® - 8abcd .
. (sin asiny — cos a €os y).

Z trigonometrie vieme, Ze plati

o «ty
sin o sin p — €os & cos y = —cos (« +7):1—2cos2———2— .

Po dosadeni do (4) dostdvame

16P2 + (a2 + b2 — ¢ — d2)® — 4a%® | 42> -+ 8abed —
o+ y

— 16abcd cos?

a odtial uz bezprostredne vyplyva (1) a (1').
Skér ako prejdeme k dokazom implikdcii V; a Vs, pripo-
menme si zname fakty. Uvazujme kruznicu & so stredom S

N T TN

S

Obr. 33
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a dva rozne body M, N na kruznici k. Nech ¢, ¢ sd polroviny
urcené priamkou MN a bod § lezi v polrovine o (ak S lezi
na priamke MN, tak lezi v obidvoch polrovinich o, ¢) — pozri
obr. 33. Nech ¢ je velkost uhla MSN. Vieme, Ze bod X
polroviny ¢ lezi na kruznici & vtedy a len vtedy, ak uhol MXN

1
je 20> alebo X je niektory z bodov M, N. Podobne bod Y
polroviny ¢ lezi na kruznici & vtedy a len vtedy, ak uhol MYN
1
jerm — 20> alebo Y je niektory z bodov M, N.

Z uvedeného vyplyva, Zze ak vrcholy $tvoruholnika ABCD
lezia na jednej kruznici, tak o + y = 7. Naopak, ak « +7y =,
tak podla vysSie uvedeného bod C lezi na kruznici opisane]
trojuholniku  ABD. Teda Stvoruholnik ABCD je tetivovy
vtedy a len vtedy, ak a 4y = 7.

Pri pevnych velkostiach strdn a, b, ¢, d obsah P je najvacsi
prave vtedy, ked je najvacsie Cislo 16P2. Podla vztahu (1)
najvicsia moznd hodnota Cisla 16P2 je

4(ab + cdP — (a® + B2 — @ — d22,

Ak Stvoruholnik ABCD je tetivovy, tak o +4 y = w. Potom
xt+y R

cos 5 = 0, a teda P nadobuda najviac¢$iu moznu hodnotu.

Tym sme ukazali pravdivost implikdcie Vo.

Ukdzeme teraz pravdivost implikdcie V. K dokazu prav-
divosti implikdcie V; na zdklade uvedeného je potrebné
dokdzat toto: ak a, b, ¢, d su strany (nejakého) konvexného
Stvoruholnika, tak existuje tetivovy Stvoruholnik so stranami
a, b, c,d.
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Predpokladajme, Ze existuje konvexny sStvoruholnik so
stranami a, b, ¢, d. Potom podfla (1) plati

4(ab + cd? — (a2 + b2 — 2 — d?)2 =
x+y

= 16P2 - 16abcd cos?

Odtial vyplyva

4 (ab + cd)?> — (a® + b2 — 2 — d?2 > 0,
a teda
(a2 + b2 — ¢ — 22
4 (ab + cd)?

< L.

Teda existuje Cislo ¢, 0 << ¢ << 7 také, Ze

a2+ —c— a?
2 (ab + cd)

cos @ =

Oznacdime

(5) x — Va2 + b2 — 2ab cos Q.
Potom plati

g éba2+b2_cz_dz
F=atr =2 2ab + 2cd o

NP L ks
= T  2d
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a teda
(5 x2 = 2 + d? — 2cd cos (t — ¢).

Lahko vidiet, Ze moZno zostrojit trojuholniky o stranich
a, b, x a ¢, d, x. Ak ich zostrojime tak, Zze budé mat spolocnu
stranu dizky x a lezat v opaénych polrovinich uréenych touto
stranou, tak ich vrcholy urcuji konvexny Stvoruholnik so
stranami a, b, ¢, d, ktory je podla (5) a (5') tetivovy.

A-P-2

Jsou-li Ay, As, Az vrcholy ostrouhlého trojihelniku, pak
nejmensi kruh, ktery je obsahuje, je kruh omezeny kruznici
opsanou trojihelniku A4;A4243. Nejsou-li body Ai, A2, As
vrcholy ostrodhlého trojihelniku a jsou-li aspoii dva z nich
navzdjem rizné, pak nejmensi kruh, ktery obsahuje body
A1, As, As,je kruh omezeny Thaletovou kruznici nad nejdelsi
z usecek A1A2, AzAs, A1A3. Dokazte.

RieSenie. Najprv upresnime, ¢o znamenaju slovd »naj- .
mensi kruh«. Najmensi kruh (S; r) obsahujuci body A1, A2, A3
je kruh s tymito dvomi vlastnostami: i) kruh (S, r) obsahuje
body Ai, As, As; ii) ak kruh (S’; r) obsahuje body A1, As, 43,
tak bud r < r,alebor =r"a § = §".

Lahko vidiet, Ze to nie je najmensi kruh v zmysle mnoZi-
novej inkluzie.

Najprv predpokladdame, Zze body A;, A2, Az nie su vrcholy
ostrouhlého trojuholnika a aspoii dva st navzdjom rodzne.
Bez Gijmy na vieobecnosti mdzeme predpokladat, ze A 4s je
najdlhsia z useliek A1 As, A2As, A1A4s.

Ak body A, As, Az lezia na jednej priamke, tak bod As

109



lezi na useCke AyAs. Potom kruh ohraniceny Thalesovou
kruznicou nad tseckou A;A4s obsahuje aj bod As.

Ak body A, A2, A3 nelezia na priamke, tak tvoria vrcholy
pravouhlého alebo tupouhlého trojuholnika. Pravy alebo tupy
uhol je proti najdlhSej strane A;A4s. Potom zase body A,
Ao, As lezia vnutri kruhu ohrani¢eného Thalesovou kruzni-

cou nad useCkou A;As. Tento kruh md polomer 2 A14s.

Naopak, kazdy kruh obsahujici body Ai, A2, Az obsahuje
tseCku A;A», a teda bud ma polomer vacsi ako % A142, alebo
je ohranieny Thalesovou kruzZnicou nad touto useCkou.

Teraz budeme predpokladat, ze body A1, A2, A3 st vrcholy
ostrouhlého trojuholnika. Nech § je stred opisanej kruznice
tomuto trojuholniku a r jej polomer. Zrejme kruh (8§ ») md
vlastnost 1). Nech kruh (S’; ") obsahuje body A;, A2, As
a je rézny od kruhu (S8; r). Kruznice (S; r) a (S8'; r') sa musia
pretinat v dvoch bodoch X, Y. Tetiva XY nemdze byt prie-
merom kruznice (S; r). Teda deli kruznicu na dva nerovnaké
obluky. Keby bolo " = r, tak krat$i oblik XY kruznice
(S5 r) lezi v kruhu (8’5 r"). Kedze body A1, A2, As lezia na
kruznici (S; r) a v kruhu (§’; '), tak lezia na tomto kratSom
obliku. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, Ze
bod A lezi medzi bodmi A;, As. Potom vSak uhol A1A4243
je tupy, €o je spor s predpokladom. Teda " > r. Ukdzali
sme, ze kruh ma aj vlastnost ii).

Pozndmka. Uloha bola tiez ulohou B - I - 4 28. ro¢nika
Matematickej olympiady. Citatel moze ndjst iné rieSenie tilohy
v prislusnej brozurke.
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A-P-3
Pre kazdé kladné redlné Cisla x1, x2, ..., x5 plati

1 1 1)

T T .
©) (x1+x2+...+xn)(x1+x2+... o)z
Kedy plati rovnost ?

RieSenie. Nerovnost (6) dokdZzeme matematickou indukciou
a suCasne ukdZeme, Ze rovnost plati vtedy a len vtedy, ked
X1 =2X2= ... = Xp.
Pre n = 1 nerovnost (6) vzdy plati:

1
xn.—=1= 12
X1

Pre n = 2 jednoduchymi upravami dostavame

1 1 (%1 + x2)2 (%1 — x2)2 + 4dx1x2
1 +x)\—+— )= =
X1 X2 X1X2 X1X2
. 2
i w s s
X1X2

—4+

Zrejme rovnost plati prave vtedy, ked x; = xo.
Predpokladajme, Ze plati (6). Oznacime @ = x1 + ... + xp,

1 1
R e s LT I et
X1 Xn
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Potom

1 1
(x1+--~+xn+1)(‘+...—f— ):
X1

Xn + 1
)
1 1
=@+ am) bt ) =abtbrmrta—— 41
Xn +1 Xn +1
Podla indukéného predpokladu plati
ab = n?,
a teda
"
b= —.
a
Zo (7) dostdvame
1 1
(8) (x1+...+x”+1)-—+.”+_._ g
*1 Xn +1

1
=nrta ——tbmiitl

Xn +1
Pritom rovnost plati vtedy a len vtedy, ak ab = n2, tj.
X] =X2 = ... = Xn.
Jednoduchou upravou dostaneme
a 1 n a2 +n? x2, 1
;-‘“‘——+“ Xptl1=—"_—"— " =

Xn +1 naxy, +1

m(a—”xn+1)2+2anx,.+1

"NaXn + 1

v

2.
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Rovnost plati prave vtedy, ked a =nxp 11, tj. xp41=

1
= (x1 + ... + xn). Dosadenim do (8) dostaneme

1 1
(x1+...—{—xn+1)( %—...—l———)§n2—|—2n+l=

x—l i Xn +1
= (n + 1)2
Pritom rovnost plati vtedy a len vtedy, ked ab =n2 a a =

=NXp 1, t. X1 = X2 = ... = Xp = Xpn 4 1.

Iné rieSenie. Lavd strana nerovnosti (6) sa dd napisat ako

1
sucet n + o (n — 1) s¢itancov:

X1 Xn X1 X2 Xn -1 Xn
—+...+~+(—+—)+...+( + )
1 X2

Xn Xn -1

Pre 7 # j dostdvame

xi x x4 %2 (i — x5)2 4 2%
— + s e

v

2.
X Xi XiXj XiX.
7 7 j

Rovnost plati prave vtedy, ked x; = x;.
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Teda

1 1
(x1+...+xn)(x—l+...+~‘)3

Xn

1
= n.l —'rin(n—l).2:n2.

Rovnost nastdva prave vtedy, ked x; = x2 = ... = x,.

A-P-4

Jsou dany konecné mnoziny My, Ms, M3, M. Symbolem
M| oznacme pocet prvki mnoziny M. DokaZte, Ze plati

9 M1 U MaU M3 My| = M| + [Mo| + M| + [Ma| —
— My n M| — [My 0 Ms| — [My n M| — M2 M3| —
— [Man My| — |Ms n My| + |My 0 Mz n Ms| +

+ (M1 Mo M| + [Mi 0 Mz My| +

+ Mo~ Mz n Myl — My Masn Mz n My,

RieSenie. Nech m je pocet prvkov mnoziny M; U Mp U
U M3 U Mj. Rovnost (9) dokdzeme matematickou indukciou
podla m.

Oznacime

a = |M| + [Ms| + [Ms| + M,

b = |MinMs| + My 0 Ms| + [Myn My| +
+ (Mo n M| + (M2 n Myl + [Mz n My,
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¢ = |Min Mo Ma| + [My 0 My n My| +
+ My N Ms 0 Ma| + |Ma n M3 n My,
d:‘le\Mg(\M3f\M4}.

Rovnost (9) je potom ekvivalentnd rovnosti
(10) m=a—b+c—d.

Nech m — 1. Potom mnozina M; u Mo u Msu My md
jediny prvok x,a ten patri do ¢ mnozin, ¢ = 1, 2, 3, 4. Lahko
vidiet, Ze plati toto:

Ak 7 =1 (teda x patri len do jednej z mnozin M;, Mz,
Ms, My), tak a =1, b = ¢ = d = 0 a teda (10) plati.

Ak i =2, tak a =2, b =1, ¢ =d = 0 a zase (10) plati.

Ak i =3, tak a =3, b=3, c =1, d =0. Potom 1 =
=3 —3+4 1+ 0a(10) plati.

Ak 7 =4,tak a =4, b =6, c = 4, d = 1 a zase plati (10).

Predpokladajme, Zze m = k + 1 a (9) plati pre mnoziny,
ktorych zjednotenie ma & prvkov. Nech x je Tubovolny prvok
mnoziny M; v My U M3z U M,. Oznacime

M1' e M1 - {x},
le — Mz — {x},
Mg = Mz — {x},
M4’ = M4 = {x}
Dalej ozna¢ime
a’ = |M'1|+ M| +|M's|+| M4,
a podobne &', ¢’, d’.

115



Podla indukéného predpokladu plati
(11) k=a —b +c —d.

Prvok x patri do 7 mnozin, 1 = 1, 2, 3, 4.
Aki=1,taka =da' + 1,b =0b',c = ', d = d"apodla (11)

m=k+1=a—b+c—d,
tj. plati (10).

Ak =2, tak a=a +2, b=0b +1, c=c, d=4d
a podla (11) mdme

m=k+1=k+2—1=a—b-+c—d.

Podobne pre 7 =3 mdme a =a +3, b =0 +3, c =
=c +1, d=d. Pre i=4 je a=a +4, b="0b +6,
c=c¢ +4,d=d + 1. V obidvoch pripadoch pomocou (11)
dostavame rovnost (10).

VTR BRI
Pozndmka. Tvrdenie ulohy je $pecidlnym pripadom vse-

obecného tvrdenia, ktoré sa nazyva princip zapojenia a vypo-
jenia alebo princip inklizie a exkldzie. Jeho presnd formu-
ldcia je tato: nech M, Mo, ..., M, st koneCné mnoziny.
Pre Tubovolnd neprdzdnu mnozinu T < {1, 2, ..., n} ozna-
¢ime Mrp prienik vSetkych tych mnozin M;, pre ktoré: e T.
Potom plati

(12) My ... 0 My =35 (—DT 1 | Mpl,
T
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sCitujeme cez vSetky neprdzdne podmnoziny 7 mnoZiny
{112, .

Specidlnym pripadom rovnosti (12) je rovnost (9) alebo
jednoducha rovnost

|d v B| = |4]| + |B| — |4 n B.

Dokaz rovnosti (12) je rovnaky, ako uvedené rieSenie ulohy
(jediny rozdiel: 1 =1, 2, ..., n).

Iny dokaz rovnosti (12) moZno urobit matematickou in-
dukciou podla z. Sta¢i si uvedomit, Ze kaZdd neprdzdna
podmnoZina mnoZiny {1, 2, ..., n 4 1} md jeden z tvarov
T, Tu {n+1}, {n+ 1}, kde T je neprizdna podmnoZina
mnoziny {1, 2, ..., n}.

SOUTEZNI ULOHY I. KOLA

A-1-1

Oznaéme P4 obsah trojuhelniku A;424s a Pgp obsah
trojuhelniku B1BeBs. Jestlize |A;Ax| = |BiBx| pro vsechny
dvojice indexu 1, 2, 3 a v trojuhelniku A;A424s neni Zadny
thel tupy, pak P4 = Pg. Dokazte.

RieSenie. Oznadime
_ |BiBy|
P = 14,4,
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pre kazdu dvojicu i1, k, i # k Cisiel 1, 2, 3. Podla zadania
ulohy plati

0 < Dik § 1.
Bez Gjmy na veobecnosti mézeme predpokladat, Ze p12 = pos,
P12 = pis.

Lahko zostrojime bod C leZiaci v tej istej polrovine urcenej
priamkou B;Bs ako bod Bz a taky, Ze trojuholniky A;A2A43
a B1B>C su podobné. Pre dizky ich strdn plati
|B1C| = pi2 |A1d3], |B2C| = p12 |A243), |[B1Bs| = p12 |A14al.
Obsah P trojuholnika B;B2C je potom

P = p122. Py = Py.

Nech priamka ¢ prechidza bodom Bs a je rovnobeznd
s priamkou B;Bs a r prechddza bodom C a je kolmd na B;Bs.

Obr. 34
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PrieseCnik priamok BjBs a r oznaCime X (obr. 34). Nijaky
uhol v trojuholniku A4;4243 nie je tupy, teda ani uhly B:B,C
a B1B2C nie su tupé. Z toho vyplyva, Ze bod X lezi na tsecke
B1B;. Nech B's je priese¢nik priamok g a r.

Uvazujme dve polroviny ¢ a ¢ urené priamkou r. Nech
o obsahuje bod B; a g obsahuje bod Bs. Ak bod B3 lezi v pol-
rovine 0, tak |BlB31 2 lBlB3'1. Kedze IBlB3\ = p13 |A1A3[ g
= p12 |A143|, tak mdme |B1B3'| = |B1C|.

Podobne, ak bod Bs lezi v polrovine o, tak |BsBs| = |B2B3'|.
Kedze ]BzB;;l = p23 |A2A31 < P12 |A2A3}, tak dostdvame
|B2B3'| = |B2C|.

V obidvoch pripadoch bod Bjs' lezi na tusetke XC, teda

|XB3'| = |XC|.

Obsah Pg je rovnaky ako obsah trojuholnika B;B2B3', a pre
ten plati

1 1
Py = |BiB:|.|XBy'| < 5 |BiBy| .| XC| = P =< Py.

A-1-2

Najdéte délky stran konvexniho Ctyfihelniku, jehoZ nejdelsi
strana md délku 13 cm a nejkrat$i 3 cm, vite-li, Ze jeho obsah
je 96 cm2.

RieSenie. Vyuzijeme vztah (1) dokdzany v ulohe A - P - 1.
Midme dve moZnosti: bud najkrat$ia a najdlhSia strana sd
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prilahlé, alebo protilahlé. PouZijeme oznacenia z rieSenia
dlohy A-P- 1.

Uvazujme najprv pripad, Ze najkrat$ia a najdlhsia strana
su prilahlé. Oznacime ich a, b. Potom plati

13=b=c=a=3,
13=b=d=a=3.

« -ty
2

Keby bolo ¢ < 13 alebo d < 13 alebo cos # 0, tak

podIa (1) by platilo

1
PP= 1 (-3+ 13+ c+d)B —13+c+a).

o+

BH13—c+d)(3+ 13 +c—d)—3edcos® —

1
=10 +c+d (=10 +c+d)(16 —c+d) .

o + 1
. (16 + ¢ — d) — 39d cos? 71 = (e + dE—109).
o + 1
(168 — (c — ) — 39cd co® —— < 262~ 10%) . 162 =

= 962.

Podla podmienky tlohy md byt P = 96, a tedanutne ¢ = d =
=13aa+fy=m
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Podobne postupujeme v pripade, ak najdlh$ia a najkratsia
strana su protifahlé. Oznacime najkrat$iu stranu a = 3 a naj-
dlhsiu ¢ = 13. Potom plati

PodIa (1’) dostaneme podobne ako vyssie

P2 = 116 (b + d)2 — 102) (162 — (b — d)?) —

o+
— 39bd cos? _5_)’ :

a +
Keby bolo b < 13 alebo d < 13 alebo cos __3_}’ # 0, tak

plati

1
P2 < (262 — 10%).162 = 962.

Kedze P = 96, tak z uvedeného vyplyva, ze b =13, d = 13
«+y .
acos —— =0,t.a+y=m.
Zistili sme, Ze podmienke ulohy vyhovuje jedine tetivovy
stvoruholnik o strandch 3, 13, 13, 13.

Iné riesenie. Tetivovy konvexny $tvoruholnik o stranich
a, b, ¢, d ma podla vztahu (1) dokdzanom v tlohe A - P -1
obsah 96.
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Ukdzeme, Ze je to jediny Stvoruholnik, ktory vyhovuje
podmienke ulohy. Kvdli zjednoduseniu naSich uvah je uzi-
to¢né dohodnidt sa na jednom pojme. Budeme hovorit, Ze
$tvoruholnik md vlastnost @, ak je konvexny, jeho najkratsia
strana md diku 3 a najdihsia strana md dizku 13. Najprv
dokédzeme pomocné tvrdenie: ak $tvoruholnik s vlastnostou @
nemd tri strany dizky 13, tak existuje $tvoruholnik s vlast-
nostou @, ktory md od neho vacsi obsah.

Dokdzeme pomocné tvrdenie. Uvazujme $tvoruholnik 4BCD
s vlastnostou @, ktory nemad tri strany diiky 13. Nech a, b,
¢, d st dizky strin DA, AB, BC, CD. Mézeme predpokladat,
7¢ DA je najkratSia strana, tj. a = 3. KedZe $tvoruholnik
ABCD nemi tri strany dizky 13, tak jedna zo strin AB, BC,
CD je kratsia ako 13 (a jedna je 13). Zrejme staCi uvazovat
pripady 1) b < 13, ¢ =13 aii) b = 13, ¢ < 13.

Oznatime u diZku use¢ky AC (pozri obr. 35). I'ahko vidiet,
ze u <13 + 13 (lebo u < 3 4+ d =3 + 13). Teda modzeme
zostrojit trojuholnik ACB’ o strandch u, 13, 13 a taky, Ze

Obr. 35
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bod B’ lezi v tej istej polrovine urCenej priamkou AC ako
bod B. Lahko vidiet, Ze Stvoruholnik 4AB'CD ma vlastnost @
a obsah vicsi ako Stvoruholnik ABCD (lebo md vidciiu stra-
nu AB v pripade i) a vicsiu stranu BC v pripade i1)). Tym je
pomocné tvrdenie dokdzané.

Predpokladajme, Ze $tvoruholnik ABCD m4d vlastnost Q.
Ak dizky jeho strdn sa 3, 13, 13, 13, tak pre jeho obsah podta
tlohy A - P - 1 plati

P2 ! 6.16.16.16 — 3.133 2a+y
—16.3. .16.16 — 3. cos =

a |
— 962 — 3.133 cos? -2—r—y .

Ak P = 96, tak nutne cos a—; & =0, teda o« +y =m. To
ale znamend, ze ABCD je tetivovy §tvoruholnik. Naviac, ak
je netetivovy, tak jeho obsah je mensi ako 96.

Podla pomocného tvrdenia, ak $tvoruholnik md vlastnost @
a nemd tri strany dizky 13, tak existuje $tvoruholnik s vlast-
nostou @ o strandch 3, 13, 13, 13 a s vid§im obsahom.

Z uvedeného vyplyva, Ze jediny Stvoruholnik vyhovujuci
podmienke ulohy je tetivovy o strandch 3, 13, 13, 13.

A-1-3
V roviné je ddna koneCnd mnozZina bodd. Kazdy z nich je
oznaCen pravé jednou ze tii barev, a pfitom je kazdd barva

pouzita alespoil pro jeden bod. Dokazte, Ze existuje kruh,
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ktery obsahuje po jednom bodu dvou barev a alespoii jeden
bod tfeti barvy.

RieSenie. OznaCime L dand konecnu mnozinu bodov.
Zrejme existuje kruh, ktory obsahuje vSetky body mnoZiny L.
L’ahko vidiet, Ze existuje kruh Ky s tymito dvomi vlastnosta-
mi:

i) kruh K obsahuje aspoil jeden bod kazdej farby;

i1) ak kruh K je taky, ze K n L md menej prvkov ako Ko n L,
tak K neobsahuje body vsetkych troch farieb.

Ukédzeme, Ze kruh K, je hladany kruh, tj. obsahuje len
po jednom bode dvoch farieb.

K doékazu potrebujeme pomocné konstrukcie. Ak kruh K
md stred S a polomer r, tak jeho hranica 4 (K) je kruznica so
stredom S a polomerom r.

Uvazujme kruh K = (§; r). Nech r’ je najvicSie z Cisiel
|SX|, X € Kn L.Potom " = r. Ak K’ = (85 r’), tak zrejme
plati K'n L = K n L a existuje bod mnoziny L na hranici
h(K’). Teda v dalSom bez Gjmy na vSeobecnosti moézeme
vzdy predpokladat, ze & (K)n L # &.

Dokazeme teraz proé pomocné rvrdenie:

Ak K n L ma asponl dva prvky, tak existuje kruh K’ taky, Ze
KnL=K nLah(K')n L mé asponi dva prvky.

Podla vys$Sie uvedeného mézeme predpokladat, Zze % (K) N
NL+# . Nech4Adeh(K)nL,tj. A je bod mnoziny L
leziaci na hranici kruhu K.

Ak bod X patri do kruhu K, X # 4, tak oznatime Sx
prieseCnik osi sumernosti useCky AX s priamkou AS. Lahko
vidiet, Ze bod Sy lezi na uselke AS. Nech Xoe Kn L,
Xo # A je taky, Ze pre kazdé X € Kn L, X #* A plati
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[Sx,S| = |SxS|. Existencia takého bodu Xy vyplyva z toho,
7e mnozina KN L — {A} je kone¢nd a neprazdna (lebo
K n L mid aspoii dva body). Nech §" = Sx, a " = [Sx 4|.
Ukdzeme, ze K’ = (§’, r) mad pozadovanu vlastnost.

Zreime K' < Kateda KnLc KnL Ak Xe KnlL,
tak bud X = A alebo X ## A. Zrejme A € K'. Ak X # A,
tak [ Sy, X| = [Sx,Sx|+[SxX|. Ale [XSx|=[SxA| a|Sx,Sx|+
+ |SxA| = 1'. Teda X € K'. Zrejme |Sx Xo| = r" a teda Xo
lezi na hranici kruhu K.

Dokdzeme druhé pomocné tvrdenie:

Ak A € h(K)n L, tak existuje kruh K’ taky, ze K'n L =
=KnL— {4}

Nech d je najmensie z Cisiel | XS|, kde X € L — K. Potom

d > r. Na priamke A4S zvolime bod S’ taky, aby platilo |[4S| <
=l

< |AS'| < d—zl—r Nech 7’ je najvicsie z Cisiel | XS'|, X +# A4,

X e L n K (ak také X neexistuje, tak staci polozit r' — r).

Ukédzeme, ze K’ = (§’; r) je hladany kruh.

Ak XelLnK, X+# A4, tak |[§'X| < |[SX| + |88 =
= |S4| + |SS§’| = |S'A|. Z toho vyplyva, Ze [S'A| > 71,
a teda A4 nepatri do K'.

Nech X € L n K'. Potom |X§| = |[XS'| + |§'S| =7 +
+ |8'S| < |§'4] + |8'S| = d. Z definicie &isla d vyplyva,
Zze X € K. Ukézali sme, z2e LN K' < Ln K — {4}.

Naopak, nech X € L n K, X # A. Potom podla definicie
Cislar' je | XS'|=r ateda Xe Ln K.

Tym je druhé pomocné tvrdenie dokdzané.

Dokédzeme teraz, ze kruh K, je hladany kruh. Budeme
dokazovat sporom. Predpokladdme, ze kruh K, obsahuje
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aspon po dva body dvoch farieb, napr. aspont dva body prvej
farby a asponi dva body druhej farby. Podla prvého pomocného
tvrdenia mézeme predpokladat, Ze na hranici % (K,) lezia
asponi dva body mnoziny L. Oznacime ich 4, B. Bud su
obidva tretej farby, alebo asponl jeden z nich, povedzme A4,
je jednej z prvych dvoch farieb. V obidvoch pripadoch exis-
tuje v L N Ko bod X £ A, ktory je rovnakej farby ako bod 4.
Podla druhého pomocného tvrdenia existuje kruh K taky, Ze
KnL=KynL— {4}. Kruh K obsahuje body vSetkych
troch farieb, a to je spor s vlastnostou ii) kruhu K.

Pozndmka. Ulohu mozno riesit aj mnohymi inymi postup-
mi. Napriklad vhodnou kruhovou inverziou mozno ulohu
previest na hladanie polroviny g, ktord obsahuje po jednom
bode dvoch farieb a aspon jeden bod tretej farby. Najst taka
polrovinu o je jednoduchsie.

A-1-4
Pre kazdé kladné redlne ¢isla x1, ..., xXu, ¥1, ..., Yn plati

(13) — >

Dokazte. Kedy plati rovnost?

RieSenie. Nerovnost (13) je ekvivaleatnd s nerovnostou

n n

% 1
(14) Z (xr + y1)? . S‘ — = 4n2.
—

XkYk
k=1 k
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Zrejme plati

n

(2 — yu)? = Z x4+ D oy —2 D xiyk.
1 k=1 k=1 k=1

0=

>
NI

Teda
2 (=2 ut+ 2w+
k=1 o 1 k=1

+2 > ey >4 D Xk
R=1 k-1

n
Rovnost plati vtedy a len vtedy, ak > (xx — yx)? = 0, tj. ak
k=1
Xp =yrprek=12,...,n
Z uvedenej nerovnosti dostdvame

n n

1
xx -+ yi)? 2454 2 X — .
Z (xx + yx)? . = x KVk - L

k=1

(15)

PodIa nerovnosti (6) z ulohy A - P - 3 plati

1 1
16 2 X . Z - > n2
(16) 4 kYVk ra xkyk

Odtial pomocou (15) uz vyplyva nerovnost (14),a teda aj (13).
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Rovnost v nerovnosti (13) nastdva prave vtedy, ked plati
rovnost v nerovnosti (15) a (16),a to je jedine v pripade x; =
=Y1= ... =Xy = Yn.

A-1-5

Na Skole pracuje 64 Ziakov v piatich zdujmovych krdzkoch.
Kazdy krizok md aspoii 19 ¢lenov. Ziaden Zziak nepracuje
vo viac ako troch kruzkoch, ale kazdé tri kruzky maja aspoii
jedného spolocného ¢lena. Dokdzte, ze existuju dva krizky,
ktoré maju spolocnych aspon pit ¢lenov.

RieSenie. OznaCime K, ..., K5 mnoziny ¢lenov prvého
az piateho krizku. Podla zadania dlohy Ziadne $tyri z mno-
zin Kj, ..., K5 nemaju spolo¢ny prvok.

Oznacime (3, 7,/ = 1,2, ..., 5):
ki = |Kil, kij = |Ki 0 Kjl, ki = |Ki 0 Ky 0 K.

Podla zovseobecnenia (12) ulohy A - P - 4 plati

5
64:[K1U...UK5[:Z/€,7— Z'kijﬁ‘f Z kiji.

i=1 i<j i<j<l
Zo zadania ulohy vyplyva, Ze ki > 1, k; > 19.

Teda

5
S ki > 5.19 = 95,

i=1
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Teda

5
Zkif:Zki+ Z kijp — 64 > 95 4+ 10 — 64 = 41.

i<y i=1 i<jy<l

Keby bolo kazdé k;; mensie ako 5, tak

2 k4jg(;).4:10.4:40.

i<y

To vsak nie je, teda existujd také dva indexy i, j, ze ky > 5.
To ale znamend, Ze krizky K;, K; maju aspon pit spolocnych
Clenov.

A-1-6

Rieste sustavu rovnic s nezndmymi X1, ..., Xp (¢, d sd
redlne Cisla):

—2x + x2 =¢,

X1 —2x2 -+ x3=0¢

a7
Xn—2 —2Xp 1+ Xn =06
Xn -1 — 2Xn +d =c.
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RieSenie. Zo zadania ulohy vyplyva, ze n > 2. Oznacime
Xn + 1 = d. Ak sCitame prvych / rovnic sustavy (17), tak dosta-
neme rovnice

—X1 — X1 + X2 =0,
—Xx1 — X2 + x3 = 2¢,

(18)

—x1— X1+ %141 =Ie,

—X1 — Xp + Xn+1 = NC.
Spocitanim prvych % rovnic (18) dostaneme pre 2 =1, 2, ...
Y &

1
19) *(k+1)x1+xk+1:§k(k—|—l)c.

Pre k = n odtial vyplyva

d 1

X =—"7—=n.

n+1—2

Pomocou (19) dostaneme

1kk k d k 1kk
X =3 (—1)c+nJrl o= (k—1—mn)c+

k d
+n+l
prek=1,2, ..., n
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Skuskou lahko zistime, Ze Cisla
1 k
xk:—2~k(k—1~n)c+;1—l-d, k=1,2,...,n

su rieSenia sustavy rovnic (17).
SOUTEZNI ULOHY II. KOLA

A-ll-1

Urcete vSechny n-tice redlnych Cisel x1, xo, ..., xn, kterd
vyhovuji rovnicim

x12 — 3x1 + 4 = xo
x92 — 3x3 + 4 = x3

(20)
x2n—1—3xn—1+4=xn
Xn2 — 3%y + 4 = x1.

Riesenie. 'ahko vidiet, Ze n-tica 2, 2, ..., 2 je rieSenim
sustavy (20). UkdZeme, Ze je to jediné rieSenie tejto sustavy.
Nech y = x2 — 3x + 4. Z jednoduchej identity
y—x=2x2—4x +4=(x —2)?
vyplyva, Ze pre x # 2 plati y > x.
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Nech xi, x2, ..., x, je rieSenie sustavy (20). Ak niektoré
x; je rovné 2, potom z i-tej rovnice sustavy (20) vyplyva, ze
% +1 = 2,a z poslednej rovnice vyplyva x; = 2. Podla prvej
rovnice je potom aj x» — 2 atd. Uhrnom: ak niektoré x; — 2,
tak x1 = x2 — ... = xp, = 2.

Predpokladajme teraz, Ze x; # 2. Potom aj x2 % 2, ...,

. xp 7 2. Podla vysSie uvedeného vsak plati

x; < X2,
X2 < X3,

Xn -1 < Xn,
Xn < X1,

co je spor.
Teda n-tica 2, 2, ..., 2 je jediné rieSenie sustavy (20).

Iné rieSenie. Sustavu (20) upravime na ekvivalentnd
ststavu

x12 —4x1 +4 = x2 — x1
x22 — 4x2 + 4 = x3 — X2

(20
Xn-12—4xy -1 +4=2%xp — xn_1
xXn2 — 4x, +4 = X1 — Xa.

Ak spocitame tieto rovnice, po jednoduchej uprave dostaneme
(01 —22 4 (x2 — 22+ ... + (xn — 22 =0.
Riesenim tejto rovnice je jedind n-tica Cisiel 2, 2, ..., 2.

Skuskou zistime, Ze tdto n-tica je aj rieSenim sustavy (20).
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A-il-2

Najdéte vSechny konvexni Ctyfuhelniky, pro které je soucet
délek dvou stran roven 6, soucet délek zbyvajicich dvou stran
je 8 a obsah je 12.

RieSenie. Musime uvazovat dve mozZnosti:
a) sucet diziek dvoch prilahlych stran je rovny 6;
b) sucet diziek dvoch protilahlych stran je rovny 6.

Uvazujme pripad a). Pouzijeme vzorec (1’) z dlohy A - P - 1.
Bez 4jmy na vseobecnosti mdzZeme predpokladat, ze

a-+b=6,
c+d=28.

Potom podla vzorca (1) plati
1
122 = E(—a%b +8)(a—b+8)(6—c+d)

o+ ¥
(6 + ¢ — d) — abed cos? 5

a teda

1 «+y
128 = 10 (8 — (@ — 8)) (6* — (c — d)*) — abed cos> —— .

Cislo na pravej strane tejto rovnosti je vidy mensie alebo

rovné Cislu

1 1
— .82.62 = . .82.62 — 22.62 = 122
686 =, 8.6 -26=12
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Teda musi platit rovnost, atd zrejme nastava jedine v pripade

oty
a~b:0,c~d:0acos—2~:0.

Z toho vyplyva, Ze a=b=3, c=d=4a o +y =m.
Tento Stvoruholnik (deltoid) je rieSenim ulohy.

V pripade b) dostaneme podobnou tpravou (teraz a + ¢ = 6,
b-+d=238):

1 o+ y
122 = 16 (82 — (a — ¢)?) (62 — (b — d)?) — abcd cos? >

ateda a=c=3, b=d=4 a a +y =m. Tento Stvor-
uholnik (obdiZnik) je tiez rieSenim wlohy.

Uhrnom, rieSenim tlohy su dva konvexné $tvoruholniky:
deltoid o strandch 3,4 a obdiznik o strandch 3,4.

A-1l-3a

Trojahelnik o strandch a, b, ¢ md obsah P a trojahelnik
o strandch u, v, w md obsah Q. Dokazte, Ze pak plati

(21) a? (—u? + 02 + w?) 4 b2 (u? — 0?2 + w?) +
+ 2 (U2 + 02 —w?) > 16 PQ.

Pro které trojuhelniky plati rovnost ?

RieSenie. Oznacime y uhol v prvom trojuhelniku leZiaci
proti strane ¢ a ¢ bude uhol v druhom trojuholniku proti
strane w. Potom plati
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1
P = 2 ab sin y,

1
Q:Euvsintp.

Podla kosinusovej vety plati

¢ = a? + b% — 2ab cos y,
u? + v2 — w? = 2uv cos ¢.

Pomocou tychto Styroch identit nerovnost (21) prepiSeme na
ekvivalentny tvar

a® (202 — 2uv cos @) + b2 (2u® — 2uv cos ¢) +
+ (a® + b2 — 2ab cos y) 2uv cos ¢ = 4abuv sin y sin .

Upravou dostaneme nerovnost
2 (a®v? + b%u?) — 4abuv (cos y cos ¢ + siny sin ¢) > 0.

Pouzitim vzorca pre kosinus rozdielu a jednoduchou upravou
ziskame nerovnost

(22) (av — bu)? + 2abuv (1 — cos (y — ¢)) > 0,
ktora je ekvivalentnd s nerovnostou (21).
PretoZze cos (y — ¢) = 1, tak nerovnost (22) vzdy plati.

Tym sme dokdzali nerovnost (21).
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V nerovnosti (22) plati rovnost vtedy a len vtedy, ked
obidva s¢itance su rovné nule, tj.

av = bu
cos(y —¢) =1
To nastdva v pripade y = @ a @ : b = u : v, tj. v pripade, ked

trojuholniky st podobné a a, b, ¢ a u, v, w st odpovedajice
si strany.

A-Il-3b
Nech k, m, n st prirodzené cisla. Potom cislo
Im 4 2m 4 (nk — 1)ym + (nk)m

je delitelné Cislom n* — 1, Dokdzte.

RieSenie. Oznacdime

Ly =1m 4-2m 4 .. 4 (nF — 1)m + (nk)™,

Matematickou indukciou dokdzeme, ze pre kazdé & je Cislo Ly
deliteIné Cislom n¥ — 1,

Pretoze n! ~1! =n0 =1, tak pre k=1 tvrdenie zrejme
plati.

Predpokladdme, Ze Ly je delitelné Cislom n* —1. Upravime
vyraz pre L ,  takto:
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Ly, 1=1m42m . +(n")m+
+ (nk 4 1)m ... + (nk 4 nF)ym 4

(23) + :
A ((n—Dnk D+ o+ ((n— 1) nk - nk)m

Podla binomickej vety plati
(nk +)ym = m |- im*l.jn"(;”) 4. 0. (ynkym (Z) :

Oznalime

Ay=im1.j ('1”) Lim=2_ 2kt ('2") o, j’"(n")m—l(Z) .
Teda

(jnk + )ym = m + Ay .nk.
Sucet v (5 -+ 1)-om riadku vyrazu (23) potom bude

(n* 4+ Lym + ...+ (nF A nkym =1 L (nF)m
-+ nk (A]j + ... + An’fj) = Ly + nk.Bj,
kde
Bj = AU + ... + A",,i.

Uhrnom z (23) dostaneme

Ly ,1=Lg + (Lg +n*By) + ... +
-+ (Lk -+ nkB')z = 1)

137



a teda
(24) Ly v =nLp +n¥(By -+ ... + By _1).
Lahko vidiet, Ze By, Bo, ..., By —1 st prirodzené ¢isla. Podla

indukéného predpokladu, Cislo Ly je delitelné Cislom n* — 1,
Z vyjadrenia (24) vyplyva, ze Cislo Ly - 1 je delitelné ¢islom n*.

SOUTEZNI ULOHY III. KOLA

A-1l-1

Dokazte, ze pro kazdé celé nezdporné cCislo £ je soucin
(k+1)(k+2) ... (k+ 1980) délitelny Cislem 1980197,

RieSenie. Rozlozime cislo 1980 na sucin mocnin prvo-
Cisiel:

1980 — 22.32.5.11.
Stadi ukdzat, Ze sacin
Sr=¢k+1)(k+2)...(k+ 1980)
je delitelny Cislami 22-197, 32-197 5197 3 1]197,
Lahko vidiet, Ze Sj je delitelny &islom 2990 (lebo kazdé

druhé d&islo je parne), a teda aj ¢islom 22-197. Podobne Sk je
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delitelné 31%8%:3 — 3660 3 teda aj ¢islom 32-197, Kedze 5.197<
< 1980, kazdé piate Cislo je delitelné Cislom 5, tak Si je
delitelné Cislom 5197,

Z cisiel & + 1, k42, ..., B+ 1980 je prave 1980 : 11 =
= 180 delitelné Cislom 11. Niektoré vSak moézu byt delitelné
aj Cislom 112. Kedze 16.112 = 1936 < 1980, tak asponi 16
z tychto Cisiel je delitelné Cislom 112. Ale aj 113 = 1331 je
mensie ako 1980. Teda aspoii jedno z Cisiel & + 1, ..., & +
+ 1980 je delitelné tretou mocninou cisla 11. Z uvedeného
vyplyva, ze S; je delitelné ¢islom

11180 + 16 +1 — 11197,
To sme chceli dokdzat.

A-lll-2

Najdéte velikosti stran rovnoramenného lichobézniku, ktery
mad nejdelsi stranu 13 cm, obvod 28 cm a obsah 27 cm?. Existuje
takovy lichobéznik, pfedepiSeme-li obsah 27,001 cm??
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RieSenie. Zo zadania ulohy jednoducho vyplyva, Ze naj-
dlhSou stranou musi byt vicsia zdkladia.

Oznaéime dizku ramena x a diZku kratSej zdkladne y. Zo
zadania ulohy potom vyplyvaji rovnice (pozri obr. 36):

2x +y + 13 =28
(25)

Z prvej rovnice vyjadrime y:
y=15—2x
a dosadime do druhej rovnice. Po tiprave dostaneme
(14 — x).V2x — 1 =27,
a teda
(26) (14 — x)2 (2x — 1) = 272,

KedZe y je kratia zdkladna, tak y = 13, ateda x = 1. Z prvej
rovnice (25) vyplyva, ze 2x < 15. Uhrnom

15
@27) I=sx<5.

Potrebujeme ndjst vSetky rieSenia rovnice (26) vyhovujuce
podmienke (27).

(8
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Podla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom kladnych cisiel

_ (ﬁfiﬁ)s
U.v.W= 3

médme (podla (27) Cisla 14 — x, 2x — 1 su kladné):

l4vx+l4—x+2x~l)3
5 —

(14 — x2Q2x — 1) < (
(28) — 93 =272,

Rovnost nastdva jedine v pripade 14 — x = 2x — 1, tj. pre
x = 5. Teda jediné rieSenie rovnice (26) je x = 5.

Z uvedeného vyplyva, Ze existuje jediny lichobeZnik vyho-
vujici podmienkdm ulohy a to je lichobeZznik o stranich
13,5, 5, 5.

Z nerovnosti (28) vyplyva, Ze obsah lichobeznika s naj-
dlhSou stranou 13 a obvodom 28 je mensi alebo rovny 27.
Teda neexistuje lichobeznik s uvedenymi vlastnostami a ob-
sahom 27,001.

Pozndmka. Rovnicu (26) mozno riesit aj tak, Ze pomocou
diferencidlneho poctu vySetrime priebeh funkcie y =(14 — x)2.
. (2x — 1) a zistime, Ze v intervale (1, 15/2) md jediné maxi-
mum v bode x = 5.

A-11-3

Mnozina M vznikla z roviny vyjmutim tfi bodt 4, B, C,
které jsou vrcholy trojuhelnika. Jaky je nejmensi pocet kon-
vexnich mnozin, jejichZ sjednocenim je M?
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Obr. 37

RieSenie. Ukdzeme, Ze najmensi pocet konvexnych mno-
zin, ktorych zjednotenie je mnoZina M, je tri. K tomu je
potrebné dokdzat dve tvrdenia: i) mnozina M sa déd vyjadrit
ako zjednotenie troch konvexnych mnoZin a ii) mnozina M
sa nedd vyjadrit ako zjednotenie dvoch konvexnych mnozin.

Dokdzeme najprv tvrdenie i), a to tak, Ze zostrojime tri
konvexné mnoziny K, L, N také, 2z M = Ku L U N.

Nech K je mnozZina vSetkych bodov, ktoré leZia vnutri
uhla ABC alebo vnutri useciek AB, BC (pozri obr. 37). Nech
L je mnoZina vSetkych bodov, ktoré lezia mimo polroviny
ABC alebo na polpriamke opacnej k polpriamke 4B (okrem
bodu A). Podobne nech N je mnoZina vSetkych bodov, ktoré
lezia mimo polroviny BCA alebo na polpriamke opacnej
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k polpriamke CB (okrem bodu C). Lahko vidiet, ze K,L, N
su konvexné mnoziny a Ze ich zjednotenie je mnozina M.

Dokazeme teraz tvrdenie ii) sporom. Predpokladajme, Ze
mnozina M sa dd vyjadrit ako zjednotenie dvoch konvexnych
mnozin P, Q. Na priamke 4B zvolime tri rézne body U,
V, W také, ze bod A lezi vnutri useCky UV a bod B lezi vnttri
useCky VW (pozri obr. 38). Body U, V, W patria do mnoziny

Obr. 38

M a teda aj do zjednotenia P U Q. Potom niektord z mno-
zin P, @ musi obsahovat dva z tychto troch bodov. Nech je
to mnozina P. MéZu nastat tri pripady: a) U, V € P, b)U,
WeP ac)V, We P. KedZze mnoZina P je konvexnd, tak
v pripade a) a b) mdme 4 € P a v pripade c) mdme B € P.
To je vsak spor s tym, ze A, B ¢ M.

A-lll-4

n
Nech a1 < a2 < ... < a, su redlne &isla, f(x) = |x —

i=1
— ail, n parne. Ndjdite minimum tejto funkcie.
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RiesSenie. Pre n = 2 lahko zistime priebeh funkcie f a zostro-
jime jej graf (pozri obr. 39):

O —

KRp———

Obr. 39

f(x) =a1 +a2—2x pre x<a
f(x) =a —a pre a1 = x = ao,
f(x) =2x — (a1 + a2) pre x > ao.

Ak x < a1, tak a1 + as — 2x > a1 + a2 — 2a1 = a2 — ay.
Podobne ak x > ap, tak 2x — (a1 -+ a2) > 2a2 — (a1 + as) =
= ap — a1. Z toho vyplyva, Ze funkcia f nadobuda svojho
minima az — a1 v kazdom bode intervalu {aj, a2).

Ak n je lubovolné pdrne prirodzené cislo, n = 2k, tak
hodnotu funkcie f v bode x vieme vyjadrit ako stucet hodnot %
funkcii:

f(x) =(x —a1] + |x —an]) +(x —a2] + [x —an—-1]) +...

v+ (x — @] + |x — ar 4 1))-
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Kazdd z funkcii [x —a;| + |x — an + 1 - ;| nadobida svoje
minimum a, ;1 -4 — @ ua intervale <{a;, ap .1 _i>. Pre
tieto intervaly plati

lar, an -1y 2 {az, an—-2) 2 ... 2 {ag, ak +1)-

Teda funkcia f nadobida svoje minimum na najmenSom
z tychto intervalov <{aj, ar ;1) a hodnota tohoto minima je
¢islo

k
Z(ak+i“ai)-
i=1

A-llI1-5
Rieste v obore celych ¢isiel sustavu nerovnic

3x2 4+ 2y2 =1 + 2
(29) 3y2 4+ 22x = 1 + 22
322 +2xy = 1 + &2

RieSenie. Ak spocitame vSetky tri nerovnice, po jedno-
duchej uprave dostaneme nerovnicu

(30) R4y +24(x+y+2)2=3
Kazdé rieSenie ststavy nerovnic (29) je aj rieSenim nerovnice
(30). Ak x, vy, 2 je celoCiselné rieSenie nerovnice (30), tak

nutne x| =1L, [y =1L [3/= 1, t.x, 9 3= —1,0, 1. Ak
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|x| =1, tak podla prvej nerovnice (29) je 2yz = 1 —3 +

+ 2= —2+4+ 1= —1. Tedayz = —1. Potom vSak |y| =
= |z| =1 a z druhej a tretej nerovnice (29) podobnym
sposobom dostaneme xz = —1 a xy = —1. To vSak nie je

mozné, lebo potom by bolo
x2y22% = xy.x2z.y2 = (—1® = —L.

Teda x = 0. Podobne sa zisti, ze musi byt y = z = 0. Skus-
kou Tahko overime, Ze 0, 0, 0 je jedinym celoCiselnym rieSe-
nim sustavy nerovnic (29).

A-Illl-6

Nech M je mnozina piatich bodov v priestore, z ktorych
ziadne Styri nelezia v rovine. Nech je dalej R mnozina sied-
mich rovin s vlastnostami:

a) Kazdd rovina z mnoziny R obsahuje aspon jeden bod
mnoziny M.

b) Ziadny z bodov mnoziny M nelezi v piatich rovinich
mnoziny R. ‘

Dokazte, ze existuji také dva rozne body P, Q, P M,
Q € M, 7e priamka PQ nie je priesecnicou ziadnych dvoch
rovin z mnoziny R.

RieSenie. Nech M = {4, ..., 45}. Nech R; je mnoZzina
tych rovin z mnoziny R, ktoré obsahuju bod 4,7 = 1,2,...,5.
Nech Rj; je mnoZina tych rovin z mnoziny R, ktoré obsahuji
body Ai, Aj. Teda Ry = R; n R;. Podobne oznadime Ry =
:RiﬂRjﬂRk, Rijkl = RiﬁRjﬁRkﬁRl, i, j, k, I =
=1,2, ..,5 i#LklLj*kLEFL
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Kedze ziadne S$tyri body mnoziny M nelezia v jednej rovine,
tak Ry = @ pre i <j < k <l Podla podmienky b) mime
IRi|l=4prei=1,2,...,5.

Cislo > |Ryx| uddva pocet rovin, ktoré obsahuji prive

i<j<k '
tri body x]nnoiiny M. Kedze kazdy bod lezi najviac v Styroch
rovindch mnoziny R, tak mdme

3. S Ryl < 4.5.

P

i<j<k
Teda
> |Rik| = 6.
i<j<k

5
~ Podla podmienky a) je ZI{R,- = |R|.

Podla principu inkluzie a exklizie (Gloha A - P - 4) mdme

5
7= 2 IR — > [Ryl + > |Rigl|
i=1 i<<J i< j<k

Z tejto rovnosti vyplyva
5
E fRij\ = Z IR;| + z R”k‘ —7<54+6—-7=19.
i< i1 i) <k

Kedze ( ;) = 10, tak séiténcov na lavej strane je 10 a asponi

jeden musi byt mensi ako 2. Teda existuje dvojica i < j taka,
ze |Ry| < 1. Body A;, A; lezia teda najviac v jednej rovine
z mnoziny R, t.j. priamka A;A4; nie je prieseCnikom dvoch
rovin z mnoziny R.
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