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Korespondencni seminai MO

Cilem korespondencniho semindfe bylo ddle zvySovat tro-
ven §pickovych feSitels MO, ktefi nejsou z Prahy ani z Bra-
tislavy a neméli tak moZnost pracovat v tamnich seminafich
pro pfipravu na MO. K tcasti bylo predsednictvem UV MO
na zdkladé vysledkd v MO, ndvrha KV MO a individudlniho
zajmu pozvano asi 50 zdki, z nichz se pfihldsilo a zucastnilo
asi 30. Pravidelné jim byla rozesildna série sedmi pomérné
ndrocnych tloh, které méli béhem 4—5 tydnu vyfesit. Dosla
feSeni byla pak opravena, ohodnocena a spolu s rozmnoZenym
komentafem vrdcena ucastnikim. Uvadime znéni vSech tloh
v korespondencnim semindfi zadanych.

1. Velka &isla
1.1 Najdéte nejvétsi pfirozené Cislo x takové, Ze
(x) ! < 10",

a nejmensi pfirozené Cislo y takové, Ze y! je ndsobkem Cisla
1010°,
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1.2 Dokazte, ze kvadraticka rovnice
85" x2 + 101" .x + 9 =0

ma dva riizné realné iraciondlni kofeny.

1.3 NapiSeme-li za sebou vSechna cisla od 100 do 999,
vznikne dekadicky zdpis jistého ¢isla N. Dokazte, Ze N neni
prvocislem ani mocninou (s pfirozenym exponentem vét$im
nez 1) zaddného prirozeného Cisla.

1.4 Dokazte, Ze existuje mocnina dvou (s pfirozenym ex-
ponentem), jejiz dekadicky zdpis zacind Cislicemi

197919801981

1.5 Najdéte dvé posledni nenulové cislice cisla 1000!.
1.6 DokaZte, Ze pii zddné volbé znamének neni Cislo ,

j:lll i 222 jj o i 595959 :t 6060“

druhou, tfeti, Ctvrtou, pdtou ani Sestou mocninou zidného
celého cisla.

1.7 Dokazte, 7e mezi pfirozenymi &isly men$imi nez 10!
existuje 1010 po sobé ndsledujicich sloZenych cisel.

[

2. Goniometrie
2.1 Najdéte vsechna redlnd x, pro kterd plati
26 sin2 x2 -+ 12 cos 2x -+ 5sin 2x — 13.
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2.2 Najdéte vsechny trojahelniky, pro jejichz vnitfni uhly
A, B, C plati

3
cosA#«cosB+cosC:2—.

2.3 Najdéte vsechna redlna a, pro néz je funkce
f(x) = cos ax + cos x
periodicka.

2.4 Jsou ddna lichd pfirozend Cisla m, n. Najdése vSechna
redlnd x, pro ktera plati

1 1
sin”x + —— = cos”x |+ ——
cos™mx sin”x

2.5 Bez pomoci tabulek, pocitacky a logaritmického pra-
vitka vypoctéte

sin 47° -+ sin 61° — sin 11° — sin 25° — sin 83°.
2.6 Vysetiete prubéh funkce

f(x) = arcsin x + 3 arccos x + arcsin (2x /1 — x2)

s 1.3
V 1ntervalu — 2 > 2 .

2.7 Najdéte vsechna redlna x, pro néz plati

log,, , sin x - log, ,cos x = 2.
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3. Obsahy

3.1 V roviné je dano né€kolik pasu, zddné dva nejsou rovno-
bézné. Posuiite pdsy tak, aby zachovaly své sméry a obsah
jejich praniku byl co nejvétsi. (Pdsem rozumime Cdst roviny
mezi dvéma rovnobézkami. Dané pdsy nemusi mit stejnou
sitku).

3.2 Dva shodné obdélniky jsou v roviné umistény tak, Ze
jejich obvody maji 8 spolecnych bodu. Dokazte, Ze obsah
jejich pruniku je vétsi nez polovina obsahu kazdého z nich.

3.3 Dokazte, ze kazdy trojihelnikovy fez Ctyfsténu md
obsah mensi nez nékterd sténa.

3.4 Jakou polohu md krychle, vrha-1i na rovinu kolmou ke
sméru svétla stin s nejvétsim moznym obsahem ?

3.5 Je ddn trojuhelnik.

a) Umistéte do ného stiedové soumérny mnohothelnik s co
nejvétsim obsahem. ,

b) Umistéte ho do konvexniho stfedové soumérného mnoho-
thelniku s co nejmens$im obsahem.

V obou pfipadech extrémni obsahy vyjadiete pomoci obsahu

daného trojihelnika.

3.6 V jednotkovém cCtverci je obsazen utvar U (ne nutné
souvisly). Pokud v U neexistuji dva body vzdilené 0,001, je
obsah U mensi nez 0,3. Dokazte.

3.7 V jednotkovém ctverci je 102 bodu, Zddné tfi nelezi
v pfimce. Dokazte, Ze jisté tfi z nich jsou vrcholy trojuhelniku
s obsahem nejvyse 0,005.

151



4. Obdélnikova schémata

4.1 Cisla 1, 2, ..., n2 jsou zapsana ve Ctvercové tabulce,
jejiz fadky jsou ocislovany indexy 1, 2, ..., n a sloupce také.
Cislo 1 je na libovolném misté; &islo 2 je v fadku, ktery md
stejny index jako sloupec obsahujici Cislo 1; Cislo 3 je v fddku,
ktery md stejny index jako sloupec obsahujici Cislo 2 atd.
Urdete rozdil souctu Cisel v fddku obsahujicim ¢islo 1 a souctu
Cisel ve sloupci obsahujicim Eislo 72.

4.2 V obdélnikové tabulce jsou zapsdna redlnd Cisla. Je
dovoleno soucasné zménit znaménka vsech Cisel v fadku nebo
ve sloupci. Je mozno kazdou tabulku prevést postupnym
provadénim téchto zmén na tabulku obsahujici saméd nezi-
porna Cisla?

4.3 Do ctvercové tabulky 8 <8 je zapsdno 64 nezdpornych
Cisel, jejichz soucet je 1956. Soucet vSech 16 Cisel leZicich
na thlopfi¢kich je 112. Cisla umisténd soumérné podle né-
které uhlopficky jsou si rovna. Dokazte, Ze soucet Cisel je
v kazdém fddku i'v kazdém sloupci mensi nez 518.

4.4 Ve Ctvercové tabulce nxXn je zapsano n? Cisel xpq (tak
znaCime Cislo v p-tém fddku a ¢-tém sloupci). Dokazte, Ze
je-li xi; + xj% + xx = O pro libovolné tfi indexy 7, j, & €
{1, 2, ..., n}, existuji &isla 11, to, ..., In tak, Ze x5 = t; — 5
pro viechny 7,7, € {1,2, ..., n}.

4.5 Ve ctvercové tabulce nxXn je zapsdno n2 Cisel. Vyne-
chame-li jakoukoliv podmnozinu fddkd, kterd neobsahuje
vSechny fddky (vetné prazdné), bude ve zbylé tabulce vidy
néjaky sloupec obsahovat jedinou nulu. Dokazte, Ze at pak
vynechdme jakoukoliv podmnozinu sloupcii, kterd neobsa-
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huje vsechny sloupce, bude ve zbylé tabulce vidy néjaky
fadek obsahovat jedinou nulu.

4.6 Ve ctvercové tabulce 8 <8 je zapsano 64 nenulovych
Cisel. Jediné z nich je zdporné a neni umisténo v rohu. Je
dovoleno zménit znaménka vSech Cisel néjakého fadku nebo
sloupce nebo fady rovnobézné s uhlopfickou (sem patii
i zména znaménka rohového ¢isla). Dokazte, Ze postupnym
provadénim téchto zmén nemuZeme nikdy dostat tabulku
obsahujici samad kladnd ¢isla.

4.7 Ve ctvercové tabulce 8 X8 je zapsdno 64 Cisel. Je dovo-
leno zménit znaménka vSech Cisel v libovolné jeji souvislé
Casti 33 nebo 4x4. Je mozno kazdou takovou tabulku
prevést postupnym provadénim téchto zmén na tabulku
obsahujici samd nezdpornd Cisla?

5. Posloupnosti

5.1 Dokazte, ze pro kazdou posloupnost {ax}, jejiz ¢leny
jsou navzdjem riznd pfirozend Cisla, ktera nemaji ve svém
dekadickém zapise Cislici 0, plati:

Pro kazdé prirozené Cislo % je

1 1 1 1
—+—4 ...+ + —<29.
al az

ak -1 akg

5.2 Je ddna posloupnost redlnych &isel {a,}. Dokazte, Ze
ke kazdému pfirozenému cislu m existuje pfirozené Cislo &
tak, ze

L]

k
| Sa— 3 ai| =max |a|

Ly

=1 =k+1 1si<m
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5.3 Je ddna posloupnost redlnych &isel {an}, kterd ma tuto
vlastnost: Existuje pfirozené Cislo m takové, Ze

a t+as+ ... tam =20
a pro kazdé pfirozené Cislo k je
am + k — Ak.

Dokazte, Ze existuje pfirozené Cislo p tak, Ze pro kazdé celé
nezdporné Cislo k plati

ap +apiy1+ ... +ap+k§0-

5.4 Uvazujme C¢&tyfi posloupnosti redlnych Eisel {an},
{bn}, {cn}, {dn} takové, Ze pro kazdé pfirozené &islo n je

an +1 = an + by Cn+1=2Cn+ dy
bn+1:bn+cn dn+1=dn+an

Dokazte, ze pokud existuji pfirozend Cisla k, m tak, ze

Ak + m = Qm, by +m = bm, Ck +m = Cm, dx +m = dm,
pak je

a2:b2:c‘2:d2=

5.5 Pro posloupnost redlnych &isel {a,} plati, Ze pro kazdé
pfirozené Cislo n je

an + an 12 = 2an 4 1.
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Dokazte, ze pak pro kazdé pfirozené Cislo n je

a+az+ ... +am+1 \az+a4+... + azn
n41 - n

5.6 Jsou ddna pfirozend Cisla ai, as. Pro pfirozend Cisla
n > 2 polozme a, = |an 2 — an —1|. Tak jsme definovali
posloupnost nezdpornych celych &isel {an}. Je-li nejvétsi
clen této posloupnosti 1980, jaky je nejvétsi mozny index
prvaniho nulového ¢lenu ?

5.7 Je ddna posloupnost &islic {an} neobsahujici &islici 9.
Ta urcuje posloupnost {b,}, jejiz ¢leny maji dekadické zdpisy

b1 = (al)

bz = (a1a2)
b3 = (a1(12(13)
atd.

Dokazte, Ze posloupnost {b,} obsahuje nekoneéné¢ mnoho
slozenych cisel.
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