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Kategorie Z

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

Z-P-1

Urcete nejmensi prirozené Cislo, jehoZ 1979ndsobek konci
Ctyfcislim 1980.

Reseni: Predstavme si, ze jsme hledané &islo pisemné vyna-
sobili ¢islem 1979. Cely zdpis by vypadal takto
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kde jsme teCkami a pismeny oznalili zatim nezndmé Cislice
(nezndme vlastné ani pocet Cislic hledaného cisla). Postupné
vidime, Ze p = 0,atedy a = 0. Pakje viak téZu = x =2 =0
atudiz ¢ = 8. To vsak plati pouze v pfipadé b = 2 a dusledkem
toho je v = 4, y = 8. Musi proto byt » = 5, a tedy ¢islo 9¢
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musi koncit Cislici 4, je proto ¢ = 6. Pak je w = 3 a ¢islo 94
musi kondit ¢islici 5, tedy d = 5. Obrdcené se snadno presvéd-
¢ime, Ze vyndsobenim kazdého ¢isla konciciho Ctyfcislim 5620
dostaneme ¢islo kondéici ¢tytéislim 1980. Hledané ¢islo je proto
5620.

Z-P-2

Ke kazdé hrané krychle je pfipsdno pfirozené Cislo tak, Ze
soucet tfi Cisel pfipsanych hrandm vychdzejicim z jednoho
vrcholu krychle je pro vSechny vrcholy stejny, rovnd se S.
a) Jaky vztah plati mezi S a souctem vSech dvandcti Cisel, pfi-
psanych k hrandm krychle?

b) Je mozno hrany krychle ocislovat ¢isly 1, 2, ..., 12 tak, ze
soucet tfi Cisel, kterymi jsou ocislovany hrany krychle vychdze-
jici z téhoz vrcholu, je pro vechny vrcholy stejny ?

ReSeni: Krychle md 12 hran, 8 vrcholii, na kazdé hrang lezi
prdavé dva vrcholy, z kazdého vrcholu vychdzeji tfi hrany.
Secteme-li Cisla pfipsand tfem hrandm vychdzejicim z téhoz
vrcholu krychle, dostaneme osm Cisel, jejichz soucet dava
dvojndsobek souctu T vSech dvandcti ¢isel pfipsanych k hra-
ndm krychle. Podle podminky ulohy je tedy 8S —= 2T,
tj. 48 = T, tim je vyfeSena Cést a). Protoze 1 + 2 + ... +12 =
— 78 a toto Cislo neni délitelné ¢tyfmi, nemiize se rovnat Cislu
4S pro zadné prirozené ¢islo S, a proto je odpovéd na otdzku b)
zdpornd. Hrany krychle nelze ocislovat ¢isly 1, 2, ..., 12 tak,
aby soucet tfi Cisel, kterymi jsou ocislovany hrany krychle
vychdzejici z téhoz vrcholu, byl pro viech osm vrcholt krychle
stejny.
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Z-P-3

Dvé dvojmistnd pfirozend Cisla, kterd maji na misté desitek
stejné cifry a na misté jednotek cifry dopliiujici se do deseti
(napriklad 87, 83), se mohou ndsobit tak, Ze Cislo na misté
desitek zndsobime ¢islem zvétSenym o jednu a k tomuto sou-
¢inu pfipiseme dvojciferny soucin jednotek (8(8 + 1) = 72,
7.3 = 21, 87.83 = 7221). Odavodnéte tento postup.

Reseni: Necht jedno z &isel md tvar 10a + b, druhé 10a +
+ ¢, kde a je spole¢nd Cislice na misté desitek, b, ¢ jsou Cislice
na misté jednotek, pfiCemz b + ¢ = 10. Pak je

(10a + b) (10a + ¢) = 100a? + 10a(b + ¢) + bc =
=100(a2 + a) + bc =100a(a + 1) + be.

Tento vysledek jiz ukazuje, Ze Cisla miZeme vyndsobit zpiso-
bem popsanym v uloze.

Z-P-4

Je ddn pravidelny Sestitthelnik ABCDEF. Sestrojte pravo-
thelnik KLMN tak,ze GseCka AB je ¢dsti usecky KL,usecka ED
je casti usecky MN a body C, F lezi po fadé uvnitf tsecek LM
a KN. Vypoctéte pomér obsaht pravothelniku KLMN a da-
ného Sestitthelniku.

ReSeni: Pravothelnik KLMN se sestroji snadno, stadi vést
body C, F kolmice ke strané¢ AB. Tyto kolmice spolu s pfim-
kami AB, ED urcuji obdélnik KLMN (obr. 1). Oznacme jesté
O patu kolmice vedené bodem D na pfimku FC. Sestitthelnik
ABCDEEF se skladd z dvandcti nepfekryvajicich se trojuhelnika
shodnych s trojihelnikem DOC, obdélnik KLMN se sklada
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z 16 nepfekryvajicich se trojihelnikdi shodnych s trojihelni-
kem DOC. Hledany pomér je proto 16:12 =4 : 3.
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Obr. 1

SOUTEZNI ULOHY I. KOLA

Z-1-1

Urcete vsechna trojcifernd Cisla, jejichz 576ndsobek konci
trojcislim 576.

ReSeni: Dekadicky zdpis hledaného &isla oznatime pgr
(p je cislice na misté stovek, ¢ na misté desitek a » pocet jed-
notek). M4 tedy platit

pqr
X 576
.XYZ
.Uv
R7)

.576
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Musi proto byt 2 = 6, a tudiz r = 1 nebo r = 6. Je-lir =1,
jev =717,y =0,a tudiz ¢ = 0 nebo 5. Je-li ¢ = 0, musi byt
p = 5.V pfipadé ¢ = 5je p = 2 nebo 7. Podobné postupujeme
pro r = 6. Zkouskou se pfresvéd¢ime, Ze obdrZend cisla 501,
251, 751, 126, 626, 376, 876 vyhovuji podmince ulohy.

Z-1-2

Dokazte, ze hrany pravidelného trojbokého jehlanu se ne-
daji ocislovat Cisly 1, 2, 3, 4, 5, a 6 tak, aby soucet tfi Cisel,
kterymi jsou ocislovdny hrany jedné stény, byl pro vSechny
Ctyfi stény stejny (mezi stény pocitime téZ podstavu).

ReSeni: Predpoklidejme, e by bylo mozno hrany pravidel-
ného trojbokého jehlanu ocislovat ¢&isly 1, 2, ..., 6 tak, aby
soucet S tfi Cisel, kterymi jsou ocislovany hrany jedné stény
byl pro vSechny Ctyfi stény stejny. ProtoZe kazdd hrana lezi
pravé ve dvou sténdch a stény jsou Ctyfi, platilo by 4S8 =
=2(1 4+ 2+ ... + 6) =42. Protoze Cislo 42 neni délitelné
¢tyfmi, dospéli jsme ke sporu a nd$ pfedpoklad proto nebyl
spravny.

Z-1-3

Mgjme dvojciferné &islo X. Cislo Y vznikne z &isla X pieho-
zenim cifer. Najdéte vSechna ¢isla X, pro kterd je X — Y
druhou mocninou pfirozeného c¢isla.

ReSeni: Polozme X — 10a + b, kde a je &islice na misté
desitek, & Cislice na misté jednotek dvojciferného cisla X. Pak
je Y=1006+a, X— Y =10a —b) + b —a = 9a — b).
Toto ¢islo bude druhou mocninou pfirozeného Cisla prdvé
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tehdy, bude-li mit tuto vlastnost ¢islo @ — b. Protoze 1 = a =
= 9, mizZe to nastat pouze v pfipadé a —b=1,a — b =4
nebo a — b = 9. Jsou tedy jedinymi feSenimi ¢isla 10, 21, 32,
43, 54, 65, 76, 87, 98, 40, 51, 62, 73, 84, 95, 90.

Z-1-4

Je dan pravidelny $estithelnik ABCDEF. Trojthelniky ACE
a BDF se protinaji opét v pravidelném Sestithelniku. DokaZte,
Ze jeho obsah se rovnd tfetiné obsahu Sestitthelniku ABCDEF.
Reseni: Prunikem trojahelnika ACE, BDF je pravidelny
Sestithelnik, jehoZ vrcholy oznac¢ime G, H, I, §, K, L (obr. 2).
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Obr. 2

Spole¢ny stfed obou Sestithelniki ozna¢me S. Oznaéme
| SA| = a, | SH| = b. Z kosodélniku SGAH vidime, Ze a je
dvojndsobek vysky v rovnostranném trojuhelniku SGH o stra-
né b, tedy @ — b|/3, a proto je obsah estitthelniku ABCDEF
trikrdt vétsi nez obsah Sestithelniku GHIYKL. Jiny dukaz
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spocivd v tom, Ze obsahy trojahelnikt EXD, K¥D, FCD jsou
stejné (maji stejné velké zakladny | EK |, | K¥ |a | JC|a k nim
spoleénou vysku). Sestitthelnik ABCDEF se tak rozlozi na 18
a Sestithelnik GHIFKL na 6 neptekryvajicich se trojahelniki,
jejichz obsah je shodny s obsahem trojdhelniku K¥D.

SOUTEZNI ULOHY II. KOLA

Z-11-1

Urcete vSechna trojcifernd Cisla, kterd po vyndsobeni Cislem
36 konci trojcislim 324.

Reseni: Ozna¢me pgr dekadicky zipis hledaného ¢&isla, ma
tedy platit

pgqr
X 36

..324
Vidime, Ze nutné plati » =4 nebo » = 9. Je-li » =4, je
g = 3 nebo ¢ = 8. V Zddném z téchto pfipadl vSak nedostane-
me vhodné &islo p. Pro r =9 je ¢ = 0 nebo ¢ = 5. Je-li
=9, ¢ =0, dostaneme p =5, v pfipadé r =9, ¢ =5 do-

staneme dvé feSeni: p = 2, p = 7. Zkouskou se presvédcime,
Ze Cisla 259, 509, 759 jsou fesenim.
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Z-11-2

Rozhodnéte, zda lze stény krychle ocislovat €isly 1,2, ..., 6
tak, aby soucet tfi Cisel, kterymi jsou ocislovdny stény se
spole¢nym vrcholem, byl pro vSechny vrcholy stejny. Odavod-
néte svou odpovéd.

ReSeni: Predpoklidejme, Ze jsme krychli pozadovanym
zpusobem odislovali. Soucet tfi Cisel, kterymi jsou ocislovany
stény se spolecnym vrcholem, oznacime § (je pro vsechny
vrcholy tyz). Kazdd sténa obsahuje 4 vrcholy, proto 8§ =
=4(1 + 2 + ... + 6) = 84. Protoze vSak Cislo 84 neni dé-
litelné osmi, dospéli jsme ke sporu.

Z-1-3

X je dvojciferné Cislo a Cislo Y z ného vznikne zménou
poradi Cislic. Najdéte vSechna X, pro kterd je X + Y druhou
mocninou prirozeného Cisla.

Reseni: Podobné jako v uloze Z-1-3 polozme X — 10a + b,
Y =106 + a, X + Y = 11(a + b). Aby bylo toto ¢islo dru-
hou mocninou pfirozeného Cisla, musi byt nutné a + & na-
sobkem Cisla 11. Protoze je a + b = 18, muZe to nastat pouze
v pfipadé a + b = 11, kdy je X + Y = 112. Refenim tlohy
jsou tudiz cisla 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83, 92.

Z-11-4

Je ddn pravidelny Sestithelnik ABCDEF. Na jeho strané
AB lezi bod Ay, na strané BC bod By, ..., na strané FA bod
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1
Fytak,%e | A41| = |BB1| = ... = | FFy | :~3—]AB!.Vy—
poctéte pomér obsaht Sestitthelnikt 41B1C1D1E 1 Fy, ABCDEF.

Reseni: Je-li S spoleény stied obou Sestitihelniki a P stied
strany AB, je | AS| = | AB|, | 1S | = | A1B1 | =
| AB |?

asp
36 T IABE T =

— VI AP+ [PS|2 :V

/7
= | AB }]r 9 - Hledany pomér je tudiz 7 : 9.

SOUTEZNI ULOHY III. KOLA - CSR
(ULOHY PRIPRAVIL
KV MO KRAJE ZAPADOCESKEHO)

Z-1-1

Kterym pfirozenym &islem 7 (m = 1) musime ndsobit ¢islo
16 200, abychom dostali nejmensi ¢islo #, které je zaroven dru-
hou a tfeti mocninou pfirozeného ¢isla? Urcete Cislo 7 a pro-
vedte zkousku.

ReSeni: Protoze 16200 = 23.34.52, je m — 23.32,54 —
= 45 000, n = 26.36,56 = 729 000 000.

Z-1l-2

Oznaéme X Cctyfciferné Cislo a Y Ctyfciferné Cislo, které
vznikne z ¢&isla X obrdcenim pofadi Cislic. (Je-li napfiklad
X = 4265, je Y = 5624). Najdéte vSechna takovd prirozend
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isla X, pro kterd jsou soucin X.Y a soucet X + Y délitelné
¢islem 5 a rozdil X — Y je pfirozené Cislo délitelné Cislem 360.
Vysledek: 5405, 5515, 5625, 5735, 5845, 5955, 5805, 5915.

Z-1H-3

Pravidelny Sestitthelnik A BCDEF ma stranu dané velikosti a.
Pruasecik pfimek 4B, CD je bod K. Vypoctéte délku usecky EK.
Vysledek: | EK | = a/ 7.

Z-1l1-4

Urcete velikosti vnitfnich hli rovnoramenného trojuhelniku
ABC se zdkladnou AB, ktery je rozdélen pfimkou prochdzejici
bodem A na dva trojihelniky, z nichz kazdy je rovnoramenny.

Vysledek: Uloha ma dvé fefeni: o = f# = 72°, » = 36°
ao=f =T7°8",y =25%43",

SOUTEZNI ULOHY III. KOLA - SSR
(ULOHY PRIPRAVIL KV MO
KRAJE STREDOSLOVENSKEHO)

Z-10ll-1

Od trojciferného (Cisla odcitame Cislo, ktoré dostaneme
zamenou poradia cifier pdvodného Cisla na opacné.
a) Ndjdite vsetky trojciferné Cisla, ktoré vyhovuju podmienke:
ziskany rozdiel sa rovnd jednej Sestine pdvodného Cisla.
b) Ukdzte, Ze neexistuje trojciferné Cislo, pre ktoré sa tento
rozdiel rovnd polovici pévodného cisla.

Vysledek: 594.
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Z-1i-2

Zistite, Ci existuje prirodzené Cislo a z intervalu <1, 6)
tak, Ze hrany pravidelného Stvorstena sa daji oznadit Cislami a,
2, 3, 4, 5, 6, pricom sucet oznaCeni hrdn, ktoré lezia na tej
istej stene, je pre vsetky steny rovnaky.

Vysledek: Neexistuje.

Z-1i1-3

Zistite, Ci existuje Stvorciferné Cislo, ktoré je druhou moc-
ninou prirodzeného Cisla a pritom Cislo zapisané jeho prvymi
dvomi ciframi v danom poradi je polovicou ¢isla zapisaného
jeho poslednymi dvomi ciframi v danom poradi.

Vysledek: Neexistuje.

Z-101-4

Je dany pravidelny Sestuholnik ABCDEF. Na strane AB
lezi bod A1, na strane BC bod By,. . ., na strane FA lezi bod F;

1
tak, %e |di| = |BB| = ... = [FFa| = 7 |4B|. Uhloprietky

AD, BE, CF pretinaju strany S$estuholnika A;1B1CiD1E1F;
v bodoch Ag, Ba, Co, Ds, Es, Fa, ktoré st vrcholmi pravidel-
ného Sestuholnika. OznaCme P plo$ny obsah Sestuholnika
ABCDEF, P plosny obsah S$estuholnika 4,B1CiD\E1F; a P>
plos$ny obsah S$estuholnika A2BoCoDoEsFs>. Ukazte, Ze Pf -
= P.Ps.
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