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Kategorie C

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

C-P-1

Vesldrovi trvd prejdenie istého tuseku rieky na lodke proti
prudu s veslovanim a po prude bez veslovania rovnaky cas.
O kolkej sa musi otocit, ak vystartuje o 15. hodine, o 18. ho-
dine méd byt naspit, a rozhodol sa veslovat aj na spiatocnej
ceste? (Predpokladdme, Ze rychlost pradu rieky aj vlastnd
rychlost vesldra je konstantnd.)

ReSeni: Oznaéme v rychlost lodky vzhledem k vodé pii
veslovani a r rychlost tekouci vody vzhledem ke bichtm.
Vucéi bifehim se lodka tedy pohybuje pfi veslovdni proti
proudu rychlosti » — r, pfi veslovdni po proudu rychlosti
v + r a je-li unaSena proudem bez veslovdni, rychlosti r. Trva-
li projeti urcitého useku proti proudu s veslovdnim stejnou
dobu jako po proudu bez veslovdni,jsou i prislusné rychlosti
stejné, tj.

VQ—7r=r.
Odtud dostaneme

v+ r=3r=3(v—r).
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Rychlost (vaéi biehim) pfi veslovdni po proudu je tedy
trojndsobnd ve srovndni s rychlosti plavby proti proudu.
Vesluje-1i veslaf proti proudu po dobu 7, navrat s veslovanim

4

mu trvd 3 V nasem pfipadé

takze

lt2z.

Veslaf se musi obratit nejpozdéji v 17.15 hod.

C-P-2

Kazdd strana a kazdd thlopficka konvexniho pétithelniku
je obarvena jednou ze dvou barev tak, Ze Zzddny trojihelnik
(tvofeny stranami nebo celymi uhlopfickami pétidhelniku)
neni jednobarevny. Dokazte, Ze z kazdého vrcholu pétithel-
niku vychdzeji pravé dvé tsecky kazdé barvy.

Reseni: Predpoklidejme, ze z nékterého vrcholu A vycha-
zeji aspon tfi usecky jedné barvy AB, AC, AD. Neni-li zddny
z trojuhelnikd ABC, ABD, ACD jednobarevny, jsou usecky
BC, BD, CD obarveny druhou barvou, a tedy trojihelnik
BCD je jednobarevny. Z zddného vrcholu tedy nevychdzeji
tfi dsecky nebo vice tsecek jedné barvy. Vzhledem k tomu,
ze z kazdého vrcholu vychdzeji pravé ctyfi usecky, jsou dvé
z nich jedné barvy a dvé druhé barvy.
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C-P-3

V ostrouhlém trojihelniku ABC je ddn bod P uvnitf strany
AB. Sestrojte bod M uvnitf strany AC a bod N uvnitf strany
BC tak, aby obvod trojuhelniku PMN byl minimélni.

ReSeni: Uvazujme libovolny bod M uvnitf strany AC
a libovolny bod N uvniti strany BC. Je-li P; bod soumérné
sdruzeny k bodu P podle pfimky AC a P, bod soumérné
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sdruzeny k bodu P podle pfimky BC, je obvod trojuhelniku
MNP roven délce lomené ¢ary P1MNP, (obr. 3). Tato délka
je nejmensi v pifipadé, kdy body M, N jsou spolecné body
useCky P1P; se stranami AC, BC (obr. 4) - pokud vsak tyto
spole¢né body existuji a lezi uvnitf stran. To je splnéno,
protoze

2 PyCPs = <(P,CP + < PCPs — 2 ACP + 2 PCB —
— 2y ACB < 180°

(trojahelnik ABC je ostrouhly).

C-P-4

Je dén Ctverec, jehoZ strana md velikost a. Z kazdého vrcholu
jsou dovnitf Ctverce opsdny Ctvrtkruznice s polomérem a.
Tak se Ctverec rozdéli na devét Casti. Vypoctéte obsahy téchto
Casti.
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Reseni: Cisti, na néZ se ¢tverec rozpadne, budou tii druhy;
jejich obsahy oznacime A4, B, C (obr. 5). Bude platit

A+ 4B + 4C = a? (Ctverec)

A+3B+2C=—a? (Ctvrtina kruhu)

A

m '3
A+ 2B+ C= 3 a? — Ve a? (sjednoceni dvou kruhovych

vyseci se stfedovym thlem 60°, jejichz prinikem je rovnost-
ranny trojuhelnik).

Odtud plyne

B+2C:a2(1~—)

a tedy

, i B
A:a2(1+——v3) .
3
Jiné feSeni je v roCence XIX. ro¢nik MO, str. 118.
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SOUTEZNI ULOHY 1. KOLA

C-1-1

Kocka o hrane dizky 5 je zlozend zo 125 jednotkovych
kociek. Urcte najmensi a najvacs$i mozny povrch telesa, ktoré
z nej dostaneme odstranenim troch hranolov pozostdvajucich
z piatich jednotkovych kociek, ked Ziadne dva z odstranenych
hranolov nemaji spolo¢ny bod ani rovnaky smer.

Reseni: Pro odstranéni jednoho hranolu 5x1x1 z krychle
5 X5 x5 mdme tfi moznosti:

(1) Odstranénim hranolu, ktery obsahuje hranu krychle,
zmensime povrch o 2.

(2) Odstranénim hranolu, jehoz delsi sténa je obsazena
ve sténé krychle a pfitom neobsahuje hranu krychle, zvétsime
povrch o 8.

(3) Odstranénim hranolu, ktery ma s povrchem krychle
o 18.

Téleso vzniklé z krychle 5x5 x5 odstranénim tfi hranold
5x1x1, z nichz zddné dva nemaji spolecny bod, bude mit
minimdlni povrch v pfipadé tfi hranola typu (1), viz obr. 6,
povrch bude

6.5.5 3.2 = 144,
maximdlni v pfipadé tfi hranola typu (3), a to
6.5.5 + 3.18 = 204.
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Obr. 7 ukazuje, Ze hranoly lze volit tak, aby zidné dva nemély
spolecny bod ani stejny smér.
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Obr.7

C-1-2

Ndjdite vSetky prirodzené Cisla, ktoré sa zacinaju cifrou 7
a po jej odstraneni sa zmensSia 36 rdz.

ReSeni: Hledané Cislo muZeme rozepsat jako 7.107 + p
a podminku vyjddfit rovnici
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7.107 + p = 36 p,

odkud dostaneme p =2.10% -1, Hledané d&islo md tedy
tvar

7.107 + 2.107 — 1,

Snadno se pfesvédéime, Ze vSechna Cisla 72, 720, 7200,...
spliiuji podminku tdlohy.

C-1-3

Dvaja vesldrina dvoch ¢lnkoch vystartovali o 14.55 z prista-
vista a veslovali proti pridu rieky. K lesu dosli spolu, pak
jeden vesloval spit a vrdtil sa 0 17.55, druhy sa nechal doviezt
spat prudom a vrdtil sa o 19.07. Kolko im trvala plavba z pri-
stavista k lesu? (Predpokladdme, Ze po cely cas rychlost toku
rieky aj vlastnd rychlost veslovania boli konstantné.)

ReSeni: Oznaéme v rychlost lodky vzhledem k vod& pti
veslovédni a r rychlost tekouci vody vzhledem k bfehtm. Proti
proudu jeli tedy oba veslafi rychlosti » — 7, po proudu prvni
rychlosti » + r, druhy rychlosti » (vzhledem ke bfehtim).
Ozname ¢ dobu spoleéné plavby od pfistavisté k lesu a s
vzddlenost lesa od pfistavisté. Pak plati, méfime-li ¢as v mi-
nutdch

s=(—r)t (spolecnd cesta tam)
s=(v+r)(180 — 1) (zpétecni cesta 1. veslafe)
s=r(252—1) (zpdtelni cesta 2. veslaie).
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Z téchto vztaht uréime z. Dosadime-li s z prvni rovnice do
druhé a tfeti rovnice, dostaneme

20t =180 (v + r)
ot =252 r.

Vylou¢ime z téchto rovnic » a mdme

180
20t =180 v + 252 ot,
neboli, protoze v # 0,
180
2t =180 — 252 t
a odtud
t = 140.

Cesta od pfistavisté k lesu tedy trvala 140 min.

C-1-4

Do ostrothlého trojuhelniku ABC je vepsan trojuihelnik
MNP tak, ze Me AC, Ne BC, P € AB. Urcete polohu
bodit M, N, P tak, aby obvod trojihelniku MNP byl mini-
malni.

ReSeni: Zvolme libovolny bod P uvnitf strany 4B a oznac-
me Pi, P; body soumérné sdruzené k bodu P podle pfimek
AC, BC. Uvédomme si (obr. 8), Ze
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Obr. 8
|CPy| = |CPs| = |CP|

< P,CP; = <(P1CP + <(PCP; =2 ACP + 2<BCP =
= 2<XABC.

Pii feSeni ulohy C-P-3 jsme zjistili, Ze ze vSech trojuhelniki
MNP, kde M e AC, N € BC, ma minimdlni obvod trojihel-
nik, jehoz vrcholy M, N lezi na tuseéce PiP», a minimdlni
obvod je roven |P1Ps|. Zbyva tedy najit polohu bodu P € AB
tak, aby rovnoramenny trojihelnik P;CPs; mél minimdlni
zdkladnu. Vzhledem k tomu, Ze thel pfi jeho hlavnim vrcho-
lu C ma velikost 2<C ACB a nezdvisi tedy na poloze bodu P,
bude zikladna minimalni, pravé kdyz bude minimalni rameno.
Rameno md velikost |CP| a bude minimdlni, pravé kdyz
tseCka PC bude vyskou trojuhelniku 4BC.

C-1-5

Je din pravidelny osmithelnik ABCDEFGH. Ctverce
ACEG a BDFH se protinaji také v pravidelném osmiuhelniku.
Vypoctéte pomér obsahti obou osmitihelnikd.
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ReSeni: (obr. 9). Vyuzijeme podobnosti rovnoramennych
trojuhelnikt ABC, ARB (maji spole¢ny uhel BAR), odkud
plyne, Ze

G
H / \ F
A £
R
\s /
B D
=
Obr. 9

|AB| : |AC| = |AR| : |AB|,
tj.
|AB? = |AC]|.|AR)|.

Z pravouhlého rovnoramenného trojihelniku RBS mame

RS| = |4R| |/ 2,
a tedy
_ V2
|[AB12 = (|2 + 2) |ARZ = | = + 1| RSP

Odtud vidime, Ze pomér obsahti pravidelnych osmidhelniki

V2
o stranich AB, RS je - 1.
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C-1-6

V rovnostranném trojihelniku ABC o strané délky 1 se na
strané AC pohybuje bod X a na strané BC bod Y tak, Ze
obsah trojuhelniku XYC se stdle rovnd poloviné obsahu
trojuhelniku ABC. Najdéte, jakou funkci vzdélenosti x = |CX]|
je vzdalenost y = |CY], a urcete defini¢ni obor a obor hodnot
této funkce.

Reseni: Ze vzorce pro obsah trojihelniku daného dvéma
stranami a uhlem jimi sevienym je hned vidét, Ze obsahy
trojuhelnikit XYC, ABC jsou v poméru

Pxyc : Papc = xy : 1.
b3
(Jinym zpusobem to muaZeme odvodit také takto: Trojuhel-
niky XYC, XBC maji tutéz vysku na stranu YC, resp. BC,
takze

Pxyc:Pxpc =y:1
a analogicky
Pxpc:Papc = x: 1,
odkud dostaneme
Pxyc: Pape = xy : 1.)
Podle zaddni je tento pomér 1 :2, takze pro kazdou dvojici

1

x, y plati xy = PR
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Pro kazdé x tedy plati

y=7

Definicni obor i obor hodnot této funkce je zfejmé obsazen
1
v intervalu (0, 1. Aby bylo y = 1, musi byt x = Px Pro
1 1 1
kazdé xe(E, 1> je ye <E’ 1). Ke kazdému y e <E’ 1)je
pfislusné x == 5 € <5,1>. Defini¢ni obor i1 obor hodnot je

1
tedy interval (5, 1.

SOUTEZNI ULOHY II. KOLA

C-1li-1

Voda v fece tece rychlosti 2 m/s. Cesta od pfistavu k mostu
a zpét trvd malému ¢lunu 33 min a velkému Clunu, ktery
mad (ve stojaté vodé) dvojndsobnou rychlost, 16 min. Jak daleko
je od pfistavu k mostu?

Reseni: Rychlost malého ¢lunu oznaéme ¢ (m/s) a hledanou
vzddlenost d(m).

Malému ¢lunu cesta trvd

73



d d 33.60
c+2+c—2_ ’

a velkému ¢lunu
d

d
S+ > = 16.60.

20+ 2 2c—2

Je tedy
2cd
2 —4 33
4cd 16~
4c2 — 4
neboli
4c2 — 4 33
2(c2—4) 16 °

Odtud ¢ = 10 m/s a z (1) dostaneme

L 3360 (2 — 4) 000
= " — 9904 (m).
C-l-2

@

Na kruznici je ddno 6 bodu a kazdé dva jsou spojeny usec-
kou - bud modrou, nebo cervenou. Tyto usecky pfitom tvori
pravé jeden Cerveny a prave jeden modry trojuhelnik. Dokazte,

ze Cervenych usecek je bud 7, nebo 8.

ReSeni: Vrcholy cerveného trojihelniku oznacme 1, 2, 3.
Trojuhelnik s vrcholy ve zbyvajicich bodech 4, 5, 6 neni
cerveny a md tedy alesponl jednu modrou stranu. Z kazdého
bodu 4, 5, 6 vedou alespoii dvé modré usecky do bodu 1,
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2, 3 - jinak by vznikl dal§i Cerveny trojuhelnik. Celkem je
tedy alesponn 7 modrych useCek. Analogicky zjistime, Ze je
aspon 7 Cervenych useCek. Tim jsme hotovi, protoze usecek
je celkem 15.

C-1lI-3a

Ndjdite vSetky prirodzené Cisla, tretia mocnina ktorych sa
kon¢i na 1981.

ReSeni: Hledané Cislo miZeme rozepsat

x = 10a + b,
potom
x3 = 10003 + 300a2b + 30ab> + b3.

Mai-li byt posledni ¢islice 1, musi byt & = 1. Je tedy
x3 = 1000a3 + 300a2 + 30a + 1.

Na predposledni cislici ¢isla x3 md vliv jen predposledni
s¢itanec. Aby se tato Cislice rovnala 8, musi posledni Cislice
Cisla a byt 6. Hledané Cislo rozepiSeme

x = 100c + 61,
takze
x3 = ... + 3.612.100c + 613.

Cislici na misté stovek ovliviiuji jen posledni dva ¢leny a aby
se rovnala 9, musi posledni Cislice ¢isla ¢ byt 0. MuZeme tedy
psat
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x = 10004 + 61,
takze
x3 = ... + 3.612.1000d + 613.

Aby cislice na misté tisict byla 1, musi posledni Cislice ¢isla d
byt 5.

Splituje-li néjaké ¢islo pozadovanou podminku, musi kondit
na 5061. VSechna pfirozend cisla koncici timto CtyFcislim
vyhovuji.

C-1l1-3b

Je dan pravidelny Sestitthelnik ABCDEF o strané s. Na jeho
strandch AB, BC,..., FA lezi po fad¢ body Ai, Bi,..., F1
tak, 7e je AA1 = BB; = ... = FF; =1t. Jsou to vrcholy
pravidelného Sestidhelniku 41B1C1D1E1F; o strané si.

a) Dokaite, 7e s7 = s2 — st + ¢2.
b) Zjistéte, pro které 7 je s; nejmensi.

ReSeni: (obr. 10) a) Oznaéme P patu kolmice z bodu F;
na primku AB.
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S - l i .
Protoze <{F1AP = 60°, je |AP| = = Z pravothlého troj-
thelniku APF; dostdvdme

si = |AP]2 + |FLP2 = |4\P)? + |AFi)2 — |AP2 =

s—1)\2 s —1\2
=\t+ +(s—122— 2 =12 + 52 — 1.

-

b) Upravime-li

2 2 2 o )2 _3 2
sp=1te +sP—st= |t — + s
1 2 4 >
. 2 . . . . s
vidime, Ze sy a tedy i 51 je minimdlni pro ¢ = DR
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