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Kategoria B

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

B-P-1

Urcte pocet vSetkych rdéznych usporiadanych trojic pri-
rodzenych cisel x, y, 2, ktoré vyhovuji rovnici

x1.y97 29 = 19791 979 (1)

Riegenie: Nech prirodzené Cisla x, y, 2 vyhovuju rovnici (1).
Pretoze cisla 19 a 97 st prvocisla, ako sa lahko presvedcime,
musia byt ¢isla x, y, z su¢inmi mocnin Cisel 19 a 97 s nezapor-
nymi celo¢iselnymi exponentami. Cislo y v§ak neméze obsaho-
vat ako sucinitel kladni mocninu cisla 97, lebo na pravej

strane rovnice (1) je mocnina 979. Musia preto existovat ne-
zaporné celé &isla a, b, k, r, s také, Ze plati

x = 194970,  y =19%, 2 =197.97s.
Po dosadeni do (1) dostaneme
194.970.1997F 1997 (9795 — 19791979,
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K tomu, aby platila tdto rovnost, musia byt sicasne splnené
tieto dve rovnice:

a + 9Tk + 9r = 791, (2a)
b+ 95 —09. (2b)

Je zrejmé, ze kazdému nezipornému celoCiselnému rieSeniu
sustavy rovnic (2a) a (2b) odpoveda jedno rieSenie rovnice (1).
Sta¢i ndm teda zistit pocCet nezdpornych celociselnych rie-
Seni sdstavy rovnic (2a), (2b).

Llahko sa vidi, Ze rovnica (2b) md dve rdzne rieSenia v obore
celych nezdapornych Cisel: 6 = 0,s =1ab =9,5s =0.

Pretoze 8.97 = 776 << 791 < 9.97 = 873, mdze Cislo k na-
dobudat len hodnoty 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Postupne tieto
hodnoty dosadime do rovnice (2a). Dostaneme:

a) Ak £ = 0, potom a + 9r = 791 ¢ize a = 9(87 — ) + 8.
Cislo » mdze teda nadobudat hodnoty 0, 1, ..., 87. Pre kazdu
z tychto hodnét existuje prive jedno celé nezdporné Cislo
a vyhovujice rovaici (2a). Dostdvame tak 88 rieSeni tejto
rovnice.

b) Akk = 1, potom a + 9r = 694,z Cohoa = 9(77 — r) +
+ 1. Analogickou uvahou ako v predchddzajicom pripade
dostdvame 78 rieseni.

c) Prek = 2budea + 9r =597,z cohoa = 9(66 — r) + 3.
Rovnica (2a) md v tomto pripade 67 nezdpornych celociselnych
rieSeni.

d) Pre k =3 je a + 9r =500, z ¢oho a = 9(55 — r) + 5.
Maidme 56 rieSeni.

e) Ak k =4, je a + 9r =403, z ¢oho a =9(44 —r) + 7
a dostavame 45 rieseni.
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f) Pre k =5je a + 9r = 306, z coho a = 9(34 — r). Mdme
35 riedeni.

g) Ak k=6, je a + 9r = 209, z ¢oho a = 9(23 —r) + 2.
Dostdvame teda 24 rieSeni.

h) Prek =Tjea + 9r = 112,z ¢ohojea = 9(12 —r) + 4.
To znamend dalSich 13 celociselnych nezdpernych rieSeni rov-
nice (2a).

i) Konecne v pripade k£ = 8 dostaneme a + 9r = 15 Cize
a =9(1 —r) + 6. Dostavame teda dve rdzne rieSenia.

Celkovy pocet nezdpornych celoCiselnych rieSeni ststavy
(2a), (2b), a teda pocet prirodzenych rieSeni rovnice (1) je
2.(88 + 78 + 67 + 56 4 45 4 35 + 24 + 13 + 2) = 816.

B-P-2

Pre kazdé prirodzené &islo n existuju navzdjom rdzne pri-
rodzené Cisla r, s tak, Ze Cislo

3r — 3s
je delitelné Cislom 7. Dokézte.

RieSenie: Pri rieSeni tlohy vyuZijeme zndmy Dirichletov
priehradkovy princip. UvaZzujme o tychto prirodzenych ¢islach

31, 32,33, ..., 3%, 30+,
ktorych je prave n + 1. Pri deleni ¢islom » musia mat aspon
dve z nich rovnaky zvysok, pretoZe moznych zvyskov je prave n:
0,1,2,...,7n — 1. Nech st to ¢isla 37, 3. Platiteda 3" = k.n +

+ 2, 35 =m.n + 2, kde k, m su celé nezdporné ¢isla, z je
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niektory z moznych zvyskov. Potom 37 — 38 = (k —m) n je
Cislo delitelné Cislom n. Tym je tvrdenie ulohy dokdzané.

B-P-3

Nech ABCD je deltoid (vypukly S$tvoruholnik stimerny
prdve podla jednej zo svojich uhlopriec¢ok) s osou sumernosti
AC. Nech S je prieseCnik priamok AC, BD a M, N, P, Q
v uvedenom poradi st jeho kolmé priemety na priamky AB,
BC, CD, DA.

a) V $tvoruholniku MNPQ plati MQ||NP. Dokézte.

b) Nech <BAD = 2«, <(BCD = 2y. Vyjadrite velkosti
uhlov §tvoruholnika MNPQ pomocou uhlov o, y.

¢) Rozhodnite, kedy je Stvoruholnik MNPQ lichobeznikom
a kedy rovnobeznikom.

RieSenie: a) Deltoid ABCD je osove sumerny podla osi AC.
V tejto symetrii odpovedd bodu B bod D, tisecke AB tseCka
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AD, tsecke SM kolmej k AB tusecka SQ kolmd k AD (pozri
obr. 11). Bodu M odpovedd teda bod Q, z ¢oho vyplyva, Ze
MQ||BD. Analogickou tvahou sa dokaze, ze NP||BD. Z tran-
zitivnosti reldcie rovnobeZnosti preto priamo vyplyva, Ze
MQ||NP, ako sme mali dokdzat.

b) Trojuholniky SMB a SNB su pravouhlé so spolo¢nou
preponou SB. Stvoruholniku SMBN mézeme preto opisat
thaletovskd kruznicu s priemerom SB. Uhly <tSBM = 90° —
— o.a <CSNM st obvodovymi uhlami tejto kruZnice prislicha-
jicimi tomu istému obliku SM. Preto tiez LSNM = 90° — a.
Z analogického dévodu plati tiez <CNBS = 90° — y = <CNMS.
Preto plati

SLMNP = XNPQ = <MNS + < SNP =90° — o + y,
S POM = S 'OMN = < SMN + <OMS =90° —y + a.

c) Stvoruholnik MNPQ je stimeray podla osi AC. Rovno-
beznikom mdze byt preto len vtedy, ked plati MN||AC||PQ.
V takom pripade vsak bude priamka MN kolmd ku priamke MQ,
Cize COMN =90°. Z casti b) vSak vieme, ze <LQMN =
=90° + o« — . Stvoruholnik MNPQ bude rovnobeZnikom
teda prave vtedy, ked plati oo = 7, Cize vtedy, ked dany deltoid
ABCD bude kosostvorec. Vo vsetkych ostatnych pripadoch
bude $tvoruholnik MNPQ lichobeznikom.

B-P-4

Nech K je dany kruh s polomerom 1. Urcte mnoZinu
vrcholov C vSetkych rovnostrannych trojuholnikov ABC,
ktorych vrcholy A4, B lezia vo vaitri alebo na hranici kruhu K.
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RieSenie (obr. 12): Oznaéme S stred daného kruhu K.
Nech M je hladand mnozina vrcholov C vsetkych rovnostran-
nych trojuholnikov danych vlastnosti. Vzhladom na symetriu
kruhu a rovnostranného trojuholnika mozno ocakdvat, Ze body
mnoziny M vyplnia kruh G so stredom S a polomerom » > 1.

c

AN

Obr. 12

Polomer r kruhu G ststredného s danym kruhom K uréime
tak, ked budeme uvaZovat o takej polohe rovnostranného troj-
uholnika ABC pri pevne zvolenej dizke AB, kedy mé vrchol C
najvicsiu vzdialenost od bodu S (pozri obr. 12). V takom
pripade plati:

|SC| = |SP| + |CP| = |SP| + |/3|BP| =

_ 1 I3
=cosa + )3 sino =2 o cosa+ ——sina | —

= 2(sin 30° cos o + cos 30° sin ).

Je teda |SC| = 2 sin(30° + o) = 2, priom rovnost nastane
pre o = 60°. Je teda r = 2 CiZe mnoZina M je Castou kruhu

G(S;2).
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Nech je obratene C Iubovolny bod kruhu G roézny od jeho
stredu S. Potom mozno zostrojit uhol A'CB’ velkosti 60° tak,
aby obsahoval bod S a aby priamka CS bola jeho osou. Nech 4,
resp. B je v uvedenom poradi priese¢nik polpriamky CA’,
resp. CB’ s hranicou kruhu K. Pri vhodnom oznaeni bodov
A’y B’ na ramendch zostrojeného uhla tvoria potom body
A, B, C vrcholy rovnostranného trojuholnika s vrcholom C
z mnoziny M (obr. 13). Ak C=S§, potom moZno uvazovat o lu-

Obr. 13

bovolnom uhle velkosti 60° s vrcholom v bode C a priesec-
niky jeho ramien s hranicou kruhu K pri vhodnom oznaceni
tvoria vrcholy A4, B rovnostranného trojuholnika pozadova-
nych vlastnosti. Tym sme dokdzali, Ze kruh G(S;2) je Castou
mnoziny M, pretoze existenciu bodov A4, B v oboch uvazo-
vanych pripadoch zarucuje skutoCnost, Ze vzdialenost d bodu
S od polpriamok CA’, CB’ je

d = |CS|sin 30° = 2 sin 30° = 1.
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Z oboch vyssie dokdzanych inklizii: M = G a G M
dostdvame M = G, ¢o znamend, Ze mnozinou bodov danych
vlastnosti je kruh so stredom § a polomerom r = 2.

SUTAZNE ULOHY I. KOLA

B-1-1

Pre kazdé prirodzené Cislo n =< 150 existuju dva rozne deli-
tele di, dg Cisla 9 000 000 také, Ze n deli rozdiel di — da. Do-
kézte.

RieSenie: Pretoze prvociselny rozklad cisla 9 000 000 je

9000 000 = 9.106 = 32,26 56,
bude pocet vSetkych jeho delitelov » urceny vztahom:
=24+ 1)(6 + 1)(6 + 1) =49.3 = 147.

a) V pripade, ked n << 147, m6zeme pouzit opit Dirichletov
priehradkovy princip ako pri rieSeni tlohy B-P-2. Pri deleni
¢islom 7 maju totiz asponi dva z delitelov ¢isla 9 000 000 rovna-
ky zvySok. Potom vsak ich rozdiel bude zrejme Cislo delitelné
¢islom 7.

b) Zostdva este dokdzat tvrdenie ulohy v pripadoch, ked
n = 147, 148, 149, 150. V tychto pripadoch vSak nebude
tazké delitelov Cisla 9 000 000 pozadovanych vlastnosti sku-
to¢ne ndjst:

Pre n = 147 mozno vziat d; = 150 = 3.2.52, d» = 3, pretoze
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diy — dy = 147. Pre n = 148 stadi vziat opit d; = 150, dz = 2,
lebo dy — do = 148. Pri n =149 je opit dy =150, dp =1
a d — ds = 149. Pri n = 150 vezmime d; = 300 = 3.22,52
a dy = 150. Potom d; — d2 = 150.

B-1-2

Nech a je prirodzené Cislo tvaru 2p + 1, kde p je prvocislo.

Néjdite mnozinu vsetkych prirodzenych Cisel x, pre ktoré plati,
B x G B

Ze ak z nich vynechdme prvi &islicu, dostaneme —
a’

RieSenie: Z textu ulohy je zrejmé, ze Cislo x musi byt aspon
dvojciferné. Predpokladajme, Ze md m cifier, kde m > 1. Potom
ho mozno zapisat v tvare

x=y.10m"1 4 2,
kde y je niektoré z jednocifernych prirodzenych d&isel: 1, 2, 3,

4,5,6,7,8,9 a z je nejaké (m — 1) -ciferné ¢islo. Po vynechani
prvej Cislice y z dekadického zdpisu Cisla x dostaneme zépis

x
¢isla z. Podla textu tulohy vSak md platit 2 = o Z toho vyply-

va, Zze plati x = a.z, Cize y.10m1 + 2 = (2p + 1) 2, odkial
dostaneme

y.10m1 =2p 2
a po deleni ¢islom 2 bude
5y.10m-2 = p. 2. )]
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Rovnica (1) nemdze byt splnend pre p > 10 pri Ziadnom z,
pretoze prvolislo p > 10 nedeli 5y.10m-2. Staci teda ndjst
rieSenie rovnice (1) pre jednotlivé prvocisla p < 10.

a) Nech p = 2. Potem a = 5 a preskiimame postupne riese-
nia rovnice (1) pri jednotlivych moznych hodnotéch ¢isla y:
Pre y = 1 dostaneme z (1) 5.10m72 = 2z, z Coho pre m = 3
vyplyva z = 25.10m73, &ize x = 1.10m°1 4+ 25.10m3 =
= 125. 10m-3,

Pre y = 2 mame z (1) 5.10m-2 = z, z ¢oho x = 25.10"72,
Prey = 3 bude z (1) 5.3.10m2 = 22, odkial 2 = 5.15.107-3,
akm = 3, tj. x = 3.10m-1 4 75,10m—3 = 375.10m-3,

Ak bude y = 4, potom z (1) mdme 2z = 5y.10m-2, z oho
2z =25.y.10m=3 = 100.10m-3 = 10m-1, To vSak nemoéZe na-
stat, pretoze Cislo 2z je podla predpokladu len (m — 1)-ciferné.
V tomto pripade do hladanej mnozZiny patria Cisla:

{25, 250, 2500, ...} U {125, 1250, 12500, ...} U {375,
3750, 37 500, ... }.

b) Nech p = 3. Potom a = 7 a z rovnosti prirodzenych Cisel
5y.10m=2 = 3z vyplyva, Ze ¢islo y musi byt ndsobkom ¢isla 3.
Preto ndm treba postupne preskumat pripady y =3, 6, 9.

Ak y =3, potom z (1) mdme 5.3.10m-2 = 3z, z Coho
2 =5.10m"2, ¢ize x = 3.10m~1 4+ 5.10m2 = 35,102,

Pre y = 6 dostaneme 3z = 5y.10m~2 = 30.10m—2 = 3. 10m-1,
z &oho v spore s predpokladom vyplyva z = 10m-1,

V tomto pripade do hladanej mnoziny patria ¢isla {35, 350,
3500, ... }.

¢) Ak p =5, potom a = 11 a z (1) dostancme 5y.10m~2 =
=5z, z ¢oho z = y.10m72, ¢ize x =y.10m~1 4 y 1072 =
= 11y.10m-2. Z toho vyplyva, Ze pre kazdi moZnu hodno-
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tu y dostaneme nekoneCni mnozinu rieSeni, takze hladand
mnozinu Cisel tvori zjednotenie mnozin:

{11, 110, 1100, ...} U {22, 220, 2200, ...} U ... U {99,
990, 9900, ... ).

d) Ak p =7, bude a = 15 a po dosadeni do (1) dostaneme
5y.10m~2 = 7z, z Coho vyplyva, Ze rovnici (1) mdze vyhovovat
len y =7. Pri tejto hodnote vsak plati z =5.10m"2 C(ize
x=7.10m"1 4+ 5. 10m2 = 75.10m~2,

V tomto pripade ulohe vyhovuju &isla {75, 750, 7500, ... }.

Zistili sme teda, Ze uloha mad rieSenie len pre a = 5,7, 11, 15
a v kazdom z tychto pripadov sme nasli nekone¢nt mnoZinu
prirodzenych &isel, ktoré vyhovuju podmienkam tlohy, ako
sa 0 tom lahko mozno presvedcit.

B-1-3

Urcte vSetky hodnoty redlneho parametra m, pre ktoré mad
sustava rovnic

X2 4+ 92 =4, ¢))
(x +m2+ (y —mp =1 (2)

s nezndmymi x, y prave jedno riesenie.
RieSenie: Ak od rovnice (2) od¢itame rovnicu (1), dostaneme
?m(x —y) = —2m2 — 3. 3)

Z (3) vyplyva, Ze pre m = 0 nemd dand sustava ziadne rieSenie.
Ak m +# 0, potom z (3) dostaneme
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2m2 + 3

X=y— 4
X =y o ©)

Ak za x zo (4) dosadime do (1), dostaneme postupne

oz
¥+ y—m—o =4,

©)

, ’ 3 ) N 9 o

2y ——(2,n+m Yy +m +4m2— =0.

Pre diskriminant D kvadratickej rovnice (5) plati

3 \2 9 : 9
D=\2m+—) —8\m2+ — — 1| =—4m2—— + 20.
m App? m2

Rovnica (5) md mat préve jedno rieenie. Preto jej diskriminant
musi byt rovny nule, ¢ize

4m* — 20m2 + 9 = 0. (6)

Ak v rovnici (6) pouZijeme substitiiciu 2 = m2, dostaneme

1
kvadraticki rovnicu 422 — 202 + 9 = 0 s korefimi 21 = PE
22 = —. Pre kazdy z tychto korefiov dostaneme dve hodnoty

2
parametra 7, pre ktoré ma ststava (1), (2) prdve jedno riesenie.
Danej tlohe teda vyhovuju prave Styri hodnoty parametra m:
]2 ]2 3]/2 3]/2

m= M=M=y 2

s My — —
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B-1-4

Nech ABCD je vypukly stvoruholnik taky, Ze kolmé prieme-
ty priesecnika jeho uhloprieok na jednotlivé strany lezia vo
vnutri tychto strdn.

Nutnou a postacujicou podmienkou pre to, aby tieto priemety
lezali na kruznici je, aby uhlopriecky $tvoruholnika ABCD boli
na seba kolmé. Dokdzte.

RieSenie: Oznacme S priesecnik uhlopriecok stvoruholnika
ABCD a M, N, P, Q v uvedenom poradi jeho kolmé priemety
na strany AB, BC, CD, DA (pozri obr. 14). Stvoruholnikom

Obr. 14

AMSQ, BNSM, CPSN, DQSP mozno opisat kruznicu
(thaletovsku) s priemermi v uvedenom poradi 4S, BS, CS, DS.
Su to teda tzv. tetivové Stvoruholniky. Podla vety o rovnosti
obvodovych uhlov prislichajicich tomu istému obliiku kruzni-
ce preto plati: <TASM = CAQM = o, < TMSB = LMNB =
= B, <<PSD = < PQD = v, LPSC = < PNC = §. Dalej
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zrejme plati: o + f =7y + § a taktiez <LPOM = 180° —
— (o + ), <CPNM = 180° — (f + 6). Nutnou a postacuju-
cou podmienkou pre to, aby Stvoruholnik bol tetivovy, tj. aby
jeho vrcholy lezali na kruZnici je, aby sucet jeho vnutornych
protilahlych uhlov bol 180°. To znamend, Ze body P, Q, M, N
budu lezat na kruZnici vtedy a len vtedy, ked <{POM +
+ <LPNM = 180°. Pretoze <CPOM + <{PNM = 360° —
—(+ B+ 9+ 6) =180° vtedy a len vtedy, ked plati
o+ B+ y+ 0=180°% lezia body M, N, P, Q na kruZnici
vtedy a len vtedy, ked o + f =y + 0 = 90°, CizZe vtedy, ked
uhol ASB uhlopriecok $tvoruholnika ABCD je pravy. Tym je
tvrdenie ulohy dokdzané.

B-I-5

Pravouholnik P nazveme opisanym pravidelnému $estuhol-
niku, ak kazdd z jeho strdn obsahuje aspoii jeden vrchol Sest-
uholnijka a Ziaden bod $estuholnika nelezi mimo pravouholnika.

Je dany pravidelny $estuholnik so stranou dizky 1. Zostrojte
aspoil jeden jemu opisany pravouholnik, ktory:

a) md Co najvicsi obsah;

b) m4d ¢o najmensi obsah.

V oboch pripadoch uréte podiel obsahov Sestuholnika a pravo-
uholnika.

Riesenie: Z definicie opisaného pravouholnika je zrejmé, ze
asponi dva susedné vrcholy Sestuholnika lezia na susednych
strandch pravouholnika. Oznacme ich 4, B a ostatné vrcholy
Sestuholnika ozna¢me podla obr. 15. Ozna¢me dalej K, L, M, N
vrcholy opisaného pravouholnika. Tieto vrcholy v uvedenom
poradi lezia na oblukoch thaletovskych kruZnic s priemermi
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AB, BD, DE, EA, pretoze uhly <CAKB, <{BLD, <{DME,
<LENA st pravé. Ak oznaCime <{KAB = o, {NAE = f,
potom zrejme plati f = 90° — o. Z toho, Ze vnutorny

W, S A

= /;\\
4 ///

Obr. 15

uhol pravidelného Sestuholnika md velkost 120° vyplyva, Ze
o € (30°% 60°).

Obsah O pravouholnika KLMN dostaneme ako sucet kon-
$tantného obsahu obdiznika ABDE a obsahov trojuholnikov
AKB, BLD, DME, ENA. Velkost obsahov tychto trojuholni-
kov je priamo timernd vzdialenosti vrcholov K, L, M, N v uve-
denom poradi od strin AB, BD, DE, EA obdiZnika ABDE.

a) Z vyssie uvedenej uvahy vyplyva, Ze obsah O opisaného
pravouholnika bude maximaélny, ked trojuholniky AKB, BLD,
DME, ENA budt rovnoramenné, ¢izeak o = f = 45°. V ta-
kom pripade vSak budu uhlopriecky KM, LN opisaného pra-
vouholnika na seba kolmé, ¢o znamend, ze KLMN bude
stvorec.

Z pravouhlého trojuholnika ADE s preponou |[AD| = 2 sa

lahko vypocita, Ze |AE| = |/3. Vzdialenost bodu K od tsecky

92



AB, resp. bodu M od useCky DE je v uvazovanom pripade
1

zrejme - 2 tak pre uhlopriecku KM stvorca KLMN zrejme

plati [KM| =1 + |/3. Preto

1
Omax = 7 11<M[2 — 2 + 1//3

Pretoze pre obsah S pravidelného Sestuholnika so stranou I

3 - 3 _
plati § = 7]/3, dostaneme S : Omax = ~2—]/3 (24 )3)=

3
=— @3 -3).

b) Obsah O opisaného pravouholnika KLMN bude zrejme
minimdlny vtedy, ked budu minimélne vzdialenosti bodov K,
L, M, N v uvedenom poradi od useciek AB, BD, DE, EA. Ten-
to pripad nastane vtedy, ked bud o = 30°, f = 60° alebo
o = 60°, f =30° (pozri obr. 16). V takom pripade vSak

N 3 M
|

/\
T D
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Onin = |KL| . |LM| = |BE| . |AC| =2]/3, Preto S : Opin =

323 .

B-1-6

Je dand gula G s polomerom 1. Uréte mnozinu vrcholov I/
vSetkych pravidelnych S$tvorstenov ABCV, ktorych vrcholy
A, B, C lezia vo vnutri alebo na hranici gule G.

RieSenie: Ide zrejme o stereometricki analégiu ulohy
B-P-4. Ozna¢me M hladant mnoZinu vrcholov V' pravidelnych
Stvorstenov pozadovanych vlastnosti. Nech ABCV je niektory
z tychto Stvorstenov. Ak ho budeme otdcat okolo stredu §
gule G, zostane cely trojuholnik 4BC, ktory je podstavou tohto
Stvorstena v guli G. Z toho vyplyva, Ze mnozina M musi byt
podmnozinou gule K so stredom S a polomerom » > 1. Jej
polomer ur&ime tak, ked zistime maximdlnu moznu vzdialenost
|SV| pre vrchol pravidelného Stvorstena pozadovanych vlast-

Obr. 17
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nosti. Nech V je vrchol, pre ktory je |SV| maximalna. Potom
zrejme vrcholy A, B, C podstavy Stvorstena leZia na hranici
gule G. Nech T je tazisko podstavy. Ak bude $tvorsten ABCV
rotovat okolo osi TV, potom vrcholy 4, B, C opi$u na hranici
gule G kruznicu so stredom 7 a polomerom |[AT|. Oznacme a
2al3 4|3

hranu $tvorstena. Potom zrejme plati |[AT| = 3, T3

Ak vyjdeme zo situdcie v rovine A4SV (pozri obr. 17) a oznaci-
me |AT| = x, |ST| = y, potom vzhladom na vyssie uvedené
plati a = x|/ 3. Z Pythagorovej vety vyplyva a2 + 32 =1,
|ITV| = x]/,a.—. Preto

|SV| = [ST| + [TV]| =y + x|/2,

z ¢oho priamo vyplyva
[SV]2 =92 + 21,:‘3xy +2x2=1— 2 + Z]Exy +

+201—3) =3 —(x — |3

SV =13 —(x— J25)

Co znamend, ze [SV | max — ]/3_, pricom tdto situdcia nastane pre
x = | 2y avzhladom na podmienku %2 + y2 =1 pre x = 30
y=] 3.Z uskutocnenej tivahy vyplyva teda, Ze M je Castou gule K
so stredom S a polomerom r = ]/5 Pripomenme si este, Ze
pri uvazovanej rotacii okolo osi VT vytvori Stvorsten ABCV
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kuZelovu plochu, ktorej podstavou je kruznica so stredom v bo-
/3
de T a polomerom a 32 jej vrchol V je totozny s vrcholom V'
uvazovaného Stvorstena. Pre vrcholovy uhol SVD velkosti 2«
/3
3
Nech teraz obriatene bod V je Tubovolny z bodov gule

zrejme plati: sin o0 =

K(S;V;). Zostrojme rotacnt kuzelovu plochu s vrcholom }°

a vrcholovym uhlom 2, pricom sin o = 3 @s osou SV, ak

V # S (v pripade V = § volime za os kuZelovej plochy ITu-
bovolnt priamku prechddzajicu bodom 7). Pretoze pre vzdiale-
nost d stredu S od kuzelovej plochy (obr. 17) plati

EE
d=|SV|sina=1]3. —3 =1,

pretina tato kuzelovd plocha hranicu gule G aspon v jednej
kruznici k. Ak do kruznice & vpiSeme rovnostranny trojuholnik
ABC, potom jeho vrcholy spolu s bodom ¥V urcuju pravidelny
Stvorsten pozadovanych vlastnosti. Tym sme dokdzali, Ze
K< M.

Z platnosti oboch dokdzanych inklvzii vyplyva preto, Ze
hladanou mnoZinou M je gula K(S ;Vg).
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SOUTEZNI ULOHY II. KOLA

B-1I-1

Ndjdite vSetky prirodzené Cisla n > 5, pre ktoré je Cislo
1.2.3. ... .(n —4)

delitelné ¢islom 7.

RieSenie: PredovSetkym je zrejmé, Ze tvrdenie ulohy ne-
plati pre Ziadne prvocislo. Predpokladajme preto, Ze # je Cislo
zlozené, tj. Ze plati n = a.b,kde a = 2, b = 2 st prirodzené
Cisla.

n n

a) Nech a # b. Zrejme platia = —, b = 5 Z toho vsak vy-

plyva, Ze v tomto pripade vyhovuje ulohe kazdé zloZené Cislo,
n

pre ktoré plati-z— = n — 4 Cize n = 8. Zostdva preskimat ¢islo

n = 6 = 2.3, ktoré vsak 1lohe nevyhovuje.

b) Dalej je zrejmé, Ze zloZenymi &islami, pre ktoré nie je
splnend vysSie uvedend podmienka, su len ¢isla tvaru n = p2,
kde p je prvocislo. V takom pripade v§ak budu ulohe vyhovovat
vietky také Cisla, pre ktoré s v stcine 1.2.3. ... .(p2 —4)
asponi dva faktory delitelné Cislom p. Tito vlastnost spliiuji
vietky také prvocisla p, pre ktoré plati 2p = p2 — 4 ¢ize p = 4.
Zostdva eSte preskamat Cislo » = 32 = 9, ktoré je tohto tvaru,
ale Iahko sa vidi, Ze ulohe nevyhovuje.

Zaver: Danej ulohe vyhovuju vsetky zloZené prirodzené
¢isla n = 10 a Cislo 8. :
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B-11-2

Nech kolmé priemety prieseCnika uhloprieCok konvexného
Stvoruholnika na jednotlivé strany lezia vo vnutri tychto strdn.
Nutnou a postacujicou podmienkou pre to, aby tymito Styrmi
priemetmi bolo mozné prelozit kruznicu je, aby bolo mozné
prelozit kruznicu stredmi jeho strdn.

Dokazte.

RieSenie: Oznacme A, B, C, D vrcholy uvaZovaného
konvexného Stvoruholnika a K, L, M, N stredy jeho strdn
(pozri obr. 18). Z vlastnosti strednej prie¢ky trojuholnika vy-

Obr. 18

plyva, e plati: KL || AC| MN a tiez KN | BD ||LM.
Stvoruholnik KLMN je teda rovnobeznikom. RovnobeZniku
v§ak mozZno opisat kruznicu vtedy a len vtedy, ked je pravo-
uholnikom. Stvoruholnik KLMN je v$ak pravouholnikom
vtedy a len vtedy, ked sd uhlopriecky $tvoruholnika ABCD na
seba kolmé. Podla tvrdenia, ktoré sme dokdzali v ulohe B-1-4,
je kolmost uhlopriecok stvoruholnika ABCD nutnou a postacu-
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jucou podmienkou pre to, aby kolmé priemety priesecnika
uhlopriecok Stvoruholnika na jeho jednotlivé strany leZali na
kruznici. Tym je tvrdenie tlohy dokdzané.

B-1Il-3a

V priestore je dand gulovd plocha so stredom S a polomerom
a vo vzdialenosti d od bodu § priamka p. Urcte na priamke p
vrchol pravidelného Stvorstena, ktorého vSetky hrany sa doty-
kaju danej gulovej plochy.

Urobte diskusiu riesiteInosti.

N
A c
M
B
Obr. 19
M
ay¥3 ay3
2 2
r
C N a J)]
Obr. 20
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Riesenie: Ozna¢me G danu gulovu plochu. Je zrejmé, Ze
mnozinou vrcholov vSetkych pravidelnych Stvorstenov, ktorych
vietky hrany sa dotykaju gulovej plochy G(S;r) bude opit
gulovd plocha so stredom S. Oznacme jej polomer R a vypo-
¢itajme jeho hodnotu. Nech ABCD je pravidelny Stvorsten,
ktorého vSetky hrany sa dotykaju danej gulovej plochy a nech a
je velkost jeho hrany. Nech M, N st v uvedenom poradi stredy
hrén AB, CD (pozri obr. 19). V rovnoramennom trojuholniku

al/3
CMD (obr. 20) zrejme plati: |CM| = |DM| = % Bod §
leZi vo vnutri trojuholnika CMD, pri¢om plati: |SM| = |SN| =
=r, [SC| = |SD| = R. Podla Pythagorovej vety z pravouh-
Iych trojuholnikov CNS a CNM vyplyva
a? 3 a?
R2:r2+7, —4—a2=4r2+—,

z ¢oho dostaneme a? = 82, R2 = 3r2, Teda R = r]/?;_

Hladany vrchol pravidelného $tvorstena dostaneme zrejme
ako spoloény bod priamky p a gulovej plochy K(S;rV3)-
Vzhladom na to, Ze priamka méZe mat s gulovou plochou
najviac dva spolo&né body, dostaneme v pripade d < r]/3 dve
rie§enia ulohy, v pripade d = r]/3 m4 tloha prdve jedno rieSe-
nie a v pripade d > r|/3 riefenie nejestvuje.

B-Il-3b

Ndjdite vSetky hodnoty redlneho parametra p, pre ktoré
sustave rovnic
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%2 + 8% + 2x = Tp?, (1)

(x+ 124+ 2y +p2=1 .(2)

vyhovuji prave dve usporiadané dvojice x, y redlnych Cisel.
RieSenie: Rovnicu (1) mbZeme prepisat do tvaru

(x + 1) + 8y2 ="Tp2 + 1. 1

Z (1), (2) je zrejmé, Ze ak danej sustave vyhovuje usporiadand
dvojica x, y potom je rieSenim tieZ dvojica —x — 2, y.

Ak od rovnice (2) od¢itame rovnicu (1"), dostaneme
82 — (2y + PP = Tp%
z ¢oho po jednoduchej tprave vyplyva
y2—py —2p*=0. 3)
Pre p = 0 md (3) zrejme jediné riesenie y = 0 a danej sustave
vyhovuju prdve dve dvojice: x =0,y =0a x = —2,y = 0.
V pripade p # 0 md (3) dva rbézne redlne korene: y; = —p,
Y2 = 2p.
V pripade y = —p maju obe rovnice danej sustavy tvar
x2 + 2x + p2 =0, (4)

pre ¥y = 2p dostaneme z kazdej z rovnic (1), (2)
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x2 4+ 2x + 25p2 = 0. NG)!

Z toho vyplyva, Ze sustava (1), (2) md prave dve rieSenia vtedy
a len vtedy, ked z rovnic (4), (5) jedna md dva reédlne korene,
druhéd nem4 redlne korene. To v$ak nastane vtedy a len vtedy,
ked plati

1
= 2
25<p <1

Ststava (1), (2) md teda prdve dve rdzne rieSenia vtedy a len

1
vtedy, ked nastane niektory z tychto pripadov: p € (—l > — -5) 5

1
p:O,pe(—S—,1>.
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