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Kategéria A

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

A-P-1

V roviné je ddna sit rovnostrannych trojuhelniki o strané a,
vytvorena tfemi soustavami rovnobéznych primek. Dokazte, Ze
uvnitf kazdého ctverce, ktery lezi v roviné sit¢ a md stranu
vetsi nez a, lezi alespon jeden vrchol sité.

RieSenie: Najprv si uvedomime dve jednoduché vlastnosti
siete. Ich jednoduché dokazy neuvddzame.

Ak X, Y su dva rozne vrcholy siete a ich vzdialenost | XY
je vdcsia ako a, tak uz plati

Druhad vlastnost je takato. Nech Q je Stvorec leziaci v rovine
siete. Ak na jednej jeho strane lezia dva rozne vrcholy siete,
potom aj v jeho vnutri lezi nejaky vrchol siete. Teraz dokdZzeme
pomocné tvrdenie: kazdy kruh v rovine siete o polomere
all3
3 obsahuje vrchol siete.
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Nech § je stred takého kruhu. Ak vytvorime systém kruhov

al 3
o polomere N stredmi v kazdom vrchole siete, tak systém

pokryje celd rovinu siete. Specidlne, existuje vrchol siete X
taky, Ze kruh nd$ho systému so stredom X obsahuje bod S.
Vrchol X je hladany vrchol siete, ktory lezi v kruhu so stredom

“al/3
Sa polomeromT.

Ukédzeme, Ze ak Stvorec o strane b neobsahuje vo svojom
vautri ani jeden vrchol siete, tak b = a.

Nech ABCD je §tvorec o strane b, ktory neobsahuje ani
jeden vrchol siete vo svojom vnutri. Zvacsime ho tak, aby obsa-
hoval aspoil dva vrcholy siete na svojich strandch. Nech § je
stred S$tvorca ABCD. Ak X je vrchol siete, oznaCime Ry
priesecnik polpriamky SX so stranou §tvorca ABCD. Zrejme
existuje taky vrchol siete X, Ze Cislo £ — |SX]| : |[SRx]| je naj-
mensie zo vSetkych takychto cisiel. Kedze X nelezi vnutri
stverca ABCD, tak k = 1. ZvicSime Stvorec ABCD rovno-
Tahlostou so stredom S a koeficientom % na $tvorce A1 B1C1D1.
Zrejme strana b §tvorca A1 BiC1Di je by = k.b = b, A1B1C1D1
neobsahuje vo svojom vnutri vrchol siete, ale vrchol X lezi
na jeho strane. Teraz rovnolahlostou so stredom X zvicS$ime
stvorec 41B1Ci1Dy na $tvorec AsB2CsD» taky, Ze vo svojom
vautri neobsahuje ani jeden vrchol siete, ale na jeho strane
lezi vrchol siete Y rozny od X. Zrejme stali uvazovat vrchol
siete Y, pre ktory je Cislo A = |YX|:|XQy| najmensie
(Qy je priese¢nik polpriamky XV so stranou S$tvorca) a ki
vziat za koeficient rovnolahlosti. Strana ba Stvorca AsBsC>De
je bg = klbl 2 b1 2 b.
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Ak vrcholy siete X, Y lezia na susednych strandch Stvorca
AsB>C2Ds, napr. na stranach As2Bs, A2Ds, tak vhodnou rovno-
lahlostou so stredom A5 zviac$ime Stvorec na Stvorec A3B3CsDs,
ktory obsahuje vrchol siete aj na jednej zo stran B>Cs, C2Ds.

Madme teda $tvorec A’B'C’'D’ so stranou b’ = b, ktory bud
obsahuje dva vrcholy siete na tej istej strane alebo na nesused-
nych strandch a vo svojom vnutri neobsahuje vrchol siete.

Ak dva vrcholy siete lezia na tej istej strane $tvorca A'B'C'D’,
tak zrejme &' = a a teda aj b = a. Ak dva vrcholy siete lezia
na protilahlych strandch a ich vzdialenost je a, tak tieZz plati
b <agatedad = a.

Zostdva ndm pripad, ze dva vrcholy siete X, Y lezia na
protilahlych strandch Stvorca A’'B'C'D" a | XY| = a]/3—. Potom
uhlopriecka Stvorca A'B'C’'D’ nie je menSia ako |XY|, t;.

b2 = al/3.

1\%

Teda
al/3 3a b

—
3 <2]/2= 2"

Z toho vyplyva, ze kruh so stredom identickym so stredom
. al/3 .
stvorca A'B’C'D’ a polomerom EN lezi vnutris§tvorca A'B'C’'D’
a podla pomocného tvrdenia obsahuje vrchol siete.

Takze posledny pripad nie je mozny a v predchddzajucich
pripadoch sme ukdzali, Ze b = a.
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A-P-2

Ndjdite vSetky redlne korene rovnice

Jx2—p + 2)x2 —1 =1x, (1)
kde p je redlny parameter.

Riesenie: Rovnicu (1) umocnime na druhu

X2 —p+ 4(x2 — 1) + 4](a — p)(x% — 1) = 2

a upravime

4)/(x2 — p)(x2 — 1)'=4 + p — 4a2. 2
Thto rovnicu umocnime na druhu
16(x* — px% — x2 + p) = 16 + p2 + 16x* + 8p — 8px2 — 3242

a upravime
x2(16 — 8p) = p2 + 16 — 8p
teda
X34 —2p)4 = (p — 4. ®)

Kazdé riesenie rovnice (1) je aj rieSenim rovnice (2) a kazdé
rieSenie rovnice (2) je aj rieSenim rovnice (3). Rovnica (3) ma
rieSenia
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4—p

X ==
2)/4 —2p
4)
p—4
Xo — T ———
2)/4 —2p

za predpokladu 4 — 2p > 0 a jediné rieSenie x = 0 za predpo-
kladu p = 4.

Zistime, kedy rieSenia rovnice (3) st aj rieSeniami rovnice
(1). Kazdé rieSenie x rovnice (2) je rieSenim rovnice (1) za
predpokladu x = 0, x2 —p =0, x2 — 1 = 0. Teda rovnice
(1) a (2) su ekvivalentné za predpokladu

x=1, 22 =p. (5)

Lahko vidiet, Ze za predpokladu p — 4 koré¢nn x = 0 nie je
koren rovnice (1). Ak p << 2, tak skdsime, ¢i korene (4) rovnice
(3) vyhovuju podmienkam (5). Zrejme x2 je vtedy zdporny,
teda nie je rieSenim rovnice (1). Pre koreni x1 dostaneme

t—p (4 — pp
Mt A 2 .
Wiz w2 ©

1%

Prvé z nerovnic (6) plati pre kazdé p << 2 a druhd dokonca pre
kazdé p. Teda za predpokladu p << 2 kazdé rieSenie rovnice (2)
je aj rieSenim rovnice (1). ESte musime zistit, kedy korefl x;
je rieSenim rovnice (2). Zrejme je to vtedy, ak plati

X = p, x=1; 4+ p—4x3=0.

107



Prvé dve podmienky su vlastne nerovnice (6) a platia pre kazdé
p < 2. Z tretej podmienky dostdvame:

(» — 47
—— >
4 +p (4 2p)_0

a po tprave (vieme, Ze p << 2)

—3p% +4p =0,
t.j.
p(4 —3p) = 0.
4
Poslednd nerovnica je ekvivalentnd 0 = p = 3

4
Zaver: Ak 0 = p = 30 rovnica (1) md jediny korenn x =

4 — 4
- ———-?: Ak p < 0 alebo p > ——, rovnica (1) nemd redl-
2]/4 —2p 3
ny koren.

A-P-3

Jsou-li vSechny vysky Ctyfsténu stejné velké, jsou vSechny
jeho stény shodné trojihelniky. Dokazte.

Riesenie je uvedené v brozure Vybrané dlohy MO - A +
MMO, tloha 87.
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A-P-4

Je ddn ostrouhly trojihelnik 7 s obsahem P. Sestrojte
pravouhly trojuhelnik, ktery je obsazen v trojuhelniku 7" a md

1 —
obsah vétsi nebo rovny Y PJ/3.

RieSenie je uvedené v brozarke 25. roénik MO, uloha
A-II-3b.

SUTAZNE ULOHY I. KOLA

A-1-1

Je dany $tvorec ABCD o dizke strany 6. Néjdite najmensie
také prirodzené Cislo 7, Ze vo vnitri §tvorca ABCD moZno
zvolit n bodov tak, Ze vo vnttri kazdého $tvorca o strane: 1,
ktory cely lezi v §tvorci ABCD, sa nachddza aspoii jeden z uva-
Zovanych bodov.

D C
\VAVAVAVAVAVAVAN

VA VAVAVAVAVAVA YA

FAVAVAVAVAVAVAV AVA
NAVAVAVAVAY, N\
JAVAVAV: VAVAVAVAVE
A - B
Obr. 21
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RieSenie: Stvorec ABCD mozno rozdelit na 36 $tvorcov
o strane 1, ktoré nemajui spolocné vnitorné body. Teda po-
trebujeme aspon 36 bodov, aby sme vyhoveli poziadavke tlohy,
t.j. n = 36.

Ukdzeme, ze mozno zvolit 36 bodov s danou vlastnostou.
Vytvorme siet rovnostrannych trojuholnikov o strane 0,99 vy-
tvorenu troma ststavami rovnobeznych priamok. Umiestnime
stvorec ABCD do tejto siete podla obr. 21. Pak 36 vrcholov
siete, leziacich vniutri Stvorca ABCD, podla ulohy A-P-1
vyhovuje poziadavke ulohy.

Zaver: najmenSie prirodzené Cislo poZadovanej vlastnosti je
Cislo 36.

A-1-2

Nijdite vsetky redlne Cisla x, pre ktoré plati

V2p+1—x2+ |3x+p+4=]x2+9x+3p+9, (1)

kde p je redlny parameter.
RieSenie: Ak urnocnime rovnicu (1) na druhu, dostaneme
po tuprave

2)/(2p + 1 — xD)(Bx + p + 4) =222 + 6x + 4.

Thto rovnicu delime Cislom 2 a umocnime na druhi, dostaneme
rovnicu

6px + 3x —3x3 + 2p2 + p —px2 + 8p + 4 — 4x2 =
=axt + 9x% + 4 + 63 + 4x? + 12x
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a po uprave
x4+ 9x3 + (17 + p)x2 + (9 —6p)x — (2p2 + 9p) =0. (2)

Zrejme kazdé rieSenie rovnice (1) je aj rieSenim rovnice (2).
Rovnicu (2) v3ak bezprostredne nevieme riesit. Ak sa divame na
Tavu stranu rovnice (2) ako na kvadraticky polyném premen-

nej p:
PA—2) + p(—9 — 6x + x2) + (x* + 9x3 + 17x2 + 9x) =0,
A3)

tak jeho diskriminant je

D = (—9 —6x + x2)2 — 4.(—2)(x* + 9x3 + 1722 + 9x) =
— 9x% + 60x3 + 154x2 + 180x + 81 = (32 + 10x + 9)2.

Teda rovnica (3) ma korene

9+ 6x — x4 (3x2+ 10x + 9)
pro=— ) =,

po uprave
plz—%(x2+8x+9), P2 = x2 + x.

Z uvedeného vyplyva, Ze rovnicu (2) mézeme ekvivalentne vy-
jadrit v tvare

[p+%(x2+8x+9)](p~—x2~—x)=0,
a po uprave
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(2 4+ 8x + 9 + 2p)(x2 + x — p) = 0. (4)

Rovnica (4) mad korene
x1,2=—4j:]/7-2p, x3,4=%(—1:l:]/1+4p).
Zistime, kedy tieto korene st redlne korene rovnice (1).

Aby korene x1, x2 boli redlne, musi byt 2p = 7. Keby cislo

x = x1 alebo x = x9 vyhovovalo rovnici (1), tak musi byt

2+9%x+3p+9=0
2p+1—x2=0.

Uvedené Cisla v8ak vyhovujd rovnici
x2 +8x+ 9+ 2p=0.
Ak od prvej nerovnice od¢itame rovnicu, dostaneme
x+p=0.
Z rovnice potom vyplyva
(x +32=—2x—2p=0,

teda x = —3. Z druhej nerovnice potom dostdvame 2p ='8.
Teda x1, x2 nie sd redlne korene rovnice (1).

Vysetrime korene x3, x4. Aby boli redlne, musi byt p = — %
Pre x = x3, x4 plati p = x2 + x, takZe po dosadeni mame

lx + 1| + |x + 2] = |2x + 3. (5)
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KedZe x3 = — -, tak zrejme x3 vyhovuje rovnici a teda aj
rovnici (1).

Aby koren x4 vyhovoval rovnici (5), musi byt’ budxs +1=0,
x4+2=0 alebo x4+ 1=0, x4 +2=0. Teda, bud
x4 = —1 alebo x4 = —2. To plati prive vtedy, ked p=0
alebo p = 2. Este si v§imnime, Ze pre p = — plat1 X3 = X4.

MobéZeme zhrnut. Ak << — l, tak rovnica (l) nemd redlne
korene. Ak p = — - alebo p e (O 2), tak rovnica (1) md jediny

redlny korefi  (— 1+ 11 + 4p). Prepe(—— + 0> U <2, )
md rovnica (1) dva rozne redlne korene - 5 (—1 4 l/l + 4p).

A-1-3

Je dédno pfirozené &islo n > 1. Mnozina M uzavienych
intervali md tyto vlastnosti:

1. Pro kazdy interval{u, ) € M plati, Ze u, v jsou pfirozend
Cisla, 1 S u<<o=n.

2. Pro kazdé dva ruzné intervaly Ie M, I'e M je I < I’
nebo I’ < IneboINI = ¢

Urcete nejvétsi mozny pocet prvki mnoziny M.

Pozndmka: Uzavieny interval {u, »)> je mnoZina vsech redl-
nych cisel », pro které plati u = r = v.

RieSenie: Pre dané prirodzené Cislo n > 1 oznac¢ime f(n)
najvacsi mozny pocet prvkov mnoziny M.

Ak zvolime M = {<1,2), (1,3), ..., {1,n>}, tak M vyho-
vuje podmienkdm 1. a 2. Teda f(n) == n — 1. Ukdzeme, Ze
plati rovnost f(n) = n — 1.

Pre n =2 je M S {<1,2)} a teda f(n) = 1. Budeme po-
kracovat matematickou indukciou. Nech n > 2 a predpokla-
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ddme, ze pre kazdé prirodzené Cislo £ << n, k = 2 plati f(k) =
=k — 1. Nech M je mnozina s vlastnostami 1. a 2., ktord ma
maximdlny pocet prvkov. MnoZina M musi obsahovat interval
{1, n), totiz keby ho neobsahovala, tak by nemala maximalny
pocet prvkov, lebo M U {<1, n)} tiez spifia podmienky 1. a 2.
Oznatime M’ = M — {(1,n)}. Rozli§ime tri pripady.

a) Ziadny z intervalov I € M’ neobsahuje ¢islo #. Potom pre
M’ plati podmienka 1) pre » — 1 a podla indukéného pred-
pokladu pocet prvkov M’ je nie vacsi ako » — 2. Teda pocet
prvkov M je nie vac$i akon —2 + 1 =n — 1.

b) Ziadny z intervalov Ie€ M’ neobsahuje &islo 1. Nech
M’ = {u—1,v —1);<u,v>eM}. Potom M" md podla
indukéného predpokladu najviac # — 2 prvkov. Teda M ma
najviac n — 1 prvkov.

c) Niektory interval z M obsahuje Cislo # a niektory interval
z M’ obsahuje Cislo 1. Nech p je najvicsie prirodzené Cislo také,
ze {1, p> € M'. Nech g je zase najmensie prirodzené ¢islo také,
ze {g,n) € M'. Oznalime

M’ = {IeM;1< {,p)},
M" ={TeM;I< {gn}.

Zrejme je p << q. Pocet prvkov M’ je rovny suctu poctu prvkov
M’ a M. Teda

M| = M| +1=[M'l + M"|+1.
Podla indukéného predpokladu vsak
M| = f(p) =p — 1.
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Argumentom rovnakym ako v Casti b) z indukéného predpo-
kladu vyplyva

M"=fn—q+1)=n—gq.
Teda

M=(p—-D+@m—gq+1=n—1.

A-1-4

Zostrojte $tvoruholnik ABCD, ktorého vsetky vrcholy leZia
na kruznici o polomere 1 a pre ktory plati

|ABJ2 + |BC|2 + |CD}? + |DA|? > 8,999.

RieSenie: Nech ABC je rovnostranny trojuholnik, ktorého
vrcholy lezia na kruZnici o polomere 1. Jeho strany sd potom

dlhé Vga teda
|AB2 + |BC|2 + |CA|? = 3.3 = 9.

Nech X je bod na kratSom obliku kruZnice urCenom bodmi
A, C. Uhol 6 = <AXC nezdvisi od polohy bodu X na tomto
obliku a je rovny ¢ = 120°. Podla kosinusovej vety plati

|CA2 = |AX]2 + | XCJ2 — 2|AX]|- |XC|. cos 120° =
— |AX]2 + |XCP? + |AX].|XC!.

Ak zvolime bod D = X tak, aby bolo
E
|CD| < 3 0,001,
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tak pre Stvoruholnik ABCD plati
|4B[% + |BC|? + |CD|? + |DA|2 =9 — |4AD| . |CD|.

Ale |AD| = |AC| — |/3, teda

W |

V

|AD| . |CD| < |/ 3. *-. 0,001 = 0,001.

Potom

|AB|2 4+ |BC|2 + |CD|2 + |DA|2 > 9 — 0,001 = 8,999.

A-1-5

Nech K je kruh s priemerom 1. N4jdite v rovine kruhu K
mnozinu vSetkych bodov patriacich pravouhlym rovnoramen-
nym trojuholnikom, ktorych aspofi dva vrcholy lezia v K.

RieSenie: Lahko vidiet, Ze hladand mnoZina M je kruh so
stredom v strede kruhu K. Je potrebné ur¢it polomer kruhu M.
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Polomer kruhu M bude maximum ¢isiel r, kde r je vzdialenost
vrcholu C pravouhlého trojuholnika ABC takého, Ze vrcholy
A, B lezia v kruhu K. Zrejme sta¢i uvazovat pripad, ked body
A, B lezia na obvode kruhu K. Z obr. 22 zase vyplyva, Ze staci
uvazovat pripad, ked AB je odvesna pravouhlého trojuholnika.
Kvoli jednoduchosti, nech AC je prepona a teda |AB| = |BC].

Nech X je vrchol pripravom uhle pravouhlého trojuholnika
SCX, Y je stred usecky AB a o = <LASY. Zrejme plati

|SY| = |XB| = 4 cos o ,
|SX| =14Y| =3 sina,
|BC| = |AB| = sin «.

Potom podla Pythagorovej vety dostdvame

2 =|XC|?2 + |SX]2 = (% cos o + sin o) + ; sin? o =
=+ (3 —2c0s 2¢ + 2 sin 2¢) = 4 [3 + 2]/2 sin 22 — 7)].

Maximélna hodnota » bude pre o = %n ato

/ 1 142
r=| T(3+ 2]/2)=—2“
1+ )2
Teda polomer kruhu M je —
A-1-6

Je dané prirodzené Cislo 7 a Stvorsten s vlastnostami:
a) Velkosti jeho strdn su prirodzené Cisla rovné najviac 7.
b) Obvody stien Stvorstenu maju konstantnu velkost.
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Dokaézte, ze pre n = 5 steny Stvorstenu tvoria rovnoramenné
trojuholniky.

Plati rovnaké tvrdenie pre n = 6 ?

RieSenie: Nech 4ABCD je Stvorsten s vlastnostami a), b).
Ozna¢ime dizky jeho hrén takto: a; = |4B|, a2 = |BC|,
az = |AC|, as = |BD|, a5 = |AD|, ag = |CD|. Z podmienky
b) vyplyvaji rovnosti

ay + az + ag =¢
az + ag + ag = ¢
ay + ay+ as =¢
as + as + ag = c.

Ak tieto rovnice sCitame, dostaneme
ay + a2 + as + ag + a1 + a1 = 2c.
Postupnym od¢itanim dostaneme odtial
a; =as, a1=as a3 = as.

Z tychto rovnic vyplyva, Ze vSetky strany Stvorstenu si zhodné
trojuholniky. Teda staci vySetrovat jeden z nich, napr. ABC.
Cisla a1, az, az su prirodzené, nie vicsie ako 5 a musia spix"xovat’
trojuholnikovi nerovnosti. Mdme pre ne 22 mozZnosti:

1,1,1; 1,2,2; 1,3,3; 1,4,4; 1,5,5;

2,2,2; 2,2,3; 2,3,3; 2,3,4; 2,4,4; 2,4,5; 2,5,5;

3,3,3; 3,3.4; 3,3,5; 3,4,4; 3,4,5; 3,5,5;

4,444; 44,5; 4,5,5;

5,5,5.
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Vsetky z nich, okrem 2,3,4; 2,4,5; 3,4,5, st rovioramenné tro-
juholniky. UkédZeme, Ze tieto pripady nenastanu, tj. Ze ne-
existuje Stvorsten so stranami 2,3,4 (alebo 2,4,5; 3,4,5) a ste-
nami zhodnymi trojuholnikmi.

Stadi si uvedomit, Ze vo vSetkych troch pripadoch by bol
uhol <TABC = <tADC = 90°. Ak ozna¢ime E stred strany

as
AC, tak lahko vidiet, Ze |BE| = |DE| = |AE| = Kedze

DEB je trojuholnik, musi platic |[BE| + |DE| > |DB| = as.
To vSak neplati.

Tym sme dokdzali, ze pre n = 5 kazdy Stvorsten s vlastnos-
tami a) a b) md za steny rovnoramenné trojuholniky.

UkédZeme teraz, Ze existuje $tvorsten, pre ktory plati a; =
=as =4, as =ag =5, a3 = as = 6. Nech ABC je troj-
uholnik o stranich |AB| =4, |BC| =5 a |AC| = 6. Nech
bod D je spolocny bod gulovych pléch o stredoch 4, B, C
a polomeroch 5, 6, 4. Lahko vidiet, ze body ABCD tvoria
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Stvorsten, pre ktory plati |AD| = |BC| = 5, |[BD| = |AC| = 6,
|CD| = |AB| =4, teda vyhovuje podmienkdm a), b) pre
n = 6 a jeho steny nie st rovnoramenné trojuholniky.

Nedokazali sme, ze taky bod D existuje. Prienik gulovych
ploch (4, 5) a (B, 6) je kruznica k. Staci ukdzat, Ze tato kruz-
nica pretina gulova plochu (D, 4). Priemet tejto kruznice do
roviny ABC je Gsecka D'D",kde |[BD'| = |BD"| = 6, |AD’| =
= |AD"| =5 (pozri obr. 23). Staci ukazat, ze |CD"| << 4 <
< |CD'|. To sa vsak zisti jednoduchym vypoctom.

SOUTEZNI ULOHY II. KOLA
A-11-1

Kazdy trojuhelnik je obsaZzen v rovnoramenném trojthel-
niku, jehoZ obsah je mensi nez tfi poloviny obsahu ptivodniho
trojahelniku. Dokazte.

RieSenie: Uvazujme trojuholnik ABC s obsahom P.
Oznadime a, b, ¢ dizky jeho strin BC, AC, AB. Bez tjmy na
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vSeobecnosti mdzeme predpokladat a > b >c. Nech 4 je
bod na polpriamke CA, pre ktory plati |[41C| =a a A3 je
bod na polpriamke BA, pre ktory plati |AsB| = |42C| (pozri
obr. 24).

Oznacime postupne vu, va’, va’" VySky trojuholnikov ABC,
A1BC, A2BC na stranu BC. Z viet o podobnosti trojuholni-
kov vyplyva

Va b

‘va, = —-a—J (1)
Va C 2
‘Ua,” '— |AzB] M ( )

Obsah P; rovnoramenného trojuholnika 4;BC je podla (1)
teda rovny

1
"2

1 a
P — a.vq' =

a
> a.vaZTP. 3)

a 3
V pripade 7 < 2 trojuholnik 4;BC je hladany trojuholnik.

a 3
Predpokladajme teraz Z = 5 Pre obsah Ps rovnoramenné-

ho trojuholnika A>BC podla (2) plati

1 1 |A4:B] |A2B] p
2 . 2 a. ¢ Vg — c .
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Ak f je velkost uhlu pri vrchole B, tak plati

a
cos f = 4.8
a teda
Py = 2¢ cos B £ )

Podla predpokladu je b = 2 a, teda
c>a—b= % a.
Potom pouzitim kosinusovej vety dostdvame

a a? a? a?

— = < =
2ccos f 2accos B a? + 2 —b? az+%a2—%a2

v|w

:olal —

Podla vztahu (4) v tomto pripade obsah trojuholnika A2BC
je mensi ako tri polovice pévodného trojuholnika.
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Iné rieSenie: PouZijeme oznalenie z predchddzajuceho
rieSenia. Uvazujme trojuholnik B;AC, kde B; je taky bod na
polpriamke CB, pre ktory plati |BiA| =b. Oznacime Ps3
obsah rovnoramenného trojuholnika B;AC. Lahko vidiet, Ze
plati (pozri obr. 25)

|B1C| = 2b cos y
a teda
2b cos 2b cos y
Ps =1 |BiCl.ou — T lgu==""2p (5
a a

Dokazeme, Ze plati

P< |2.P
alebo

P3 < VZ.P.

To je silnejsie tvrdenie ako tvrdenie tulohy, lebo V2_< %
Dokdzeme to sporom. Predpokladajme, ze Pi= ]2.P,
P3 = ]/2.P. Potom podla (3) a (5) je

a — 2b _
721/2, -;—cosyg]/2
a teda
a 2b = =
—b—.Tcosyng.]/Z:Z,
tj.

cosy = 1.

To vsak nie je mozné, lebo y je uhol trojuholnika 4 BC.
Tym je tvrdenie dokdzané.
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A-11-2

Ndjdite vSetky rieSenia sustavy rovnic

1980x; + 1979x9 + ... + 2x1979 + X1980 = O,
X1 — X1980 = X2 — X1979 = ... = X999 — X901 = 1981,
X1 — X2 = X2 — X3 = ... = Xgg9 — X990 = — L.

Riesenie: Z rovnic (3) dostdvame
Xpp1=xp + 1 prek=1,2,...,989
a teda
xp=x1+ (k—1) prek=1,2,...,990.
Podla rovnic (2) plati
X — X1981 —k — 1981 pre k= 991, ey 1980.

Pouzitim (4) dostaneme

xp =x1 —k —1 pre k =991, ..., 1980.

(M
©)
€)

)

®)

Ak takto ziskané vyrazy dosadime do rovnice (1), dostaneme

1980x; + 1979 (x1 + 1) + ... + 991 (x; + 989) +

+ 990 (x1 —992) + ... + 1.(xy — 1981) = 0.
Vyraz na lavej strane modZeme upravit postupne takto:
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x1 (1980 + 1979 + ... + 1) +

+ 1.1979 + 2.1978 + ... + 989.991 —
—990.992 — 989.993 — ... —1.1981 —

= 1%1.1980.1981 + 1.(1979 — 1981) +

+ 2(1978 — 1980) + ... + 989 (991 — 993) —
—990.992 = x1.990.1981 —

— 5.2.989.990 — 990.992 =

= (x1 — 1) 990.1981.

Odtial vyplyva, ze x1 = 1, lebo pravd strana rovnice (1) je
nula.
Zistili sme teda,ze ak Cisla x1, . . ., X190 vyhovuju rovniciam
(1), (2), (3), tak musi platit
xp=kprek=12,...,990
xp = —k pre k = 991, ..., 1980.

Skuskou Iahko zistime, Ze je to skutoCne jediné rieSenie tejto
sustavy rovnic.

A-1l-3a

Jsou dédna pfirozend cisla n > 1, k. Kone¢nd posloupnost
I, I, ..., I, uzavienych intervallt ma tyto vlastnosti:
a) Pro kazdy jeji ¢len I; = {uy, v; ) plati, Ze u;, 2; jsou
prirozend Cisla, 1 = u; < v; = n.
b) Kazdé redlné Cislo lezi nejvySe v % jejich Clenech. Jaké
hodnoty mtize nanejvys nabyvat ¢islo m?
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RieSenie: Oznacime s; pocet tych intervalov, ktoré maju
Tavy koncovy bod i. Teda

m=s+ ... + Sp-1.

Ak interval I mé lavy koncovy bod 7, tak 7 + 1 patri do I.
Teda Cislo 7 + 1 patri aj do intervalov s lavym koncovym
bodom 7 aj do intervalov s pravym koncovym bodom 7 + 1.
Podla podmienky b) z toho vyplyva

S+ s = k. (n

Ak 7 je nepdrne, n = 2p + 1, tak dostdvame
m=(s1 + s2) + (53 + 1) + ... + (s2p-1 + S2p) = pk.

Podobne pre # parne, n = 2¢ z vztahu (1) vyplyva

m=(s1+ s2) + ... + (s2g-2 + S2g-1) + $2¢ =
=(¢g— Dk + k =gk

Teda
<l i 2
m=|—|k )
Lahko vidiet, Ze (2) je najlepSie ohraniCenie Cisla m, tj.
existuje postupnost intervalov Iy, ..., I, s vlastnostami a)

n
a b) takd, Zze m = [7J k. Stadi totiz polozit:
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i = ... == <33 4>3

' n nl.
lenfyln = - = g = 2 H 5]

Iné rieSenie: Kazdy =z intervalov I3, ..., I, obsahuje
pdrne Cislo nie vicsie ako n. Parnych Cisiel nie vdcSich ako n

n
je [7] KedZe kazdé smie byt najviac v & intervaloch, tak

k| 5|

Podla riesenia Igora Krige, ziaka 1L.D triedy gymndzia W.
Piecka v Prahe 2.

A-11-3b

Urcete mnozinu, kterou vyplni body vsech krychli, jejichz
télesova whlopficka je obsazena v dané kouli s jednotkovym
polomérem.

Riesenie: Nech § je stred gule G s polomerom 1. Oznaci-
me M hladani mnozinu.

Nech M’ je mnozina bodov vSetkych kociek K, ktorych
telesova uhlopriecka 7 je tetivou gule G a S$tyri vrcholy kocky
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K lezia v rovine urenej tetivou ¢ a bodom §. Uréime mno-
zinu M’ a ukdzeme, 7e M = M'.
Uvazujme kocku ABCDA'B'C'D’ taky, ze AC’ je tetiva

Obr. 26

gule G a body 4, 4’, C, C’, S lezia v jednej rovine. Oznalime
r = |SC|, o = <tSC'A4, [ = <CAC’'C (pozri obr. 26).
Jednoduchym vypoctom zistime, Ze

2cos o
|AC'| =2 cos o, |C'C| = —=—
/3

(lebo pomer |C'C|: |CA| : |C'A4|je 1: ]2_ V3_).
Podla kosinusovej vety dostdvame
r2 = |SC'|2 + |C'C|2 — 2|SC'|.|C'C}.cos (o + p) =

4cos2o 4 cosa

=1+ 3 I/E cos (o + f).
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) ) |C'C| 1 V2
Zrejme plati cos f = —— — —, sin p=—
14C| ] 3 /3

Potom jednoduchou upravou mdme

. 4cos? . 4cosy.( 1 V2 . )
2 =1+ ———=|-=cosa—T=sina | =
3 I3 Y J
T
= & 3 SN £ &

T 2
Najvicsia hodnota » bude pre o = =32 to] 1+ l/ Ukdze-

2|2
me, ze M’ je gula so stredom S a polomerom l/l + —13/
Ak bed X rpatri do M', tek X rpatri do nejakej kocky
/ 202
ABCDA'B'C'D’y a teda |SX| = |SC| = ]/1 + —J/— Teda
2 ]/2
X patri do gule so stredom S a polomerom l +
Nech naopak X je bod tejto gule. Ak X patri do gule G,
tak sa lahko zostroji kocka, ktorej telesovd uhlopriecka je
priemer gule G a obsahuje bod X. Teda X patri do M'. Ak
X nepatri do G, tak staci zvolit kocku ABCDA’'B’C’D' takd,
22
5

X patri do tejto kocky a teda X patri do mnoziny M'.
Teraz ukdzeme, ze M' = M. Zrejme M’ & M - priamo

ze SC=|/1+

a bod X lezi na polpriamke SC. Potom
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podla definicii. Nech bod X patrido M. Ak X patri do gule G,
tak argumentom rovnakym ako vyssie mozno ukdzat, Ze bod X
patri do M’. Nech bod X nepatri do gule G, ale patri do kocky
ABCDA'B'C’'D’ a telesova uhlopriecka AC’ patri do gule.
Rovnolahlostou s vhodnym koeficientom a stredom na usecke
AC’ zvacsime kocku ABCDA'B'C’'D’ tak, aby uhlopriecka
AC’ presla do tetivy gule G. Dostaneme tak kocku K’, ktord
obsahuje bod X. Pootocenim okolo telesovej uhlopriecky,
ktora je tetivou gule G a potom okolo stredu § gule G dosta-
neme kocku K", ktord obsahuje bod X a Styri vrcholy mad
v rovine urcenej stredom S a uhloprieckou - tetivou. Odtial
vyplyva, 7ze X e M'.

Teda hladand mnozina je gula so stredom S a polomerom

SOUTEZNI ULOHY III. KOLA

A-lll-1

Najdéte vSechny redlné hodnoty parametru a, pro které
plati:
nerovnice

x4+ 23 —2@a@+ a2 —ax +a>2<0 (1)
md alesponi jedno feSeni v oboru redlnych Cisel.

RieSenie: Lavad strana nerovnice je kvadraticky trojclen
v premennej a. Jeho diskriminant je
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D = (—x — 2x%)2 — 4(x* + x3 — 2x2) =
= x2 + 4x% + 4x3 — 4x* — 4x3 + 8x2 = 942

Korene troj¢lenu su a; = x2 + 2x, az = x? — x. Teda ne-
rovnicu (1) méZeme napisat v tvare

(22 4+ 2x —a). (x2 —x —a) <O. 2)

Vsimnime si diskriminanty D;, Ds trojclenov x2 + 2x — a,
x2 — x — a (v premennej x):

D) =4+ 4a, Dy =1 + 4a.

Aka = —1,tak D; = 0, Dy << 0 a pre kazdé x je x2 + 2x —
—a =0, x2 —x —a>0. Teda nerovnica (2) nemd redlne
rieSenie.

Ak a > 0, stadi zvolit x = V; Nasli sme aspoti.jedno rie-
Senie nerovnice (2).

Ak a > —1, a0, tak x2 + 2x — a je zdporné pre x
z intervalu (—1 — 1/1—4-—_11, —1 + ]/l_-i——;) Speciilne, pre

x = —1 je x2 —2x — a << 0. Lahko vidiet, Ze x2 —x —a
je kladné pre x = —1 a a > —1. Teda v tomto pripade
nerovnica (2) md redlne rieSenie x = —1.

Zistili sme, Ze nerovnica (1) md redlne riesenie pre a > —1.
Pre a < —1 redlne rieSenie nemd.

A-11-2

Nech n =1 je prirodzené ¢islo. Na priamke je danych
n? + 1 uzavretych useciek. Potom plati aspoii jedno z nasle-
dujucich tvrdeni:

131



a) Existuje medzi nimi z + 1 useciek, ktoré maji neprdazdny
prienik.

b) Existuje medzi nimi z + 1 dseCiek tak, Ze kazdé dve
z pich maju prédzdny prienik.

Dokdzte.

RieSenie: Oznacime dané tseCky I, Is, ..., ,» 1. Nech
A; je lavy a B; pravy koncovy bod usecky I;. Bez Ujmy na
vieobecnosti mozeme predpokladat, Ze bod A; nelezi vpravo
od bodu 4; . 1, tj. bod A4; bud splyva s bodom 4; ;1 alebo
lezi od neho vlavo.

Predpokladajme, Ze neplati tvrdenie a). Teda kazdych
n + 1 tsetiek mé prazdny prienik. Specidlne, prienik 7 + 1
useciek I(k41) n+1s I(k_1) 1425 «vos Ikns Ikni1 je ’prézdny.
Z toho vyplyva, ze lavy koncovy bod Arpi1 tGseCky Irn:1
nepatri do niektorej z useCiek Ix-1) n+1> -..» Ign. Ozna-
¢ime ju Up (kR =1, 2, ..., n). Oznacime Upi1 = Ipsya1.

Ukédzeme, ze kazdé dve z useliek Ui, Ug, ..., Upy1 maju
prizdny prienik. Skimajme dve také tsecky U;, Uj;, kde
1=i<j=n+ 1. Z definicie use¢ky U; vyplyva, Ze bod
Ainy1 nepatri do usecky Uj. Teda pravy koncovy bod usec-
ky U; je vlavo od Aiu41. Z definicie Uj; vSak vyplyva, zZe
Tavy koncovy bod usecky Uy je niektory z bodov A(s-1yn+15 - - -
vvvs Ajn alebo Apsy1, ak j =mn. KedZze i <j, tak i <j — 1
a teda pravy koncovy bod usecky U; je viavo od lavého kon-
cového bodu usecky Uj. Z toho uZ vyplyva, ze U; N\ U; = .

A-lll-3

V rovine je dany $tvorec ABCD so stranou |AB| = 1.
a) Uréte v rovine mnoZzinu M, ktord vyplnia tretie vrcholy
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vsetkych rovnostrannych trojuholnikov, ktorych dva vrcholy
lezia vo vniitri alebo na hranici daného §tvorca ABCD.

b) Vypocitajte obsah mnoziny M.

RieSenie: Dany Stvorec ABCD ozna¢ime Q. Nech ¢x
oznacuje otoCenie roviny okolo stredu X o 60° v kladnom
smere (proti smeru hodinovych ruiCiek) a wy oznacuje
otoCenie roviny okolo stredu X o 60° v zdpornom smere.
Kvdli jednoduchosti, oznac¢ime Qx = @x(Q) obraz Stvorca Q
v otoceni @x.

Ak XYZ je rovnostranny trojuholnik (pozri obr. 27),

Obr. 27

body X, Y lezia v §tvorci Q, tak bod Z je obraz bodu Y pri
otoceni @x a teda Z € Qx. Z toho vyplyva, Ze hladand mno-
Zina M je podmnozZina zjednoteni vSetkych Stvorcov Qx
pre X e Q.

Lahko vidiet, Ze Stvorec Qx vznikol zo $tvorca Q4 posu-
nutim o vektor 4A’, kde A" = @px(A4). Trojuholnik A4'X
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je rovnostranny, lebo |AX| = |4A'X] a CA'XA = 60°. Teda
bod A’ je obraz bodu X v otoCeni y4. Oznacime Q' obraz
$tvorca Q v otoCeni 4. Potom bod 4" € Q.

Z uvedeného vyplyva, ze kazdy bod Z mnozmy M dosta-

neme z bodu A4 posunutim o vektor AE + AF kde E€ Q4
a Fe Q. Ozna¢ime W mnoZinu vietkych bodov Z, ktoré su

posunutim bodu A o vektor AE + AF, E€Qu4, FeQ'.
Teda M < W.

Nech Py, P2, P3, Py su tretie vrcholy rovnostrannych troj-
uholnikov ABP;, BCP;, CDP3, DAP;, ktoré lezia mimo

3
R3
< _ B R,
\ RCTL, o /
\\ D o ~~_\C y
N /
1 BN -\
\ /
\ ! A / \\ ,/
" v/ S s \/
4 /K‘ /X\\ /X\ P2
I\ // \\ / \
\ e N ;7
/ ¢ e b //\\/
/| A\ ~~~___--"/B
/ I \
/ - b S
R, R,
A
Obr. 28
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$tvorca Q. Oznac¢ime dalej Ry, Ro, R3, R4 vrcholy rovnostran-
nych trojuholnikov, ktorych jedna strana je uhlopriecka
$tvorca Q. Nech § je stred Stvorca Q (pozri obr. 28).

UkdZzeme, ze W je podmnozina osemuholnika
PR PoRoP2R3PyR; a tento osemuholnik je podmnoZina hla-
danej mnoziny M. Odtial a z inklizie M < W vyplyva,
Ze hladand mnozina M je uvedeny osemuholnik.

Lahko vidiet’, ze P1 = y)A(B), Rl = u)A(C), P4 = ¢A(D),
R3 = ¢4(C). Stvorec Q. lezi v polrovine urcenej priamkou
Rspa(B) obsahujucou bod S. Ak tuto polrovinu posunieme

—-

o vektor AF, F € Q', tak bude podmnoZinou polroviny urce-
nej priamkou P3R» obsahujicou bod S. Teda mnozina W je
podmnozina tejto polroviny. Stvorec Q' lezi v polrovine urée-
nej priamkou y4(D)R; obsahujicou bod S. Ak Stvorec Q’

posunieme o vektor AE, E = Q4, tak bude lezat v polrovine
urcenej priamkou RyP» obsahujucou bod S. Teda mnozina W
je podmnozina tejto polroviny. Podobne by sme postupovali
pre dalsie polroviny. Odtial vyplyva, ze mnozina W je pod-
mnozina osemuholnika P1R1PoRoP2R3PiR,.

Q1, 03, Os, O7 budd Stvorce, ktoré ziskame zo $tvorca Q'
_ s —>

posunutim o vektory A4, Ag(B), AR3, APs. Q2, Qa, Q¢, Os

budu §tvorce, ktoré ziskame zo §tvorca Q4 posunutim o vek-
= —_

tory ARl, AwA(D), AA, AP,. Zrejme zjednotenie Q) U
U Q2U ... U Qg je osemuholnik PR PoRoP3R3PsRj.
Ukdzeme, ze kazdé Q;, i =1, 2, ..., 8 je podmnozina
mnoziny M. Nech napr. bod Z patri do mnoziny Qs. Potom
existuje bod F e Q' taky, Ze Z je posunutie bodu F o vektor

Apa(B). Nech X e Q je taky bod, ze y4(X) = F. Lahko
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vidiet, ze trojuholnik XBZ je rovnostranny. Teda Ze M.
Pre ostatné Q; postupujeme analogicky.

Zistili sme, Ze mnozina M je osemuholnik
P1R1P2R2P3R3P4R4.

b) Obsah mnoziny M je zrejme osemndsobok obsahu
trojuholnika P1R;S. Uhol < P SR; je 45°, pre dizky strin
[ER

1 _
plati |SP;| = - t 5 |SRy| = r3 |/ '3. Teda obsah M je

~|3.sin45° =3 + |3.

p—

ENEN )

2 \2 7 2

[\

Spracované podla rieSenia M. Englifa, ziaka IIL.D triedy
gymndzia W. Piecka v Prahe 2.

A-1l1-4

Je dédno pfirozené Cislo n. Dokazte, Ze existuje prvocislo p
a posloupnost ai, as,... pfirozenych Cisel tak, Ze vSechny
Cleny posloupnosti p + nai, p -+ nas,... jsou navzdjem
riznd prvocisla.

RieSenie: Nech P je mnozina vietkych prvocisiel. Ozna-
¢ime P, 1 =0, 1, ..., n — 1 mnoZzinu tych prvocisiel, ktoré
pri deleni ¢islom 7 ddvaju zvySok 7. Potom

P=PyuPiyU...UbP,,.

MnozZina P je nekonecnd, teda existuje ¢ také, Ze mnozina
P; je nekoneCnd, 0 =7 <#n. Nech p je najmensi prvok
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mnoziny P;. Potom kazdy prvok x € P; je tvaru x = p + na

pre vhodné a. Nech x1, x2, ..., Xp, ... je oislovanie mno-
.. e . i —P
ziny podla velkosti, tj. x, << xp:1. Staci polozit a; =
n
A-lll-5

Je dané pfirozené Cislo #. Urcte maximdlnu hodnotu vy-
razu x; + X2 + ... + x, za predpokladu, Ze x1, X2, ..., xp
st celé nezdporné Cisla vyhovujice podmienke

X3+ Xt .+ =T

RieSenie: Pre n = 1 je maximdlna hodnota vyrazu x; = 1.
Nech # = 2 a predpokladajme, Ze plati

x4+ < Tn.

Najprv si vSimneme, Ze niektoré z Cisiel xi, ..., x, musi
byt mensie ako 2. Keby totiz x; = 2, ..., xp, = 2, tak

X+ ..+ X =8> Tn.
Ak niektoré z Cisiel x1, ..., x, je vacSie ako 2, napr. x; > 2,
tak vytvorime novua n-ticu. Niektoré z Cisiel x1, ..., x, musi
byt mensie ako 2, napr. x; < 2. Polozime

yi=ux + 1L, y; =x; — 1,y = x pre kR #% 1, .
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Potom

M+ oo TV =X1+ ... + Xn

Y +yi =+ 1+ 3 + 1) — x50 — 1)<
< x} + x.

R I S vy ]

Z uvedeného vyplyva, Ze moézeme predpokladat toto: ak
X1 + ... + xp je maximdlny, tak vsetky Cisla x1, ..., x, su
mensie alebo rovné 2.

Keby vsetky x; boli ostro mensie ako 2, tak (x; + 1)3 +
+ X+ =B+ 14+ o+ 1=8+ - D<
< Tn. Teda vyraz x; + ... + x, nie je maximdlny. Z toho
vyplyva, Ze aspon jedno z Cisiel x1, ..., x; je rovné 2.

Keby niektoré z Cisiel x1, . . ., x5 bolo rovné 0, napr. x; = 0,
niektoré rovné 2, napr. x; = 2, tak

(ki + 13 + (x5 — 1P =13+ (5, — 1B < x) + x.

Mézeme zhrnat: ak xi, ..., x, su také Cisla, Ze vyraz
X1+ ...+ %, je maximdlny, tak mézeme predpokladat
1=x=2,i=1,2,...,n

Je potrebné urdit, kolko Cisiel z n-tice x1, ..., x, mdze byt
rovné 2. Nech x1= ... =x; =2, &1 = ... = x5 = L.
Potom
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£33+ (n—k).1<Tn

Teda
3 6n
= 7 .
Maximalna hodnota vyrazu x; + ... + x, za uvedenych
podmienok je
[6n ( len]) [611
7 +1 n — 7 =n T 7
A-llI-6

Vo vnitri gule s objemom V je danych 11 rdznych bodov.
Potom existuji roviny o, o, ktoré obe obsahuju stred gule
a urCujd vyse¢ s objemom % V, ktord neobsahuje vo svojom
vnutri ziadny z danych 11 bodov. Dokazte.

RieSenie: Nech o1 je rovina obsahujuca stred gule a aspon
dva body danej mnoziny. Rozdeli gulu na dve pologule.
Vntri jednej z nich st najviac 4 body. Nech rovina g2 obsa-
huje stred gule, je kolmd na rovinu o; a obsahuje aspon jeden
z tychto Styroch bodov. Roviny g1, 02 vytnu §tvrt gule, ktora
obsahuje vnutri najviac jeden bod. Nech rovina o3 je kolmad
na o1, p2 a obsahuje stred gule. Rovina g3 rozdeli uvedenu
Stvrt gule na dve rovnaké Casti o objeme —;— V. Jedna z tychto
Casti neobsahuje ziaden z danych bodov vnutri.

Iné rieSenie: Zrejme staci ndjst vyse¢ gule o objeme aspoii
—; V, ktord v svojom vnutri neobsahuje ziadny z danych bodov.

Nech 71 je rovina obsahujuca stred gule a aspon dva z da-
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nych bodov. Rozdeli gulu na dve pologule, z ktorych jedna
obsahuje najviac 4 body. Dvoma z nich vedme rovinu 7
obsahujucu stred gule. Nech 73, 74 sU roviny, ktoré obsahuju
zostdvajuce dva body a prieseCnicu rovin s a 2. Roviny
782, 73, a4 rozdelia pologulu na Styri vyseCe, ktoré neobsa-
huji vo svojom vnutri Ziadny z danych bodov. Podla Di-
richletovho principu aspon jedna z tychto vyse¢i md objem
vadi alebo rovny ¢ V.
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