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Korespondenéni seminai UV MO

Cilem korespondencniho semindfe je ddle zvySovat drovert
$pickovych fesitelt, ktefi nejsou z Prahy ani z Bratislavy
a nemaji tak moznost pracovat v tamnich semindfich pro
pfipravu na mezindrodni MO. K tcasti pozvalo pfedsednictvo
UV MO na zikladé vysledkt v MO, navrha KV MO a indi-
vidudlniho zdjmu asi 50 Zdkut, z nichZ se pfihldsilo a ztucastnilo
pfes 30. Pravidelné jim byly rozesildny série pomérné ndroc-
nych tloh, které méli béhem 4—5 tydnid vyfesit. Dosld fe-
$eni byla pak opravena, ohodnocena a spolu s rozmnoZenym
komentdfem vrdcena utastnikim. Uvddime znéni vSech uloh
zadanych v korespondenénim semindfi:

1. Teorie Cisel
1.1 Posloupnost {a,} je definovana pfedpisem
an =3n2+n) + 7.
Dokazte, Ze m4 ndsledujici vlastnosti:
(1) Mezi kazdymi péti po sobé ndsledujicimi Cleny je pravé
jeden délitelny péti.

(2) ZAdny ¢len neni tfeti mocninou celého ¢isla.
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1.2 Dokazte: Pro kazdé pfirozené Cislo # je Cislo
(n3 — 1) n3(n3 + 1) délitelné Cislem 504.

1.3 Najdéte vSechna prvodisla p takovd, ze 4p% + 1, 6p2 + 1
jsou také prvocisla.

1.4 Plati-li pro celd ¢isla a, b

2a% + a = 3b% + b,

jsou Cisla @ — b, 2a + 26 + 1 druhé mocniny celych Cisel.
Dokazte.
1.5 Dokazte: Jsou-li x1, x2 kofeny rovnice

x2 + px —1=0,
kde p je liché &islo, pak &isla x|’ + x37, x1® + x3® jsou
celd a nesoudélnd.
1.6 Najdéte vSechna celd Cisla x, y 2, pro kterd plati
x2 + y% + 22 = 2xyz.
1.7 Najdéte vSechna celd Cisla x, y, 2, ¢, pro kterd plati
X+ y+ 2+ t=xy3t.

2. Geometrické nerovnosti

2.1 Na kruhovém stole s polomérem 25 lezi 143 minci s polo-
mérem 1. DokaZte, Ze se na sttl vejde jesté jedna mince
tak, aby se s Zddnou minci nepiekryvala.

2.2 Ve ¢tvercovém poli o strané 12 je studna a od ni vede sit
zavlazovacich kandlt. Kandly jsou sloZeny z tsecek a kazdy
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2.6

2.7

3.1

bod pole je od nékterého vzdilen nanejvys 1. Dokazte, Ze

celkova délka kanalt je vétsi nez 70.

Stred kruhového lesa o poloméru 50 je v pocatku a stromy

rostou v bodech s celoCiselnymi soufadnicemi (kromé po-
1

¢atku). Budou-li poloméry stromt mensi nez l 12501 bude

ze stfedu vidét z lesa ven, budou-li poloméry stromi
-5» vidét nebude. Dokate.

Ve stiedu Ctvercového pole je vlk a ve vrcholech Ctyfi psi.
Vik mtze b&hat po celém poli, psi jen po obvodu. VIk
pfemize jednoho psa, dva psi pfemohou vlka. Psi uméji
béhat vic nez 1,5krdt rychleji nez vlk. Dokazte, Ze psi
mohou udrzet vika v poli.

Kiiznik pluje rovnomérné pfimocafe rychlosti ». V oka-
mziku, kdy ho zpozoruje ponorka, je spojnice obou lodi
kolmad na drahu kfizniku a lodi maji vzdalenost d. Na jakou
nejmensi vzdalenost se miize ponorka pfiblizit ke kfizniku,
md-li maximdlni rychlost % ?

Svétlomet majaku ozafuje tseCku dlouhou 1 km a otdci se
jednou za minutu. Jakou rychlosti musi plout lod, aby se
dostala k majaku a nebyla osvétlena ?

Na okraji kruhového bazénu stoji Petr a uprostfed plave
Pavel. Petr neumi plavat, ale béha k-krdt rychleji nez
plave Pavel, ale pomaleji, nez béhd Pavel. UteCe Pavel
Petrovi ?

3. Funkcionalni rovnice

Je dano redlné Cislo a funkce f takovd, Ze pro vSechna redlnd
Cisla x plati
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fx + @) =5 + Vf(x) — G-
Dokazte, ze funkce f je periodickd. Uvedte asponi dva pii-
klady funkce f, kterd splituje podminku.

3.2; Najdéte vSechny mnohocleny f takové, Ze pro kazdé redlné
Cislo x plati:

xf(x — 1) = (x — 26) f(x).
3.3 Najdéte vSechny spojité funkce g, k nimz existuje spojitd

funkce f dvou proménnych tak, Ze pro kazda dvé redlnd
¢isla x, y plati

&(xy) = f(x.8(y))-

3.4 Najdéte vSechny funkce f takové, Ze pro kazdd dvé redlnd
Cisla x, v plati

xf() + yf(x) = (x + ).

3.5 Najdéte vsechny funkce f takové, Ze pro kazdd dvé redlnd
¢isla x, y plati

F®) (@) =f(x — ).

3.6 Najdéte vSechny funkce f takové, Ze pro kazdd dvé redlnd
Cisla x, y plati

fx + ) =f(x) + f(3),
foy) = F(x) f(3)-
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4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

Najdéte viechny rostouci funkce f takové, Ze pro vSechna
kladnd redlna cisla x, y plati

flxy) = f(x) + f(3)-
4. Kombinatoricka geometrie

V mnohothelniku je sestrojena soustava uhlopficek, které
se neprotinaji. DokaZte, Ze aspoii ze dvou vrcholii nevychd-
zi zddnd z téchto uhlopricek.

V roviné je ddna kone¢nd mnozina bodd, z nichZ Zddné tfi
nelezi v pfimce. Body postupné spojujeme tseCkami tak,
aby se usecky neprotinaly; pokracujeme tak dlouho, dokud
to jde. DokaZte, Ze poCet usecek, které se podari sestrojit,
nezévisi na postupu. V jakych mezich se pfi daném poctu
bodt pohybuje pocet useek v zdvislosti na rozlozeni bodu?
Kone¢nd mpozina bodli v roviné md tu viastnost, Ze osa
soumérnosti libovolnych jejich dvou bodu je osou soumér-
nosti celé mnoziny. Dokazte, Ze mnozina lezi na kruZnici.
Plati to i pro nekonecné mnoziny?

Najdéte viechny takové n-prvkové mnoziny bodll v roving,
ze vzddlenosti bodl v mnoZiné nabyvaji jen dvou hodnot
a, b. Pro jakd ¢isla # a jaky pomér a : b takovd mnozina
existuje ?

Existuje sedmiprvkovd mnozina bodid v roviné tak, aby
kazdé tri jeji body byly vrcholy rovnoramenného troj-
thelnika ? PopiSte vSechny Sestibodové mnozZiny s touto
vlastnosti.

Uvazujme mnozinu bodi v roviné, z jejichz libovolnych
péti bodu lze vybrat &tyfi tak, aby lezely na kruZnici.
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Dokazte: Md-li mnozZina » > 6 bodu, lezi asponi n — 1
z nich na kruznici. Plati to také pron << 7?

Koneénd mnozina bodt v roviné md tu vlastnost, Ze na
kazdé pfimce prochdzejici dvéma body mnoziny leZi aspon
jeden dal$i bod mnozZiny. Dokazte, Ze mnozina lezi v pfim-
ce. Plati to i pro nekone¢nou mnozinu ?

5. Stereometria

Su dané priamky a, b, ¢, z ktorych kazdé dve st navzdjom
mimobezné a kazdd z nich je rovnobeznd s danou rovinou g.
Nech M je mnozina vSetkych prieCok priamok a, b, ¢
(tj. mnozina vSetkych takych priamok, z ktorych kazdd
pretina kazdd z priamok a, b, ¢). Nech m € M je lubovolnd
priecka a nech My =mnNa, Mo =mNb, Ms =mnN c.
a) Akd hodnotu mé podielovy pomer u = (MiMaMs) =
|M1M31
T | MoMs|
orientovanej usecky M;Mj;, tj. kladné alebo zdporné
redlne Cislo) pre Iubovolnu priamku m e M ?
b) Maju vSetky priamky m € M nejakd vyznacnd vlast-
nost tykajucu sa polohy ?
Nech je dany trojhran Sabc (S - vrchol trojhranu, pol-
priamky a, b, ¢ - hrany trojhranu). Uhly dvojic hrdn troj-
hranu oznaéme o = (b, ¢), f = <(c, a), y = <L(a, b);
uhol susedny s uhlom =, resp. f, resp. y oznacme o, resp.
f's resp. y'.
1. Dokazte:
a) Tri osi uhlov &', (', 7" lezia v jednej rovine g.

(v tejto tlohe |M;M;| znamend dizku



b) Tri osi ublov o, f3, " (resp. «, f’, v, resp. &'s B, )
lezia v jednej rovine o’.
c) Rovina g (resp. ¢”) zviera s hranami a, b, ¢ zhodné uhly.
2. Dokézte: Tri roviny o, 7, & prechddzajice postupne
osami uhlov e, f,, priCom o | (b,¢),7 | (c,a),&é | (a,b),
sa pretinaju v jednej priamke p, ktord je kolmd na rovinu o
z Casti 1.

5.3 Nech z n bodov Ay, A, ... , Ax (n = 3) priestoru Ziadne

Styri neleZia v jednej rovine. Nech p je rovina rdznobeznd
s kazdou z priamok A;di G =1, ... , n; Ay = A1).
Oznaéme A;Aiy1 N o = Ky, i1
n
a) Dokdzte: IT (4i4i1Kii1) = 1.

i=1
b) Preverte platnost obrdteného vyroku:

Ak K i1 (1 =1, ..., n) st body priamok 4;4;1 (Ani1 =
= A1), pre ktoré plati

(4idiaKii1) = 1,
i=1
lezia vSetky body Kj, ;41 v jednej rovine.

Sformulujte pripadnu zdvislost platnosti tohto vyroku
od cisla 7.

5.4 V rovine alebo priestore treba najst #n bodov A1, As, ..., An

(n€ N) tak, aby ani jeden z uhlov <tA4;4;4x (i, j, k =
=1,2, ...,n;1 5 j % k 7 1) nebol tupy.

Zistite vietky prirodzené Cisla n, pre ktoré je uloha riesi-
telnd.

a) v rovine;

b) v priestore.
(Tvrdenie oddvodnite).
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5.5 Nech st dané usecky AB, CD. Nech M je mnozina vSetkych
priamok m, obsahujticich spolo¢nu hranu EF kazdych
dvoch stvorstenov ABEF, CDEF, pre ktoré sa pomer ich
objemov rovnd danému (kladnému) redlnému Cislu k.
Néjdite mnozinu M’ vSetkych takych priamok m € M, kto-
ré prechadzaju danym bodom S.

5.6 a) Ako treba umiestnit na gulovej ploche »n bodov
Ay ...y An(n =2,3,4, 5, 6), ak najmensia zo vzdia-
lenosti |AiA;| (5,7 = 1, ..., n; i % j) md mat maxi-
malnu moznu hodnotu ?

b) Ako treba umiestnit na gulovej ploche s jednotkovym
polomerom najvy$§i mozny pocet bodov A;(i =
=1,2, ...), ak pre kazdu vzdialenost d;; = |4;A4}|
(i # j) plati:

1. di; = V?,
2. di]' > V2.

5.7 V priestore je dané otdcanie ¢ s osou otdcania 7.
1. Vyjadrite otdCanie p ako kompoziciu dvoch otdcani
0, ¢’ s osami s, s’ za predpokladov, Ze
a) uhly (orientované) otdcani o, ¢’ st navzdjom zhod-
né, a
b) osou otdcania o je dand priamka, ktord je réznobeznd
s priamkou 7.
2. Ndjdite mnozinu vSetkych osi s" otdCania ¢’ za pod-
mienky, Ze os s otdcania o prebieha pevnou rovinou &.
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