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22. MMO

Dvaadvacdtd mezindrodni matematickd olympidda (MMO)
se konala ve dnech 8.—20. Cervence 1981 v USA - poprvé
mimo evropsky kontinent. Jejim hlavnim pofadatelem byla
americkd védeckd spoleCnost The Mathematical Association
of America, hlavnim déjistém pak Georgetown University ve
Washingtonu.

Olympiddy se zucastnily delegace z 27 zemi vSech péti konti-
nentii - z Austrélie, Belgie, Brazilie, Bulharska, Ceskosloven-
ska, Finska, Francie, Holandska, Izraele, Jugoslivie, Kanady,
Kolumbie, Kuby, Lucemburska, Madarska, Mexika, NSR,
Polska, Rakouska, Rumunska, Recka, SSSR, Svédska, Tunisu,
USA, Velké Britdnic a Venezuely. Z obvyklych tcastnika tedy
chybély tentokrdit NDR a Vietnam, poprvé se ztcastnily
Austrdlie, Kanada, Kolumbie, Mexiko, Tunis a Venezuela.

Pres jednorocni prestdvku - v roce 1980 se MMO nekonala -
se podafilo navdzat na dlouholetou tradici téchto mezindrodnich
soutézi mladych matematikil a opét MMO uspofddat v obvyklé
podobé; nedoslo k Zddnym podstatnym zméndm ani v organi-
zaci, ani v ndplni soutéze. Pocet soutézicich byl opét rekordni -
185 zdku strednich Skol tu zméfilo své sily a schopnosti.

Jako obvykle byla MMO rozdélena na pfipravnou fézi
(9.—12. Cervence), vlastni soutéz (13. a 14. Cervence) a hodnoce-
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ni vysledka a zdvér (14.—19. Cervence). Jednotlivé delegace
pricestovaly do New Yorku vétSinou uz ve stfedu 8. Cervence.
Vedouci delegaci, ktefi tvofi mezindrodni porotu MMO, se
spolu s predsedou poroty 22. MMO prof. S. L. Greitzerem
z Rutgers University pfesunuli 9. Cervence do mésta Frede-
ricksburg ve staté Virginia, aby tam - pfisné izolovani od sou-
tézicich zdka - vybrali a pfipravili soutéZni ulohy. Zastupci
vedoucich a Zdci byli mezitim ubytovdni v aredlu Rutgers
University ve mést¢ New Brunswick ve stdté New Jersey, kde
méli volno na odpocinek po cesté zpestiené vyletem a prohlid-
kou New Yorku.

Mezindrodni porota ubytovand v Mary Washington College
ve Fredericksburgu zatim pilné pracovala. Z materidlu pifi-
praveného organizdtory a obsahujiciho 19 tloh navrZzenych
zucCastnénymi zemémi postupné vybrala tuto Sestici soutéznich
tloh:

1. Je-li P vnitfni bod daného trojihelniku ABC, oznatme
po fadé D, E, F paty kolmic spusténych z P na pfimky BC,
CA, AB. Najdéte viechny body P, pro které je soucet

|BC| |CA| |AB|
| 1PE) T |PF|

minimdlni.

2. Necht 7, r jsou celd ¢isla, 1 =< r = n. Utvofme vSechny
r-prvkové podmnoZiny mnoziny {1, 2, ..., n}; z kazdé z nich
vezmeme jeji nejmensi prvek a oznaCime F(n, r) aritmeticky
pramér vsech takto ziskanych cisel. Dokazte, Ze

n+1
FEm,r) = Pt
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3. Urcete nejvétsi hodnotu vyrazu m? + n2, kde m a n jsou
celd Cisla, 1 = m < 1981, 1 < n =< 1981, takovi, Ze

(n2 — mn — m2)2 = 1.

4. a) Pro které hodnoty n, n > 2, existuje # po sobé jdou-
cich kladnych celych ¢isel tak, Ze nejvétsi z nich je délitelem
nejmensiho spole¢ného ndsobku ostatnich n—1 Cisel?

b) Pro které n existuje pravé jedna takovd n-Clennd po-
sloupnost ?

5. Tti shodné kruznice maji spole¢ny bod O a lezi uvnitf
daného trojuhelniku ABC. Kazdd kruZnice se dotykd dvou
stran tohoto trojuhelniku. Dokazte, Ze stfed kruZnice vepsané
trojuhelniku ABC, stfed kruZnice opsané trojihelniku ABC
a bod O lezi na jedné pfimce.

6. Funkce f(x,y) spliiuje

fO,9) =y +1 (1)
f(x + 1,0) = f(x, 1), ()
s x+ Ly+ 1) =flxflx+ 1,5)) 3)

pro viechra celd nezdrornd x, y. Urcete f(4, 1981).

Vybraré tlchy pechdzely z pévrhi, které predloZily Velkd
Britérie, NSR, Holandsko, Belgie, SSSR a Finsko.

Vybér soutéZnich ulch na MMO rneni lehkou zéleZitosti
a miZe velmi podstatné ovlivnit dal$i prib&h soutéZe. Porota
je rfi vytéiu cmezera ra piedloZeré révrhy a kopeény vysle-
dek byvd urcen fedcu kempremist. Cilem je ovSem nalézt
vyvéZery soubor festi vuloh, ktery by piesvéd¢ivé provéfil
zpalosti a sckoprosti soutéZicich, apiZ by zdroveii pfedem zne-
vyhcdiiovel ktercukoliv skupiru castniki.
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O Sestici soutéznich uloh vybranych pro 22. MMO lze fici,
Ze kazdd z tuloh sama o sobé je dobrd a pro MMO vhodnd,
aviak v celém souboru zjevné chybi alespon jedna opravdu
obtiznd tloha, jejiz vyfeSeni vyZaduje podat skutecné $pi¢kovy
vykon. Porota si byla této skuteCnosti védoma, coZz vyjddrila
mj. i tim, Ze na rozdil od dosavadni praxe ohodnotila vSechny
tlohy stejnym poctem sedmi bodd; celkem tedy mohl kazdy
soutézici ziskat maximdlné 42 body.

Jak ukdzaly vysledky soutéZe, byly tdlohy pro 22. MMO
skutecné pfilis snadné. I kdyZ soutéZicim z nékterych zemi
s men$imi zkuSenostmi z MMO délaly i tyto snadné dlohy
potize, Zdci ze zemi, kde matematické olympiddy jiz maji tradici
a kde se s mladymi talenty soustavné a cilevédomé pracuje,
dokdzali vétSinou rozfesit v stanoveném cCase (4% hodiny na
kazdou trojici tloh) vSechno nebo takika vSechno.

Porota na MMO rozhoduje hlasovdnim, k pfijeti ndvrhu
staci prostd vétsina. Na 22. MMO pfijelo mnoho delegaci vitbec
poprvé a tito »novacci« méli ovsem tendenci udrzet obtiZnost
soutéze v »pfijatelnych« mezich. To spolu se skutecnosti, Ze
porota méla k dispozici jen texty tloh bez jejich podrobného
rozboru, snad muze vysvétlit, pro¢ byla soutéZ tak snadnd.

Vybeér tdloh byl skoncen jiz 10. Cervence, zbyvajici ¢as pfi-
prav zabraly detailni formulace, preklad textti do ndrodnich
jazykl soutézicich zdki a rozmnoZeni potiebného poctu exem-
plara. VSechny tyto ptipravy byly ukonéeny v nedéli 12. Cerven-
ce. Tyz den se jiz také soutézici a zdstupci vedoucich prestého-
vali z Rutgers University do aredlu Georgetown University
ve Washingtonu D. C. V dtery 14. Cervence sem presidlila
i porota z Fredericksburgu.

Slavnostni zahdjeni 22. MMO probéhlo v pondéli 13. ¢erven-
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ce dopoledne ve velké aule uriverzity za ucasti federdlniho
ministra pro vychovu 7. H. Bella a zastupct potadajicich
instituci a georgetownské university. Hned poté ndsledovala
prva cast soutéze (feSeni prvni trojice uloh); druhd Cdst pro-
béhla dopoledne 14. Cervence.

Tim skoncila pro soutézici zéky pracovni ¢ést jejich pobytu -
ve zbyvajicich dnech se mohli vénovat prohlidkdm mésta
Washingtonu a jeho pamétihodnosti i ndv§tévé kulturnich pod-
nikd, které pro né poradatelé pripravili. Dvou z nich - pfed-
staveni hry Camelot v divadle Harlequin a vystoupeni ho-
landské baletni skupiny v amfitedtru Wolf Trap - se mohli
zGcCastnit také clenové poroty, kiefi jinak méli v téchto dnech
plné ruce price s opravou Zakovskych feseni, s jejich hodnoce-
nim a s koordinaci.

Koordinaci hodnoceni tloh provddéla skupina dvaceti koor-
dindtort vybranych z fad americkych vysokoskolskych odbor-
niki. Byli vesmés na vysoké odbori:é tirovni a uplatiiovali nd-
ro¢nd hlediska nejen co do vécné spravnosti feSeni, ale také pii
posuzovani formdlni strdnky, tj. pfesnosti a tplnosti formulaci
vSech tvrzeni a jejich dikaza. Tato zvySend ptisnost byla ov§em
jen zdkonitym dtsledkem snadnosti tloh a zdroven i relativné
ucinnym prostiedkem, jak zabrdnit pfilisné kumulaci dspés-
nych fesiteld na pfednich mistech vysledného poradi. I tak
se celkem 26 Zaktim podatilo projit soutéZi beze ztrdty bodu.

V pétek 17. Cervence byly prace s koordinaci dokonceny a po
vyfeSeni nékterych spornych otdzek mohla porota schvilit de-
finitivni vysledky soutéze. Na sobotnim zaseddni pak jednala
porota o cendch. Rozhodla, Ze na 22. MMO nebudou udéleny
Z4dné zvlastni ceny za origindlni a elegantni feSeni, ackoli
koordinatofi pfedlozili fadu ndvrht. Pfi dals$im rozhodovéni -
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o hranicich pro udéleni prvnich, druhych a tfetich cen - sehrély
urcitou roli i otdzky prestizni. Ackoliv byly tlohy snadné, po-
rota cenami nijak nesetfila. Hned v ivodu jednani rozhodla, Ze
prvni cenu dostane nejen 26 zaka s plnym poctem 42 bod, ale
také dalsich 10 Zdkt s 41 body - celkem tedy 36 prvnich cen.
V porovnédni s malym poctem prvnich cen udélenych na 20.
a 21. MMO je to zjevny odklon od dosavadnich zvyklosti.
Také obvykly pomér 1 : 2 : 3 poCtu prvnich, druhych a tfetich
cen nebyl tentokrdt dodrzen: druhych cen udélila porota 37
(za vykony ohodnocené 34—40 body), tfetich cen pak 30 (za
26—33 bodu). Celkem 103 soutézici (tj. 55,7 %, z celkového
poctu) ziskali na 22. MMO nékterou z cen.

Vzhledem k tomu, Ze mnoho zemi vyslalo na 22. MMO de-
legaci s méné neZ osmi Zdky, nelze tentokrdt dost dobie porov-
névat druZstva podle celkového poctu bodu. Vysledky i polty
ziskanych cen jsou patrny z pfipojené tabulky.

Na svém poslednim zaseddni v nedéli 19. cervence dopo-
ledne jednala porota o budoucnosti MMO. Byla informovéna
o navrhu ICMI na zfizeni komise pro MMO. Vét§ina ¢lenti
komise navrzenych ICMI byla ostatné na 22. MMO osobné
pfitomna, komise se tedy ihned se$la - za ucasti nékterych
dalsich c¢lenti poroty. Bylo dohodnuto, Ze komise md zatim
fungovat jako informacni centrum a poradni orgdn a nemd
samoziejmé pravomoc rozhodovat o organizaci MMO. Jeji
vztah k ICMI nebyl zatim plné specifikovdn. Bude zileZet
na organizdtorech pfiStich MMO, jak dalece budou pfihlizet
k doporucenim komise. Zatim byla pfednesena dvé podstatnd
doporuceni: udrZet tradici pofddat MMO kazdy rok a snizit
pocet zakt v druzstvu z osmi na Sest; toto snizeni bylo motivo-
vano stale rostoucim poctem delegaci. Zda se tato doporuceni
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Vysledky 22. MMO

Zem¢é Soucet bodu zika ¢. Celkem Pocet
cen

1 2 3 4 5 6 7 8 I. 11 III
Australie 22 13 12 10 17 12 8 28 122 0 O 1
Belgie 37 24 25 38 6 3 3 3 139 0 2 O
Brazilie 42 23 21 14 17 13 21 21 172 1 0 0
Bulharsko 32 42 40 34 28 37 33 41 287 2 3 3
Ceskoslovensko 38 38 40 42 32 — — — 190 1 3 1
Finsko 27 41 17 10 31 9 38 33 206 1 1 3
Francie 29 15 42 26 8 29 42 18 209 2 0 3
Holandsko 25 25 37 36 27 16 17 36 219 0 3 1
Izrael 42 32 25 31 16 29 — — 175 1 0 3
Jugoslavie 26 31 42 32 23 37 35 20 246 1 2 3
Kanada 42 25 23 16 35 42 37 29 249 2 2 1
Kolumbie 14 13 13 11 1 13 14 14 93 0 0 O
Kuba 25 34 22 12 19 9 14 6 141 0 1 O
Lucembursko 42 — — — — — — - 42 1 0 0
Madarsko 41 42 41 40 — — — — 164 3 1 O
Mexiko ! 3 4 2 2 1 — — - 12 0 0 O
NSR 41 39 37 42 42 41 28 42 312 5 2 1
Polsko 1 35 18 41 36 24 28 35 42 259 2 3 1
Rakousko 42 41 41 36 37 42 21 30 290 4 2 1
Rumunsko 36 35 33 32 — — — — 136 0 2 2
Recko f24 11 13 13 15 2 12 14 104 0 0 O
SSSR 42 33 36 35 42 42 — — 230 3 2 1
Svédsko 22720 17 32 32 28 38 18 207 0 1 3
Tunis 14 18 — — — - - — 32 0 0 O
USA 42 42 42 39 42 35 39 33 314 4 3 1
Velka Britdnie 42 38 41 36 27 37 38 42 301 3 4 1
Venezuela 6 3 9 4 14 4 23 1 64 0 0 O

|
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uplatni v praxi, uvidime na pfisti MMO, kterd se bude konat
v Madarsku.

Slavnostni zakonceni 22. MMO a s nim spojené rozdileni
cen se konalo v nedéli 19. Cervence odpoledne ve velkém sdle
budovy National Academy of Science ve Washingtonu. Zéci,
ktet{ ziskali nékterou z cen, zde dostali diplomy a vécné dary
(mj. kapesni kalkulacky firmy Hewlett-Packard, digitdlni ho-
dinky). Program byl zpestfen kulturni vlozkou (dvé klavirni
sbla prednesend dvéma soutézicimi z USA) a obcerstvenim.

Ndsledujici spolecnd vecetfe vSech tcastniki MMO byla jiz
ve znameni louceni. Nékteré delegace odjizdély na newyorské
leti$té uz béhem noci, ostatni opustily Washington v pondéli
20. Cervence dopoledne.

Ceskoslovenskd tcast na 22. MMO byla zpo&itku pozname-
ndna nejistotou - dlouho se rozhodovalo o tom, zda a v jakém
slozeni Ceskoslovenskd delegace na 22. MMO pojede, a ko-
necné rozhodnuti padlo az relativné nedlouho pfed odjezdem.
Proto také Ceskoslovensko tentokrite neposlalo ndvrhy tloh
pro soutéz.

Delegace ve slozeni
vedouci delegace:
dr. FrantiSek Zitek, CSc., mistopfedseda UV MO,

Clenové delegace:

Jozef Bedndrik, 4. r. GAM, Bratislava,

Petr Couf, 3. r. GWP, Praha 2,

Igor KviZ, 2. r. GWP, Praha 2,

Jan Nekovar, 4. r. GWP, Praha 2,

Firi Sgall, 2. r. GWP, Praha 2,

odletéla z technicko-ekonomickych davoda az ve ctvrtek 9. cer-
vence, tedy o den pozdé&ji, nez predpoklddal program 22. MMO.
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Zci si sice stadili po cesté trochu odpo¢inout, ale vedouci do-
razil do Fredericksburgu na zaseddni poroty pravé v okamziku,
kdy zde koncilo jedndni o vybéru tuloh, takZe uz nemohl vy-
bér nijak ovlivnit.

V dal$ich dnech uZ byla tcast ¢s. delegace plné ve shodé
s pldnovanym programem. Ponévadz tentokrdte nebyl v delegaci
zadny zastupce vedouciho, byli Zdci po celou dobu izolace po-
roty, tj. az do 14. Cervence, zcela odkdzdni na péci pridélené
pravodkyné, jiz byla sleéna Mary T. Barrettova, studujici
mikrobiologie na Rutgers University. Ta se o né starala velmi
peclivé po celou dobu jejich pobytu v USA a po této strdnce
nedoslo k Zddnym komplikacim.

Vysledky, jichz ¢s. Zdci dosahli v soutézi, jsou obsazeny
v nésledujici tabulce:

Body ziskané
méno zdka za ulohu ¢&. celkem  cena
Jméno zik ilohu ¢ 1k
1 2 3 4 5 6

J. Bednarik 7T 7T 7T 7 37 38 II.
P. Couf 77 3 7 77 38 II.
J. Kriz 777 6 6 7 40 II.
J. Nekovar T 7T 7T T 7T 7 42 I.

P. Sgall 07 7 75 6 32 II1.

Zcela bezchybny byl - podobné jako uz na 21. MMO v Londy-
né v r. 1979 - vykon fana Nekovdie, ktery ziskal prvni cenu
za plny pocet bodu. Daldi tfi Zdci ziskali druhé ceny, kdyz
rovnéz vyfesili - jen s mensimi zdvadami - vSech Sest tdloh
soutéze. Paty zak, ktery ztratil body pfedevsim proto, Ze nevy-
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fesil prvni dlohu, ziskal alespori tfeti cenu. Nikdo z nich se tedy
nevracel bez ziskané ceny, coz lze nepochybné hodnotit jako
uspéch. Je jen Skoda, Ze se nemohlo 22. MMO ztcastnit osm
zdka - vysledky tfetiho kola nasi MO nasvédcovaly, Ze bylo
z Ceho vybirat.
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Reseni aloh 22. MMO

1.  DokdZeme, Ze jedinym bodem minimalizujicim soucet

1B jc4| |4B
~pp| " PE| T |PF

je stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC. K tomu cili vyna-
sobime § vyrazem

|BC|.|PD| + |CA|.|PE| + |AB| . |PF|,

ktery je roven dvojndsobnému obsahu trojuhelniku ABC a ne-
zdvisi tedy na volbé bodu P. Dostaneme tak vyraz

|PD| | PE|
,Bcw+icA>+,AB*+|BQ|CA( ) »

[PE| © |PD|
(ffi ]PFW CPDI |PFO
= 1CALIAB e+ p )+ 14BL1BCI B+ o )

Pro kazdé kladné redlné ¢islo x plati

1
x+— =2,
x
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pfiCemZ rovnost nastdvd pravé tehdy, jestlize x = 1; toto
tvrzeni snadno vyplyvad ze zfejmé nerovnosti (x — 1)2=0.

Odtud jiz vidime, Ze vyraz V - a tedy také soulet S, ktery je
jeho konstantnim ndsobkem - je minimélni pravé tehdy, jest-
lize |PD| = |PE| = |PF/|, tj. jestlize bod P je stejné vzdélen
od vsech tfi stran trojihelniku ABC, tj. je-li P stfedem kruzni-
ce vepsané trojuhelniku ABC.

2. Pocet viech r-prvkovych pedmnoZin mnoziny {1,2,...,n}
n
je ovsem ( r)' Prok=1,2,...,n —r+ 1 urime pocet téch

r-prvkovych podmnoZin, jejichZz minimélni prvek je prdvé
Cislo k. Tento pocet je roven poctu zptisobl, jimiZ lze k mini-
malnimu prvku %k vybrat zbyvajicich » — 1 prvkd z mnoziny

n—=k
{k+1, R+ 2, ..., n}, a je tedy ddn éislem(r i 1). Pro

F(n,r) odtud dostdvame vyjddreni

nY -
- r

Dile pouzijeme vytvorujici funkce, resp. binomickou vétu.
Plati

a

2l — x)y = xr1, k% (—r) (—1)F xk =
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2l — x) T2 = xr 3 (_’_2) (—1)kxk =
k=0 k

S (r+k+1) =S (m+l)x1n.

k=0 r+1 - r+1

Ponévadz pak 7 1(1 — x)7 x (1 — x)~2 = a7 (1 — &)~7~2, do-
stdvdme porovndnim koeficient pfi stejnych mocnindch x™
podle vzorce pro ndsobeni fad rovnost

—r+1 .
S k(" k):(n+l),
A1 r—1, r+1
(n+1
r+1 n+1
F(ny) = =

(n) r+1°
r

3. Oznalme M mnozinu vSech uspofddanych dvojic (n, m)
pfirozenych &isel vyhovujicich vztahu

n

a tedy

coZ jsme méli dokdzat.

(n2 — nm — m?2)2 =1, (1)
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Nejprve si dokazeme Ctyfi pomocnd tvrzeni A - D:
A. Pro (n,m) € M platin = m.
Skutecné, kdyby bylo 7# <<m, bylo by

n2 —mnm—m?2<<n2—m2<O0,
tj.n2 —mm —m2 = —2,
atedy (n2 — nm — m2)2 = 4

ve sporu s (1).
B. Pro (m,m) e M platim = 1.
Z (1) totiz plyne
1 =(m2 —m? — m??2 =mb,
ale m je pfirozené cislo, a proto m = 1.
C. Jestlize (n, m) € M, pak také (n + m, n) € M.
Skutec¢né plati
[(n + m)2 — n(n + m) — n2)2 = (n2 + 2nm + m2 —
—n2 —nm — n2)2 = (—n2 + nm + m?)? =
= (n2 — nm — m?)2 = 1.

D. Jestlize (n, m) € M, n > 1, potom také (m, n — m) e M.
Skutecné, z nerovnosti z > 1 vyplyvéd podle B a A nerovnost
n > m, takZe n — m je pfirozené Cislo. Avsak [m2 — m(n — m) —
— (n — m)? = (m%2 — nm + m2 — n? + 2nm — m2)2 =
=(—n2 + nm + m2)2 = (N2 — nm — m2)2 =1, a tedy
(myn —m) e M.

Budiz nyni {F},”, posloupnost tzv. Fibonacciovych Cisel,
definovand vztahy

F=F=1, )
Fyyo =Fpa + Fr, k=1,2,3,... 3)

Dokazeme nyni toto tvrzeni:
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Jestlize (n, m)e M, potom existuje pfirozené k takové,
ze m = Fyan = Fgy.

Dukaz provedeme indukci. Tvrzeni zfejmé plati pro n = 1.
Podle A je totiz také m = 1, a tedy podle (2) m = Fi, n = Fj,
tzn. k= 1.

Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro v§echna n = N,
kde N je pfirozené Cislo; dokdZeme, Ze plati i pro vSechna
n=N + 1. Stali ovSem vySetfit pfipad n =N + 1 > 1.
Podle A a B je pak n >m, tj. m = N; zdroven podle D je
(m, n—m)e M. Podle indukéniho predpokladu existuje
pfirozené k takové, Ze n —m = Fy, m = Fr.1. Podle (3)
vSak potom

n=m+n—m=Fy + Fgx.1 = Fpo.

Abychom maximalizovali soulet m? + #2, musime vzit
maximdlni % takové, Ze plati m = F = 1981, n = Fp1 =
= 1981. Pfimym vypocétem ¢lenti posloupnosti {Fy} zjistime,
ze Fig = 987, F17 = 1597, F13 = 2584, takZe musime zvolit
m = 987, n = 1597 a hledané maximum bude 9872 + 15972 =
= 3524 578.

4. Necht posloupnost pfirozenych cisel
a—n+l,a—n+2,....,a—1,a (1)
vyhovuje podminkdm tlohy, tj. Cislo a je délitelem nejvétsiho
spole¢ného ndsobku Cisel a —n + 1, a —n+ 2,...,a — 1.
Vyjadfime-li Cislo a ve tvaru
a=pre ... P
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kde p; (j=1,...,7) jsou navzdjem riznd prvocisla p; <<
<p<...<praoy;>0(G=1,2,...,7), znamend dand
podminka, Ze pro kazdé j (=1, 2,...,7) musi existovat
m(m=1, 2,...,n—1) takové, Ze p¥ d&li Cislo a — m.
Ponévadz p}’ deh c1slo a, znamend to, Ze je nutné p’ = n —1
pro vSechnaj (j=1,2,...,7).

Kdyby bylo r =1, tj a =p}', muselo by byt n=a =
=pP = n — 1, coZ je spor, je tedy r = 2. Musi tedy existo-
vat alespori dv& rtiznd prvolisla mens$i neZ #, tj. musi byt
n=4.

Nyni dokdZeme, Ze pro kazdé » = 4 existuje posloupnost (1)
vyhovujici podminkdm dlohy a Ze pro n» = 5 existuji vidy
alespoti dvé takové posloupnosti.

Je-li » =4, musi byt p}' = 3, p3* = 3, tedy nutné r = 2,
p1=2, pa =3, ag =oa2 =1, takZe jedinou posloupnosti
danych vlastnosti je Ctyfclennd posloupnost

3,4,5, 6, 2)

ktera skute¢né vSem podminkdm ulohy vyhovuje.
Existuji dvé péticlenné posloupnosti

2,3,4,5,6 3
8,9,10, 11, 12 4)
vyhovujici podminkdm tlohy.

Je-li n = 6, oznaCme r, s, ¢ pfirozend Cisla spliiujici nerov-
nosti

2r§n_1<2r+1’
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P=n—1<3,

5t<n—1<5+L

V posloupnosti (1) lze pak volit bud a = 27.35, anebo a =
= 2r.5¢, Skutecné je pak

n—1<<2r+1<2r3=<2r3 =aq,
resp.
n—1<2r+l<2r5<2r5t=gq,

takZze n-Clenné posloupnosti (1) obsahuji vesmés pfirozend
¢isla a vyhovuji podminkdm ulohy.

5. Kazdd z danych tfi kruznic (navzdjem riznych) se dotykd
jiné dvojice stran trojihelniku ABC. Oznatme S4, Sp, Sc
stfedy téchto kruznic, a to tak, aby Sg leZel na ose thlu ABC,
Sc¢ na ose uhlu BCA a S4 na ose thlu BAC. Potom SgScl|
[|[BC, S4Sc||AC, S1Ssl|AB. Osy uhlu trojuhelniku ABC
jsou zdrovenn osami uhla trojuhelniku S4S8pS¢ a oba troj-
thelniky, ABC a S4SpSc¢, maji tyz stfed kruZnice vepsané,
oznaCme ho S. Trojihelnik 4BC je obrazem trojihelniku

|SA|
S4SpS¢ pfi homotetii o stfedu S a koeficientu x = =
[SS4|
|[SB|  [SC|
|SSB|  |SS¢l

Bod O je stejné vzdalen od vSech tfi bodd S4, Sz, Sc, je
to tedy stfed kruZnice opsané trojuhelniku S4SSc. Jeho
obrazem pii homotetii (S, x) je ovSem stfed kruZnice opsané
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trojuhelniku ABC a je jen pfirozené, Ze stfed homotetie S,

bod O a jeho obraz lezi na jedné pfimce.
6. Pro x = 0 plyne z (3) a (1) rovnost
[y + 1) =f0,f(1,y) =f(1,3) + 1
pro kazdé y = 0. Aviak podle (2) a (1) je
f(1,0) =0, 1) = 2.
Z (5) a (4) pak plyne
fLy)=y+2

pro vSechna y = 0.
Pro x = 1 plyne z (3) a (6) rovnost

@2y + 1) =f(1,12,3) =f(2, ) +2.
Podle (2) a (6) je pak
f2,0) = f(1,1) =3.
Ze (7) a (8) dostavime tak
f2,y) =2y +3

pro véechna y = 0.
Pro x = 2 plyne z (3) a (9) rovnost
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fGsy + 1) =f2,f3,5) = 2/3,9) + 3, (10)
kdezto (2) a (9) dava
fG,0) =f(2,1) =5 =8 — 3, (11
Z (10) a (11) pak plyne
fGy)y=22+3-3 (12)

pro vSechna y = 0.
Polozme nyni g(y) = f(4, y) + 3 proy =0, 1, 2,... Plati

80) =3 + f(4,0) =3 + f(3,1) = 16. (13)
Pro x = 3 pak (3) a (12) dav4

8+ D) =f4hy+ 1)+ 3=(3,f4,9) + 3=
=2U4¥+3 3 4 3 — 2w,

takZe v dusledku (13) bude

g(y) = 22 (celkem y + 3 dvojek),

a tedy
2

f(4,1981) =22 3 (1984 dvojek).
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