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Kategorie Z

SOUTEZNI ULOHY 1. KOLA
Z-1-1

Tomas se Sasou hraji matematickou hru: Toméd$ zacind -
zvoli si jedno z ¢isel 1, 2, ..., 10 a napiSe je na papir. Pak si
libovolné z téchto Cisel zvoli Sasa a pfipiSe je pod TomdSovo.
Na radé je pak opét Tomds, a tak stfidaveé pripisuji Cisla,
aZ je jich na papiru Sest. Je-li jejich soudet druhou mocninou
pfirozeného Cisla, vyhrdvd SaSa, neni-li, vyhrdvd Tomads.
(Cisla se mohou opakovat.)

a) Poradte Tomasovi, jak ma hrat.
b) Tomas zacal Cislem 1. Jak md SaSa odpovédét?

ReSeni. Piedpoklidejme, %e hra jiz prob&hla. Oznaéme
Se soucet vSech Sesti zapsanych Cisel. Pak je Sg alesponn 6
(kdyby oba hraci volili stile 1, je S¢ = 6, jinak je S¢ v&tsi
nez 6). Zaroveni je Sg = 60, protoze kazdy hra¢ miZe zvolit
nejvyse Cislo 10 a tiikrdt voli Tom4s, tfikrdt voli SaSa. Sasa
vyhrdvd v téch pripadech, kdy se Sg rovnd nékterému z ¢i-
sel 9,16, 25, 36, 49, zbyvajici mozné soulty jsou vitézné pro
Tomaése.

a) Je-li soucet S5 prvnich péti zapsanych ¢isel mensi nez
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25, miize ho Sasa doplnit poslednim ¢islem na druhou moc-
ninu a vyhrat. Tomd$§ musi proto hrét tak, aby bylo S5 = 25
a pritom takové, aby je SaSa nemohla doplnit na ¢islo 36 nebo
49. Tomads se tedy bude snazit, aby se S5 rovnalo nékterému
z Cisel 25, 36, 37, 38, 49, 50. Sdm vSak miiZe pfipsat nejvyse
3 X 10 = 30, a proto nemulZe zajistit, aby bylo S5 = 36.
Musi proto hrit tak, aby bylo S5 = 25. Toho miZe dosahnout
jen tehdy, je-li 15 = 84 = 24. Bude proto usilovat, aby
83 = 14. K tomu potfebuje, aby 4 = S; =< 13. Na zacdtku
tedy zvoli S; = 3. Pak je 4 = 82 =< 13 a Tomas zvoli dalsi
&islo tak, aby S3 = 14. Soucet S se pak rovnd nékterému
z Cisel 15, 16, ..., 24, podle toho, zda Sasa volila ¢islo 1,
2, ... nebo 10. Tomd§ pak zvoli ¢islo 10, 9, ... nebo 1, aby
nezavisle na tom, jak volila Sa$a, byl soucet prvnich péti
Cisel roven 25. Pak je 26 = Sg = 35, a tedy pii Zddné Sa-
$iné volbé posledniho ¢isla neni soucet S druhou mocninou
pfirozeného &isla. Vitézem je Tomas.

b) Zacne-li Tomds ¢islem 1, pfipiSe Sasa Cislo 2, aby byl
souet prvnich dvou &isel 3, a ddl hraje Sasa tak, jak hrdl
Tomd$ v predchdzejicim pifipadé: po TomdSové volbé je
soucet prvnich tfi Cisel alespoii 4 a nejvyse 13. Sasa voli Ctvrté
Cislo tak, aby se soucet prvnich Ctyf Cisel rovnal 14. Tomds
muZe volit 1, 2, . .. nebo 10 a zvysit celkovy soucet napsanych
Cisel na 15, 16, ... nebo 24. Sasa voli Sesté Cislo tak, aby
vysledny soucet byl 25.
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Oba postupy jsou zndzornény v této tabulce:

Tomas Sasa Tomas
. .[:
a } S1 =3 4 <= 8§ =13 S3 = 14
b S1=1 S> =3 4<83=13
¥ Sasa Tomis Sasa
\
a ‘ 15 < Ss = 24 S5 =25 26 = Sg = 35
| b Sy =14 15 < 85 =24 Se =25
|
| |

Z-1-2

Najdéte vSechna pfirozend Cisla #, pro kterd plati: Soudin
(n+ 1)(n + 3)(n + 5) neni délitelny Zddnym prvocislem
véts§im nez 3.

Reseni. Vyhovuje-li &slo #» podmince tlohy, pak Z4dné
z Cisel n + 1, n + 3, n + 5 neni délitelné Zidnym prvo-
Cislem vétSim nez 3. Z prvocisel déli tudiz Cislo # + 1 nej-
vySe Cisla 2 a 3, totéz plati pro Cisla n + 3, n + 5. Z Cisel
n+ 1, n+ 3, n+ 5 je vSak tfemi délitelné pravé jedno,
zbyvajici dvé pak musi byt mocninou cisla 2. Pfitom se tato
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dvé ¢isla lisi bud o 2, nebo o 4. Mocniny ¢isla 2 jsou 2, 4,
8, 16, 32, ...,z nich se o 2 li$i pouze Cisla 2, 4, o 4 se lidi
pouze Cisla 4, 8. V prvnim piipadé se trojice n + 1, n + 3,
n -+ 5 rovnd trojici 2, 4, 6, v druhém ptipad¢ se jednd o trojici
4, 6, 8. Je proto v prvnim pfipadé n = 1, v druhém n = 3,
coZ jsou vSechna feSeni ulohy.

Z-1-3

Je din obdélnik ABCD a uvnité n&ho bod X. Usecky,
které spojuji bod X s vrcholy 4, B, C, D, rozdéluji obdélnik
na Ctyfi trojihelniky. Obsahy t#i z nich jsou 31, 54 a 90.
Urcete obsah obdélniku ABCD.

ReSeni. Soudet obsahti trojtihelniki ABX a CDX (obr. 1)
se rovnd poloviné obsahu obdélniku ABCD, protoze oba
trojihelniky maji stejné velké zdkladny AB, CD a soucet
jejich vysek k témto zdkladndm se rovnd velikosti druhé stra-
ny AD obdélniku ABCD. Stejné tak se rovnd poloviné obsahu
obdélniku ABCD také soulet obsahd trojuhelnikit ADX
a BCX. Oznaéme P obsah ¢tvrtého z trojihelniki, na které

D c

Obr. 1
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je obdélnik rozdélen, a Q obsah obdélniku ABCD. Vime,
Ze plati

Q =2(31 + 54) =2(90 + P) nebo Q =2 (31 + 90) =
—2(54 + P) nebo Q =2 (54 + 90) =2 (31 + P).

V prvnim pripadé by bylo Q = 170, ale P = —5. Tento
pripad nemiiZe nastat, protoZze obsahem trojihelniku nemize
byt Cislo zdporné. Obsah obdélniku ABCD se proto rovna
bud dislu 2 (31 + 90) = 242 a P = 67, nebo je Q = 2(54 +
+ 90) = 288, P = 113. Oba tyto pfipady mohou nastat,
tloha ma tedy dvé feSeni: 242 a 288.

Z-1-4
Rozhodnéte, zda pfirozené cislo
110100100010000100000. . . .,

které ma tisic Cislic, je délitelné Cislem 72.

ReSeni. Dané piirozené &islo oznaéme A. Cislo 4 je déli-
telné Cislem 72 pravé tehdy, jestlize je délitelné Cislem 8 a zd-
rovei ¢islem 9. Vime, Ze libovolné pfirozené ¢islo je délitelné
dislem 9 pravé tehdy, kdyz je jeho ciferny soucet délitelny
deviti. Cislo je délitelné osmi, jestlize je délitelné osmi jeho
posledni trojéisli.

Vsimnéme si nyni podrobnéji, jak dostaneme zépis Cisla A
v desitkové soustavé: Nejdiive napiSeme Cislici 1, napravo
od ni dvojéisli 10, pfipiSeme zprava trojCisli 100, ctyicisli
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1000 atd. PokraCujeme tak dlouho, aZz dostaneme Cislo,
které md aspoii 1000 &islic. Reknéme, Ze jsme naposled
pfipsali jedni¢ku a # nul. Dostali jsme Cislo

1/10/100/1000|1 .. ./1060... 0],
—
n

které md 1 +2+3+ ... +(n + 1) cislic a konti »
nulami. Vzpomeneme si, jak pry slavny némecky matematik
K. F. Gauss secetl rychle jiz jako Zdk zdkladni $koly vSechna
pfirozend Cisla od 1 do 100. Secetl nejprve prvni ¢islo s po-
slednim (1 + 100), pak druhé s pfedposlednim (2 + 99),
atd. Celkem dostal 50 souétll, kazdy z nich byl 101, celkem
tedy 50.101 = 5050. Tento princip pouZijeme i my a dosta-
neme

(n+1)(n+ 2)

142434 ... +(n+1)= 5

Hleddme nyni nejmensi pfirozené Cislo n, pro které je pred-
chdzejici vyraz aspoil 1000. Zkusmo zjistime, Ze n = 44.

Obdrzené Cislo md

L e

sahuje 45 jedniCek. Z ného dostaneme Cislo 4 Skrtnutim
35 nul na konci. Cislo A tedy koné¢i deviti nulami a v jeho
zdpisu v desitkové soustavé je kromé nul 45 jednicek a Zddné
dali cifry. Cislo A4 je proto délitelné tisicem, a tedy té% osmi,
a protoZe jeho ciferny soudet je 45, je délitelné i deviti. Proto
je Cislo A délitelné Cislem 72.

= 1035 mist, kon¢i 44 nulami a ob-
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Cislo n — 44 jsme mohli najit i bez uZiti vyse uvedeného
vzorce. Je totiz 1+ 2+ ... + 10 =55, a proto 11 +
+124 ... +20=155, 21 +22+ ... +30=255 a
31 + 32+ ... + 40 =355,tedy1 + 2 + ... + 40 = 820.
neme Cislo vétsi nez 999. To nastane pii Cisle 45, tudiz
n + 1 =45,n = 44,

Z-1-5

Kazdy vrchol krychle s hranou dlouhou 6 c¢cm odfizneme
rovinou, kterd protne hrany vychdzejici z tohoto vrcholu
2 cm od vrcholu. Uréete pocet vrcholi, hran, stén, povrch
a objem mnohosténu, ktery tak vznikne.

Reseni. Krychle md 8 vrchold, po odfiznuti dostaneme
misto kazdého vrcholu krychle tfi vrcholy nového mnoho-
sténu (obr. 2), ktery md tudiz 24 vrchold. Krychle md 12 hran,

Obr. 2
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Cast kazdé hrany je i hranou nového mnohosténu. Kromé
nich md tento mnohostén pfi kazdém odfiznutém vrcholu
krychle dal$i tfi hrany, celkem md vznikly mnohostén 36 hran.
Krychle md 6 stén, kazdd rovina fezu urCuje jednu daldi
sténu mnohosténu, ktery md celkem 14 stén. Kazdd z nich je
bud pravidelnym osmithelnikem - takovych stén je 6 - nebo
rovnostrannym trojihelnikem - takovych stén je 8. Osmi-
thelnik vznikne ze stény krychle odfiznutim ¢tyf rovnora-
mennych pravouhlych trojihelnikti o odvésndch délky 2 cm.
Trojtihelnikovd sténa ma podle Pythagorovy véty strany dlou-

— 2.2
hé 2 |/2 cm. Obsah osmithelniku je 62 — 4 . e 28 cm2,
(2 ]/ 22

obsah trojuhelnikové stény je ~— V3 =2 ]/3 cm2,

Povrch vzniklého mnohosténu je S =6 .28 + 8.2 ]/3 =

= 168 + 16 |/3 cm2. Objem tohoto mnohosténu vypolteme,
kdyZz od objemu krychle odefteme objem osmi odiiznutych
jehlant. Podstavou kazdého takového jehlariu je rovnoramen-
ny pravouhly trojihelnik s odvésnou 2 a vyska jehlanu je
4

1
rovnéz 2 (vSe v cm). Objem jehlanu je tedy i 2.2= 3

4 1
objem mnohosténu je 63 — 8 . o 205 ) cm3,
Z-1-6
Je ddn lichobéznik ABCD s pravym uhlem pfi vrcho-
lech A, D a se stranami |AB| =6, |AD| = |CD| = 3. Na

jeho stfedni pficce je ddn bod S ve vzdalenosti 2 od strany AD.

49



Sestrojte kosoctverec, ktery ma stied v bodé S a uvniti kazdé
strany lichobéZniku leZi jeden jeho vrchol.

ReSeni. Pii konstrukci kosoétverce vyuZijeme jeho vlast-
nosti, a sice to, ze uhlopfiky kosoctverce jsou na sebe kolmé
a vzdjemné se puli. Ddle vyuZijeme soumérnost kosoctverce
podle jeho stfedu. Ozna¢ime-li M vrchol kosoctverce na
strané AD lichobéZzniku (obr. 3), lezi protéjsi vrchol O nejen
na strané BC lichobéiniku, nybrz i na tusece A'D’, kde
A’y D" jsou body soumérné sdruzené k bodim A, D podle
stiedu S. Sestrojime tedy nejdfive prasecik O useéek BC,
A'D’ a k nému vrchol M tak, aby byly body O, M soumérné
sdruzené podle stfedu S. Zbyvajici vrcholy N, P kosocltverce
lezi na uhlopfi¢ce, kterd prochdzi bodem § a je kolmd na
thlopficku MO. Najdeme je jako pruseciky této kolmice se
stranami AB a CD lichobéZniku.

D

50



SOUTEZN{ ULOHY II. KOLA
Z-1-1

Je déna kruZnice k& a v jeji vnitfni oblasti bod O rizny
od stiedu kruZnice k. Sestrojte kosoctverec se stiedem v bo-
dé O tak, aby tfi jeho vrcholy lezely na kruZnici k. Kolik md
tloha feSeni? '

ReSeni. Protoze tii vrcholy hledaného kosoétverce maji
leZet na kruZnici k, musi byt jedna jeho uhlopficka tétivou
kruznice k. Protoze bod O je stiedem této tétivy, je tato
tétiva kolmd na ten primér kruZnice %, ktery prochdzi bo-
dem O. Bodem O vedeme tedy kolmici k spojnici bodu O
se stfedem kruZnice k; pruseciky této kolmice s kruZnici &
jsou dva vrcholy hledaného kosoltverce, oznac¢me je A, C.
Zbyvajici dva vrcholy kosoctverce lezi na druhé dhlopficee,
tedy na spojnici bodu O se stfedem kruznice & (obr. 4). Jeden
z nich leZi kromé& toho také na kruznici k. Uloha m4d dvé feeni,
jsou to kosoctverce ABCD a AB'CD'.
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Z-11-2

Soucet podilu a soucinu dvou ptirozenych &isel p, ¢ je 30.

Urcete v8echny dvojice ¢isel této vlastnosti.

ReSeni. Podle znni tlohy méd platit 4 + pq = 30. Proto
q

je Cislo p ndsobkem Cisla ¢, a tudiz p = q. Kdyby bylo
g =6, bylo by i p =6, tedy pg= 36, co? nemize platit,

protoZze pqg =30 — g Je tedy ¢ = 5. Zkusime proto postupns
q

g=1, 2, 3, 4, 5 a z vySe uvedené rovnice vypolteme p.
V poslednich dvou pfipadech neni &islo p pfirozené, tloha
md jen tfi feSeni: ¢ = 1, p = 15, ddle ¢ = 2, p — 12 a ticti
feSeni je ¢ = 3, p = 9.

Z-11-3

Vnitfnim bodem K obdélniku ABCD vedeme piimky
rovnobézné s jeho stranami. Dany obdélnik tim rozdélime
na Ctyfi obdélniky. Obsahy tfi z nich jsou 16, 12 a 18 (obr. 5).

D
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Urcete obsah ¢tvrtého obdélniku a obsah daného obdélniku
ABCD. '

ReSeni. Délky stran obdélnikii ozna¢ime podle obr. 5.
Plati tedy ac = 16, bc = 12, bd = 18 a obsah Ctvrtého
obdélniku je ad. Protoze je ad:ac =bd:bc =18:12 =
=3:2,je ad = ac . % = 24. Obsah Ctvrtého obdélniku je

24, obsah obdélniku ABCD je 70.
Z-1-4

Je ddna krychle ABCDA'B’'C’'D" o hrané délky 10. Na
pfimce B’C’ zvolime bod M tak, aby bod C’ byl stfedem

Obr. 6
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use¢ky B'M. Rezem dané krychle rovinou A'BM je rovno-
ramenny lichobéZnik. Vypocitejte jeho obsah.

Reseni. Pfimka BM protind tse¢ku CC’ v jejim stiedu S,
pfimka A’'M protind useCku C'D’ v jejim stfedu T (obr. 6).
Miéme vypotitat obsah lichobézniku A’BST. Usecka ST
je stfedni pficka trojihelniku A'BM, vyska lichobézniku se
rovnd jedné poloviné vy$ky tohoto trojihelniku. Je |A'B| =

— 1 — _ _

—101/2,|ST]| =510 |2 = 5 |/2. Déle je |[KM[2 — | KB+

+ |B'MP2 = (5 J/2)2 + 202 — 450, [KM| — 15 |/2. Obsah li-

10)2+5)2 15)2 225
2 2 2

chobézniku je = 112,5.

SOUTEZNI ULOHY III. KOLA V CSR
(Ulohy ptipravil KV MO Severomoravského kraje.)
Z--1
Najdéte vSechna prirozend Cisla m, n, p, jejichZ soucet je
42, pfiCemZ jedno z nich se rovnd druhé mocniné soultu
obou zbyvajicich.

ReSeni. Uloha md t#i feSeni, jsou to trojice (1, 5, 36),
(2, 4, 36) a (3, 3, 36).
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Z-11-2
Dokazte, Ze pro vSechna redlnd Cisla x, y plati nerovnost
(x+y+ 12+ (x+yP2=4t

Kdy nastane rovnost?

Regeni. Nerovnost upravime na ekvivalentni tvar (2x +
+ 2y + 1)2 = 0. Rovnost plati priavé tehdy, kdyz je x +
+y=—4%

Z-11-3

Je dédn ctverec ABCD a jeho vnitini bod K, ktery neni
jeho stfedem. Sestrojte kosoctverec X YUV tak, aby bod K
byl jeho stiedem a aby alespoii tfi vrcholy kosoctverce leZely
na strandch ¢tverce ABCD. Kolik md tloha feSeni?

ReSeni. Postup je obdobny jako u tlohy Z-II-1. Uloha
mé vzdy asponn dvé feSeni, nekonecné¢ mnoho feSeni md
tehdy, kdyz bod K lezi na stfedni pticce &tverce ABCD.

Z-11-4

Je dén kvddr ABCDEFGH se étvercovou  podstavou
ABCD o délce hrany |AB] =9 cm a vysce |AE| = 24 cm.

a) Vypoctéte délku nejkrat$i spojnice bodt K, L jdouci
po sténdch kvdadru. Body K, L jsou body podstav, bod K
lezi na ose hrany AB ve vzddlenosti 1 cm od hrany 4B,
bod L lezi na ose hrany GH ve vzddlenosti 1 cm od hrany GH.

b) Na obraze kvddru (obr. 7) ndértnéte nejkrat$i spojnici
bodu K, L.
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Obr. 8
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ReSeni. Ulohu fesime nejlépe pomoci sité kvadru, délka
nejkrat¥i spojnice boddt K, L je |/1000 = 31,62. Nejkratsi
spojnice je naCrtnuta na obr. 8, mohli jsme ovSem vzit i tu,
kterd je s nacrtnutou soumérné sdruzend podle roviny sou-
mérnosti Gsecky AB.

SOUTEZNI ULOHY III. KOLA V SSR
(Ulohy piipravil KV MO Zipadoslovenského kraje.)
Z-1l-1

Ndjdite najmenSie prirodzené Cislo n, pre ktoré plati, Ze
pocet Cislic potrebnych na zdpis vSetkych prirodzenych ¢isel
1 az n je vacsi ako trojndsobok Cisla 7.

Vysledok je » = 1108.

Z-111-2

Je dany rovnoramenny lichobeZnik so zdkladnami AB, CD.
Zostrojime jeho uhlopriec¢ky a ich priesecnik oznaCime S.
Vypocitajte obsah lichobeznika, ak viete, Ze obsah trojuhol-
nika DSC je 3 a obsah trojuholnika ASD je 6.

RieSenie. Trojuholniky DSC a DAC maju rovnaké zdklad-
ne, teda ich vy$ky su v pomere 1 : 3. Vyska trojuholnika DAC
je vyskou lichobeznika. Obsah lichobeznika je 27.
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Z-11-3

Kolkymi spésobmi moézeme celé &isla od 0 aZ po 20 do-
sadit namiesto premennych @, b v nerovnosti a < b tak, aby
bola splnend?

RieSenie. Ak a = 0, tak b mdZe nadobudat hodnoty od
1 az po 20, ak a = 1, tak miesto b m6Zeme dosadit celé Cisla
2 az 20, atd. Spolu je to 20 + 19 + ... + 2 + 1 =210
pripadov. )

Z-1ll-4

Na kocke ABCDA'B’'C’'D’ s hranou dizky 10 st umiestne-
né body M, N, P nasledovne: Bod M je stred tsecky 4B,
bod N je stred tsecky BC, bod P je stred usecky CC’. Néjdite
velkost obsahu rezu kocky rovinou uréenou bodmi M, N, P.

RieSenie. Rovina urend bodmi M, N, P pretne kocku
v pravidelnom 3estuholniku, dizku strany $estuholnika uréime
pomocou Pytagorovej vety, je |MN| =5 ]/2. Obsah $estuhol-
nika mézeme vypocitat ako Sestndsobok obsahu rovnostran-
ného trojuholnika so stranou 5 |/2. Vysledok: 75 |/3.
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