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Kategorie B

SOUTEZNI ULOHY I. KOLA
B-1-1

Na pifimce lezi ¢tyfi razné body 41, A2, A3, A4 a na piimce
s ni rovnobézné pét raznych bodt By, Bs, B3, B, Bs. Kazdou
useCku A;By obarvéte jednou z barev Cervend, modrd tak,
aby nevznikl Zddny jednobarevny Ctyituhelnik (tj. uzaviena
lomend Cdra slozend ze Ctyr usecek stejné barvy).

ReSeni. Kazdému obarveni usetek A;B; mizZeme prifadit
tabulku:

B; B> Bs By B;

A | C C
A M C
As
Ay

V tabulce uvedeme pismeno C nebo M podle toho, je-li
obarveni odpovidajici dsecCky Cervené nebo modré. Podminka
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o Ctyrtihelniku znamend, Ze v tabulce se nesméji vyskytovat
stejnd pismena v rohovych polich obdélniku. y

Reseni Ize najit zkousenim. To si viak usnadnime ovéfenim
tvrzeni: V Zddném sloupci tabulky feSeni nesméji byt tii
stejnd pismena:

C C M
napt. C lze dopliiovat v fddcich budna C M a dile
C ) C M
CcC C MM
nelze,nebo C M C M a ddle nelze.
C M MC

V kazdém sloupci tabulky feSeni jsou tedy dvé pismena C
a dvé pismena M, a to pokazdé jinak. Takovych raznych
sloupcti je Sest:

c cCc MMM

cC MMCCM

M C MC MZC

M MCMZC C
a (kazdé!) feSeni dostaneme vybérem péti z nich v nékterém

pofadi. Napf. prvanim péti sloupciim odpovidd obr. 20 (plnd
¢dra znaci modrou, ¢drkovand Cervenou barvu).
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Je ddn rovnoramenny trojtihelnik ABC se zdkladnou A4B.
Zvolime libovolny bod X pfimky AB rizny od bodd A4, B.
Dokazte, Ze kruZnice opsané trojihelnikim AXC a BXC
maji stejné velké poloméry, a zjistéte, co je mnoZzinou stiedd
viech téchto kruZnic, probihd-li bod X piimku AB.

P

Po
c {2
\ yd
\\ b
e
— S
— PG ]
SN n Y 2
\
AR a
X B
N
Obr. 21
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Refeni (obr. 21). Necht ki(S1, r1) je kruznice opsand
trojuhelniku 4XC, ko(Ss, r2) kruznice opsand trojuhelniku
BXC. Ob¢ kruznice maji spolecnou tétivu CX. Rozli§me
tyto pfipady:

a) X lezi uvniti usecky AB. Pak obvodovy uhel CAX
kruZnice %; nad tétivou CX je shodny s obvodovym uhlem
CBX kruznice ko, takZe obé kruZnice maji nad spoleénou
tétivou CX shodné oblouky, a jsou tedy shodné.

b) X nelezi uvniti usecky AB; necht napf. leZi uvnitf
polopfimky opacné k polopfimce BA (druhy pfipad je obdob-
ny). Pak obvodové thly nad mensim z obloukti CX kruZnice
k1 maji velikost « = |<C XAC]|, obvodové thly nad mens$im
zobloukti CX kruznice kg velikost © — | <L XBC| = |<TABC|=
= «. KruZnice %1 a k2 jsou proto opét shodné.

Tim jsme dokdzali rovnost polomérd, r; = r2, obou kruz-
nic. Abychom nasli mnozinu U v8ech stiedti t&chto kruZnic,
oznatme (obr. 21) o; osu tuseCky AC, o2 osu usecky BC,
1, p2 kolmice v bodech A4, B na pfimku AB. Dile necht
o1 NpL = {K}, 02 N p2 = {L}, 01 N oy = {M}

DokdZzeme, 2e mnozina U je rovna mnoziné V = (01 U 02) —
—{K, L, M}.

Kazdy z bodd S1 je prusecikem pfimky o; s osou tsecky
AX; ta nemuZe prochdzet bodem A4, a tedy ani bodem K,
nebot X # A, a rovnéZ nemulZe prochdzet stiedem M
kruZnice opsané /\ ABC, nebot X ++ B. Plati tedy S1 € 01 —
—{K, M}. Obdobn¢ S; € 0o — {L, M}, takze U C V.

Je-li obrdcené S libovolny bod mnoziny V, pak nastane
pravé jedna z moZnosti:

(I Sean —{K, M},
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(II) - Seoy — {L, M}.

V piipadé (I) kruznice k(S, r) pro r = |S4| = |SC|
protne pfimku AB v bodé X # A4, nebot S #* K. Podminka
S # M zaruluje, ze X # B, takze S je stfed kruZnice opsané
nékterému z trojuhelnikd AXC. Obdobné v pripadé (II)
zjistime, Ze S je stfedem kruZnice opsané n¢kterému z troj-
thelniktt BXC. Proto U = V.

B-1-3

Necht «, j, y jsou velikosti vnitinich uhlu trojuhelniku,
d velikost jeho nejdelsi strany a P jeho obsah. Pak plati

1 1 1
d2<2P<_ + = + = );
sino  sin f  siny

dokazte. .

ReSeni. Necht a, b, ¢ jsou velikosti stran proti Ghlim
«, [, y. Bez omezeni obecnosti miZeme predpokladat, Ze
a<b=c, takie d = c.

Podle zndmého vzorce je

P = } bc sin o,

1.
2P
— = be;
sin o
obdobné
2P
- = ac.
sin f8
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Proto

1 1 1 1 1
2P| — + —+ = ) > 2P| — + - ) =
sinoe  sin f sin vy sine  sin f8

=c(b + a) > & =d2

Pozndmka. Dokdzali jsme pfi tom silnéjsi tvrzeni:
Je-li ¢ nejdelsi strana A\ ABC a P jeho obsah, pak

1 1
cz<2P<, + — )
sino  sin f§
B-1-4

N4djdite vSetky rieSenia sustavy rovnic

(1) x2 + 32 + 22 + 2xy + 6xz + 6yz + 6x + 6y + 14z +

(2) 22+4xy —2xz —2y2+ x4+ Ty —42+1=0,
(3) 2x2 + 292 + 22 4+ 2xz + 2yz + 8x + 2y + 52 +6 = 0.

Reseni. (I) Se¢teme (1), (2) a (3) a délime tfemi; dostane-
me

K24+ 2+ 224+ 2xy + 2x2 + 292 + 5x + 59 + 52 +4=0
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neboli
(x+y+22+5x+y+2)+4=0,
1.
x+y+2z+D(x+y+2+4)=0.

Jsou tedy dvé moznosti:

a) x+y+z=-—1,
b) x+y+2z2=—4.

(IT) Odecteme (2) a (3) od dvojndsobku (1). Dostaneme

12xz + 12yz + 3x + 3y + 272 + 3 =0,

i 2+ +x+y+92+1=0.
V piipad¢ a) je x + y = — (2 + 1), takZe mime
—42(z2+1)—(2+1)+92+1=0
neboli —422 + 42 =0,
tedy 2z —1)=0.
Proto

o) 2z =0, x+y=-—1,
g z=1, X+ y=—2
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V piipadé b) je x + y = — (2 + 4), tj.
—42(z2+4)—(2+4 +9%2+1=0,

po upraveé

422 + 82 +3 =0

neboli
2z +3)(2z + 1) =0.
Proto
3 5
V) 32_75 x+y:_?3
7
0) z=——2—, x+y:——2—.

(III) Dosazenim za z a x z &), f3), ), 0) do rovaice (2) do-
staneme:

) 41 +y)y—-1A+y)+T7y+1=0,
odkud
—4y% + 2y =0,
tj.
y=0,apakx=—1,2=0... (—1,0,0),
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anebo

1 3 3 1
y:;,apakx:—?,zzo... —‘2—,7’0 5
B 1+4—y—2y—-2-y—-2)—2y—y -2+

+Ty—4+1=0,

odkud
—4? -2y =0,
tj.
y=0,apakx =—2,2=1... (=2,0,1),
anebo
1 3 3 1
y:—?,apakxz——z-o,zzl (——2—,—3—,1).

AN R WY S DV B
M7 5 Y)Y 7 Yty -5y

+7y+6+1=0,
odkud

3
W+®+;=m
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1 7 7 7
O —+4\— 5 —y)y—5—y+y—F —y+ D+

4 2 2 2
+24+1=0,
odkud
15
4y2+8y+z=0,

1.

3 11 1
y=—-z,a\pakx:——‘—1—,z=—-—2—...
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(951)
4> 4’ 2]°

Zkouskou se presvéd¢ime, Ze vSech osm trojic skutecné
vyhovuje soustavé.

B-1-5

Oznatme M(n) pocet vSech uspofddanych z-tic nul a
jedniCek, v kterych se nevyskytuji tfi nuly vedle sebe.
a) Urcete M(13). b) Rozhodnéte, zda je M(1000) sudé cislo.
Reseni. a) Vypisem viech moZnosti zjistime

1) M1 =2, MQ2) =4, MG3) =17 M4 =13.

Je-li n = 5, pak vSechny n-tice mizeme ziskat z (n — 1)-tic,
pripisujeme-li za jejich posledni prvek nulu nebo jednicku.
JedniCku lze pfipsat ke kazdé z (n — 1)-tic, kdezto v pfipadé
nuly musime vyloucit situace, kdy je (» — 1)-tice zakoncena
troj¢islim 1, 0, 0. Téch je M(n — 4), takze celkem plati

2 Mn) =2.Mmn — 1) — M(n — 4).
Postupnym dosazovdnim do tohoto rekurentniho vzorce
dostaneme

M(13) = 3 136.
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b) Z rekurentniho vztahu (2) je zfejmé, Zze M(n) je pron > 4
liché, pravé kdyz M(n — 4) je liché. Vzhledem k (1) je tedy
M(n) liché, pravé kdyz n = 3 + 4r nebo n = 4(r + 1), kde
7 je celé nezdporné &islo. M(1000) proto nemize byt sudé
Cislo, nebot 1000 = 4. 250.
Jiny zpusob FeSeni:

a) Jak jiz bylo uvedeno, plati M(1) = 2, M(2) = 4, M(3) =17,
M(4) = 13. Necht n = 4. MnozZinu A, vSech uspofddanych
n-tic spliujicich danou podminku rozdélime na tfi pod-
mnoziny

Any = {(x1, %2, X3, . . .5 Xu) € Ans %1 = 1},
Any = {(x1,%2, .. .5 %) € Ap3 21 =0 A x2 =1},
Any = {(x1, %2, .. ., xn) EAR3;x1 = %3 =0 A\ x3 = 1}.

Tyto mnoziny jsou zfejmé disjunktni a jejich sjednoceni je
A,

Pfitom A,, md M(n — 1) prvka, Ay, md M(n —2)
prvki a Ay, md M(n — 3) prvka. Je tedy pro kazdé n = 4

Mn) = Mn— 1) + M(n — 2) + M(n — 3).

Odtud jiz vypoctem uré¢ime M(13) = 3136.
b) Matematickou indukci dokdZeme tvrzeni:
M(4k + 1), M(4k + 2) jsou sudd cisla, M(4k + 3),
M(4k + 4) jsou lichd, pfi¢emz k£ =0,1,2,3, ....
Pron =1, 2, 3, 4 tvrzeni plati podle (1). Pfedpoklddejme,
ze tvrzeni plati i pro kazdé m =1, 2, ..., n — 1. Pak
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M(n). =Mn—1)+ Mn —2) + Mln —3) =
=2M(n — 2) + 2M(n — 3) + M(n — 4),

a tedy M(n) md pii déleni dvéma stejny zbytek jako M(n — 4).
Pro n — 4 tvrzeni plati, plati tedy i pro . Cislo M(1000)
je proto liché.

B-1-6

Pro redlnd Cisla x, y plati x = y > 0. Dokazte, ze pak
plati '

— )2 — — )2
(% y)£x+y_vxy§§x_ )
8 2 8y

Refeni. Nejprve upravime prostfedni ¢len nerovnosti tak,
)Y p p
aby mél v Citateli vyraz (x — )%

x+y—2)ry _ (Ja—lp2_

¢ 2 3

IR R D )
2=+ Py 2(0x + oy

Protoze x =y > 0, je téz l/; = ]/; > 0. Nahradime-li
ve jmenovateli zlomku (1) |/x &islem |y, zlomek (1) se zvéti
nebo nanejvy$ zistane stejny. Proto

x+y-—2]/;§<(x~y)2:(x—y)2.
2 Ty W
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Nahradime-li ve jmenovateli zlomku (1) ]/37 Cislem ],/;, zlomek
(1) se zmensi nebo nanejvys zlstane stejny a plati

sty -2 (-3 _(x -y
2 ~ 2(2)x ) 8x

ULOHY KLAUZURNI CASTI I. KOLA
B-S-1

Zjistéte, pro jaké trojahelniky lezi stfed kruZnice trojuhel-

niku opsané
a) uvnitf trojuhelniku,
b) na obvodé trojuhelniku,
¢) mimo trojuhelnik.

ReSeni. Bez omezeni obecnosti moZeme piedpoklidat,
Ze o velikostech «, f, y Ghla trojuhelniku ABC plati « = f =
= y. Oznatme S stied kruZnice opsané trojihelniku 4ABC.
Lezi-li S uvniti¥ A ABC, je velikost stfedového tthlu BSC
mensi nez 180°, takze « < 90° a /A ABC je ostrouhly.
“Je-li obricené A ABC ostrouhly, je y = f=a < 90°
akazdy z bod 4, B, CleZi v téze poloroviné uréené pfimkami
BC, AC, AB jako bod § (odpovidajici stfedovy thel je totiZ
mensi nez 180°).

Bod S dile zfejmé je na obvodé A ABC, pravé kdyZ troj-
thelnik je pravouhly. Z pfedchozich dvou pripadi uz plyne,
Zze bod S lezi mimo trojahelnik, prdvé kdyz trojihelnik je
tupouhly.
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B-S-2
Dokazte, ze pro redlna cisla a, b, ¢ plati

1
a2+b2+c22?(a-l—b+c)2.

Kdy plati znaménko rovnosti ?
ResSeni. Pro libovolna redlna a, b, ¢ plati
(a—0b2+ (a—c2+ (b —c2=0, tedy
a2 + b2 — 2ab + a? + 2 — 2ac + b2 + 2 — 2bc = 0,
neboli
3a2 + 362 + 3¢2 = a2 + b2 + 2 + 2ab o 2ac + 2bc.

Proto
1

a2+b2+02§?(a+b+c)2

arovnost nastane, pravé kdyZa = b = c.
B-S-3a

V trojihelniku ABC protind osa uhlu BAC protéjsi
stranu BC v bodé D. Dokazte, Ze

1 1
+ =
|[AB| |AC| |AD|

cos «, kde 2o = |<X BAC|.
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Reseni. Pro obsahy P, P;, P trojthelniki ABC, ABD,
ADC z obr. 22 plati P = Py + P», tedy

3 |AB|.|AC]| sin 20 =

= 1 |AB|.|AD| sin o + 1 |AD|.|AC| sin a.

Obr. 22

2
|AB|.|AC|.|AD| sin o’

Vyndsobime-li tuto rovnost Cislem

dostaneme dokazovany vztah.
B-S-3b

Kolko je prirodzenych ¢isiel # s tymito dvomi vlastnostami:
a) 103 =< n < 104, tj. n je Stvorciferné,
b) v desiatkovom zdpise Cisla # nie st vedla sebe dve pirne

Cislice.
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ReSeni. Pro & = 1 oznaéme M(k) pocet k-cifernych &isel,
kterd spliiuji i podminku b). Kazdé (& + 1)-ciferné C¢islo
splitujici b) dostaneme prdvé jednim z téchto zpusobu:

1. ptipojenim liché cifry k nékterému k-cifernému Cislu
splityjicimu vlastnost b);

2. pfipojenim dvojcisli, jehoZ prvni cifra je lichd a druhd
sudd, k nékterému (k¢ — 1)-cifernému ¢islu spliujicimu
“vlastnost b).

Proto je
M(k + 1) =5M(k) + 25M(k — 1).

Protoze M(1) =9, M(2) =5M(1) + 25 = 70, M(3) =
=5M(2) + 25M(1) =5.70 + 25.9 = 575, je M(4) =
=5M(3) + 25M(2) = 5.575 + 25.70 = 4 625.

Jiné feSeni. Vyzna¢me si schematicky, jak mohou vypadat
Ctyfcifernd ¢isla splitujici podminku b). L bude znaéit lichou
cifru, S sudou cifru. U kazdého tvaru hned piSme pocet
Cisel toho tvaru; vzdy lze uzit pét lichych a pét sudych cifer,
s vyjimkou sudé cifry na prvnim misté, kdy lze uZit jen Ctyfi
cifry (nikoli nulu). :

Tvar cisla pocet Cisel
S L S L 4.53

S L L S 4.58

S L L L 4.58

L S L S 54

L L L L 54

L L S L 54

L L L S 54

L L L L 54

95



Ctyicifernjch &isel vyhovujicich podmince b) je tedy
3.4.5% + 5.5% =125.37 = 4 625.

SOUTEZNI ULOHY II. KOLA
B-1Il-1

Dané su kladné Cisla a, b, ¢ také, Ze a3 + b3 = ¢3. Dokdzte,
Ze a® + b2 > %

ReSeni. Dokazovand nerovnost ziejmé plati, pravé kdyz
plati nerovnost (@? + 62)3 > c¢6neboli kdyz plati

(@ + 23 > (a3 + B3)2.
S touto nerovnosti je vSak ekvivalentni nerovnost
a?b? (3a2 + 3b%2 — 2ab) > 0.

Ta je vSak skutecné splnéna, protoze a2 > 0 a

302 + 3b2 — 2ab = (a — b)® + 242 + 252 > 0.

3 /p\3
Jiné FeSeni. Podle predpokladu je ( i) + (—) =1,
C [4 -

| a

Proto jsou obé cisla kladnd a mens$i nez jedna. To

4

2 a\3 /b\2 b\3
> (—) A (_) > (—) , a tedy
c c c

vﬁ

a
vSak znamend, Ze (
c
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a\? b\2 a3 b\3
() (2> (&)« (&) -»
c c c c
odkud a2 + b2 > 2.
B-1l1-2

Urcete mnozinu viech bodd uvnitf nebo na hranici pra-
votihlého rovnoramenného trojuhelniku ABC o velikosti
pfepony c, jejichz soucet vzddlenosti od jednotlivych stran
trojuhelniku je roven danému kladnému cislu p. Provedte
diskusi vzhledem k parametru p.

B
N N2 v N
2 |
|
u
!
c £ A
2
Obr. 23

Reseni (obr. 23). Oznalme u, v, w vzdilenosti bodu X
trojuhelniku ABC od jeho stran AC, BC, AB. ProtoZe se
obsah trojihelniku ABC rovnid soultu obsahii trojihelniki
ACX, BCX a ABX (a neni-li X vnitini bod trojihelniku,
je situace obdobnd), plati
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c 1 e
— . =W+ o)+ —cw=—,
2 ]/2 2 4

4.

o

u+v+w]/§=

N |

/
Plati tedy # + v + w = p, pravé kdyz

c

5—1:—_"‘.
w () )1/2 p

c

ProtoZze pro body trojihelniku je 0 = o = 2> md uloha

neprdzdné reSeni pro ta p, pro kterd

o

2
Refenim je promnik trojuhelniku s piimkou rovnobé&znou

c—pl2

s pfeponou, jejiz vzddlenost od pfepony se rovnd 12 .
2 —
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B-1l-3a

Je dén pravidelny 2z-boky jehlan s hlavnim vrcholem V.
Necht néjakd rovina protind bo¢ni hrany jehlanu v bodech
A1, Az, ..., A2y a vySku jehlanu v bodé B. Vyjadiete soucet

1 1 1
—— 4 + e
VA VA |V Azal

pomoci |VB| a uhlu ¢, ktery svird vySka jehlanu s kaZdou
bocni hranou.

Refeni. Pro i =1, ...,7 je VB osa thlu v trojihelniku
A; VA a pritom |<C BVA;| = |<C BVAi.n| = ¢. Podle
vysledku tulohy B-S-3a je

1 1 2
\VAi| VAl VB

Cos ¢.

2n cos ¢
1Z:/

Proto je hledany soucet roven

B-1I-3b

Fibonacciove ¢isla Fj (n prirodzené &islo) su definované -
takto:

Fir=1,F=1,Fyo=Fui+ Fp,n=1,2, ...

Ukéite, ze préve jedno z Cisel Figgi, F1932, ...s Figgo je deli-
teIné Cislom 6.
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ReSeni. V posloupnosti Fibonacciovych &isel se stiidaji
vzdy dvé lichd Cisla a jedno sudé, je tedy pravé kazdé treti
Cislo sudé. Vysetfujeme-li obdobné zbytky pfi déleni Cisel Fy
tfemi, dostaneme tyto zbytky: 1, 1, 2,0,2,2,1,0, 1,1, 2,0
atd. Proto je pravé kazdé Ctvrté Fibonacciovo Cislo délitelné
tfemi, a tedy prdvé kazdé dvandcté Sesti. Z dvandcti danych
za sebou jdoucich Cisel je proto pravé jedno délitelné Sesti.
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