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Kategorie A

SOUTEZNI ULOHY I. KOLA
A-1-1

Najdéte viechny uspofddané dvojice x,y kladnych redlnych
cisel, pro které plati

) Vxnyn —1 B ‘l/xn — 1 yn:—l

st / .
Jxy —1 x—1" y—1’

kde 7 je pfirozené Cislo.

RieSenie. Zo zadania ulohy vyplyva, ze x %1, y # 1,
x>0,y>0,xy#1.

Pripad #n = 1 je jednoduchy. Vtedy kazida dvojica klad-
nych realnych ¢isel x, y, pre ktori je x = 1, y £ 1, xy £ 1,
je rieSenim rovnice (1). ,

Pre n > 1 rovnicu upravime. V rovnici vystupuju sucty
geometrickych radov:

Jxnyn — 1 _ _ _
_]/;_y———l: 1+ [xy + (Vo2 + ... + (Jxy)n-1,
xn—1
v 1 =14+x+ ...+ an,
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yr—1 i :
S N—
P +y+ ...+ ynL

Teda rovnicu (1) mdézeme ekvivalentne upravit takto:

1+ Jxy + .o + )t =

:V(l+x+ o+ x )y (1 +y + oL 4y,

Rovnicu mézeme umocnit na druhu a zapisat pomocou
sumacnych znamienok:

n—1 1—1 n—1

@ G (Ve =3 5.3

i=0

Znima Cauchyho nerovnost (pozri napr. 39. zvizok SMM,
A. Kufner: Nerovnosti a odhady)

3 Sal. S8 = (S ab)

plati pre lubovolné redlne disla ag, ..., ams bo, ..., by
Naviac, rovnost plati vtedy a len vtedy, ak existuje redlne
Sislo ¢ také, Ze ap = tho, a1 = tbi, ..., am = thy, alebo ak
bo= ... =by =0.

Rovnost (2) je rovnost v Cauchyho nerovnosti (3) s m =
=n—1, ai = (|/x), b =(|»)i, i=0,...,n — 1. Teda
(2) plati vtedy a len vtedy, ak existuje také redlne Cislo 7,
ze (J/x)! = ¢t (J}y)i, i =0, ...,n — 1. Pre i = 0 z tejto pod-
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mienky vyplyva ¢ = 1. Teda, ak x, y st rieSenim rovnice (1),
tak x = y.

Skiskou sa lahko presved¢ime, Ze kazdd dvojica x, y
kladnych redlnych ¢isel, pre ktord je x =y, x # 1, je rieSe-
nim rovnice (1).

A-1-2

Pro kazdé piirozené Cislo 7 existuje pfirozené Cislo m takové,
Ze na kruznici se sttedem [0, 0] a polomérem m lezi alespoii 7
mifZovych bodii. DokaZte. (MfiZzovy bod je bod s obéma
souradnicemi celo¢iselnymi.)

RieSenie. Ak mreZovy bod [, /] lezi na kruznici so stre-
dom [0, 0] a polomerom m, tak trojica celych Cisel &, I, m
je rieSenim rovnice

¢)) x4+ 32 =22
Naopak ak trojica celych Cisel %, I, m je rieSenim rovnice (1),
tak mrezovy bod [, /] lezi na uvazovanej kruznici.

Teda povodnd uloha je ekvivalentd takejto ulohe: Mdme

ndjst prirodzené c¢islo m také, Ze rovnica (1) md asponn »
rdéznych rieSeni tvaru

(2) kl: ll, m; k2> 12) m;o...5 km ln, m.

Zd4 sa, ze je lahS$ie ndjst n roznych nenulovych celodisel-
nych rieSeni

D1y q15 Y15 P25 425725 + . .5 Pus Qs T
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rovnice (1) (bez podmienky r; = r2 = ... = ry),ako hladat
rieSenia tvaru (2). VS§imnime si v§ak toto:

Ak p1, q1, 11 @ P2, g2, r2 sU nenulové celociselné rieSenia
rovnice (1), potom trojice pire, qire, rirs @ pori, o1, Tirz
st rieSenia rovnice (1) tvaru (2) s m = rire. Tieto trojice
v§ak nemusia byt r6zne. V tejto suvislosti zavedieme novy
pojem. Dve nenulové celodiselné rieSenia p1, g1, 71 2 pa, qo, 2
rovnice (1) nazveme sudelitelné, ak existuje také redlne &islo 7,
Ze plati p1 = tp2, 1 = tq2, 11 = tra.

Ak p1, q1, 11 2 P2, g2, r2 sU nenulové nesideliteIné celo-
Ciselné rieSenia rovmice (1), potom trojice pira, qire, rire
a por1, gor1, r1r2 sU dve rozne rieSenia rovnice (1).

Vo vieobecnosti, ak mdme 7 po dvojiciach nestdeliteInych
nenulovych celo¢iselnych rieSeni p1, g1, 715 P2, 92> 725 - - -3 Puo
gns Tn rovnice (1), tak staci oznacit

MmM=7r1.....%Fn
pi.m
ki = s i=1,...,m,
ri
qi.m .
L = s i=1,...,m
ri

a dostaneme # réznych rieSeni rovnice (1) tvaru (2).

Teda zostdva ndjst » navzdjom nestdeliteInych nenulovych
celociselnych rieSeni rovnice (1).

Z jednoduchej identity

(12 + 22 = (12 — 22 + 4u0?

104



vyplyva, Ze pre Tubovolné celé Cisla u, v trojica x = u% — 22,
vy =2uv, z =u® + 92 je celofiselné rieenie rovnice (1).
Ak zvolime postupne u =2 + 1,2 + 2, ...,2 + n, 0 =1,
tak trojice pi =0 +22—1, ¢=20+2), ri=>G+
+ 22+ 1,7i=1, 2,...,n st nenulové celociselné rieSenia
rovnice (1).

UkédZeme, Ze uvedené rieSenia st navzdjom nesudelitelné.
UkédZeme to sporom. Predpokladajme, Ze existuju také
1 <j = n a redlne cislo 7, Ze plati

®) Pi = 1pjs @i = 1qj, ri = 1rj.

i+ 2
Z druhej rovnosti (3) vyplyva ¢ = i Dosadenim do
J
prvej rovnosti v (3) dostdvame
E+22-=DG+2)=0E+2((+ 27— D.

Po jednoduchej dprave mame
G+2)@E+22—1—-(EC+2)J+2)=—(@G+ 2).
Teda cislo 7z + 2 je deliteIné Cislom j + 2. To v$ak nie je

mozné, leboz + 2 <j + 2.

Vysledok mozeme zhrnut takto: Na kruZznici so stredom
[0, 0] a polomerom m, kde

m=1+22+1D.(C+22+1D.....(n+22+1)
lezi aspoii # mreZovych bodov o suradniciach
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GG+22—1).m 2G0@+2).m

t =12, . iy
G+22+1 ° (@G+22+1° P

Pozndmky. 1. Vsetky uvedené body lezia v prvom kva-
drante. Aj body otocené o 90°, 180° a 270° st mreZové body
leziace na uvazovanej kruznici. Podobne body [0, m], [m, 0],
[0, —m], [—m, 0] leZia na uvazovanej kruznici. Teda je tam
asponl 4z + 4 mrezovych bodov.

2. Dd sa ukdzat, Ze trojice #? — o2, 2uv, -+ (4% + 0?)
a 2uv, u? — v%, -+ (u® + %), kde u, v su celé ¢isla, su vietky
celociselné rieSenia rovnice (1) - pozri napr. ulohu A-P-1
26. ro¢nika MO.

A-1-3

Do kazdého trojihelniku lze umistit revnoramenny troj-
2
thelnik, jehoZ obsah je vétsi neZ V? -ndsobek obsahu pu-
vodniho trojihelniku. Dokazte.

Riesenie. Uvazujme trojuholnik ABC. Oznacime pisme-
nami a, b, ¢ diiky strdn oproti vrcholom A4, B, C a « velkost
uhla pri vrchole 4. Nech P je obsah trojuholnika ABC.
Miéme ndjst rovnoramenny trojuholnik s obsahom P’ umiest-

2
neny v trojuholniku 4ABC a taky, Ze F > V—

Ak niektoré dve strany trojuholnika ABC st rovnako
velké, tak ABC je hladany rovnoramenny trojuholnik
a P’ = P. Bez ujmy na vSeobecnosti mdzeme teda predpokla-
dat, Ze platia < b < c.
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Obr. 24

Nech D je bod na strane AC taky, ¢ ABD je rovnora-
menny. Nech E je bod na strane 4B taky, ze AE = b (pozri
obr. 24). Nech P;, P; st obsahy trojuholnikov ABD, AEC,
2 je vySka trojuholnika ABC na stranu AB a w» je vyska
trojuholnika 4BC na stranu AC. Potom plati

P=%cv=1%bw,
Py, =} |AD| . w,
Py =L |AE| . v = } bo.
V2

b
— > —, tak
Ak 2 a

C

P, b ]2
—
c

P Pk

a teda AEC je hladany trojuholnik.
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b /2
Ukédzeme, Ze v pripade — = —li— je hladanym trojuholni-
c
kom trojuholnik ABD. Z obrdzku 24 vidiet, Ze plati

c

2
COS o0 = ———,
|AD|
a teda
cw
P = ——.
4 cos o

Predpokladajme, Ze BC je najkratSia strana, a teda a je
T
najmensi uhol. Urdite je 0 < o < PR ateda 0 < cosa < 1.

TakZze postupne dostaneme

P cw 2 c

c 1 2 V
E— . ] > — 2 _
P 4 cosa bw 2b cosa 26

N |

22 2
A-1-4

St dané redlne Cisla a, b, rtaké,7ze 0 < a = 2r,0 < b = 2r.
Na kruznici £ s polomerom r st pevne zvolené body 4, B
tak, Ze |AB| = a. Uréte mnozinu vsetkych priese¢nikov
uhloprieCok konvexnych Stvoruholnikov ABXY vpisanych
do kruZnice %, pre ktoré | XY| = b.

RieSenie. Ozna¢ime M hladani mnozinu vSetkych prie-
seCnikov K uhloprieok konvexnych $tvoruholnikov ABXY
s vlastnostou uvedenou v zadani dlohy.
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Ak a = b = 2r, tak bezprostredne vidiet, Ze M je prdzdna
mnozina. Dalej budeme predpokladat, ze a # 2r alebo
b+~ 2r.

Budeme hovorit, Ze tseCku UV vidiet z bodu W pod uhlom
o, ak o je velkost uhla UWYV. Vieme, Ze mnozina bodov,
z ktorych vidiet tsecku UV pod uhlom o, je zjednotenie
dvoch oblukov kruznice.

Miéme pevne zvolené body A, B na kruznici & so stredom
S a polomerom r také, Ze |AB| = a. Nech X, Yy su body
na kruznici & (pozri obr. 25) také, ze |XoYo| = b, priamka
XoYy je rovnobeznd s priamkou AB a bod S lezi v licho-
bezniku ABX,Yy.(Ak a = r, tak existuju dve dvojice takych
bodov. V opacnom pripade st body Xp, Yo urcené jedno-
znacne.) Priamka 4B urcuje dve polroviny ¢ a o. Nech p
je polrovina obsahujica body Xo, Yy. Oznacime «, § velkosti
uhlov AXyB, YoBX,. Nech Kj je priesecnik uhloprieéok
AXo, BYy. Usetku AB.z bodu K, vidiet pod uhlom « + f.

Nech X, Y sd body na kruZnici £ také, ze | XY| =5
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k
Obr. 26

(pozri obr. 26). Oznacime K priese¢nik uhlopriecok kon-
vexného S$tvoruholnika ABXY.

Dalej budeme rozliSovat tri pripady.

1. @ = b. Potom ABX,Y) je obdiznik a « = . Bod X
lezi v polrovine p. Uhol AXB je obvodovy uhol nad tetivou
AB, a teda jeho velkost je o. Podobne uhol XBY je obvodovy
uhol nad tetivou XY, |XY| = b, a teda jeho velkost je f.
Takze tseCku AB vidiet z bodu K pod uhlom « + . Bod K
lezi na obliku kruZnice k1 v polrovine g, z ktorého vidiet
useCku 4B pod uhlom « + . Tym sme ukdzali, Ze M < £1.
Ukédzeme aj opacnu inkldziu.

Nech Z e ki. Oznatime U, V priesecniky polpriamok
AZ, BZ s kruznicou k (pozri obr. 27). Vieme, Ze uhol AZB
je « + (. Bod U lezi v polrovine ¢ na kruZnici & s tetivou
AB, a teda uhol AUB je «. Potom uhol UBV je f a odtial
vyplyva, ze |VU| = b. Stvoruholnik ABUV je konvexny,
ateda Zc M.
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XI
v
8 Y
X
A B A B
k k
Obr. 27 Obr. 28

Cize v pripade a = b mnozina M je oblik kruZnice v pol-
rovine g, z ktorého useCku AB vidiet pod uhlom « + f.

2. a < b. Body X, Y musia lezat v polrovine o (lebo
tetiva XY je dlh$ia ako tetiva AB). Uhol AXB je «. Uhol
YBX mbze byt f alebo © — 8 (obr. 28). Teda uhol AKB
je « + f alebo © + « — (. Z uvedeného vyplyva, Ze M =
< k1 U ko, kde ki, ke st obliky kruznice v polrovine g,
z ktorych vidiet use¢ku AB pod uhlom « + f, resp. © +
+a— p.

Rovnakymi argumentami ako vys$ie mozno ukdzat, Ze
M =% U ks

3. a > b. Body X, Y mézu lezat bud obidva v polrovine g,
alebo obidva v polrovine ¢. Uhol YBX je v obidvoch pripa-
doch f. Uhol AXB je v prvom pripade « a v druhom © — a.
Teda uhol AKB je « + [ alebo = + [ — «. Z uvedeného
vyplyva, Ze M < k1 U ks, kde k1 je oblik kruznice v polro-
vine g, z ktorého vidiet tse¢ku AB pod uhlom « + f, a ks
je obluk kruznice v polrovine o, z ktorého vidiet dsecku AB
pod uhlom = + f — a.
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Ak Z € k1 U ks, tak zostrojime body X, Y ako priese¢niky
polpriamok AZ, BZ s kruznicou k. Jednoduchou tvahou
(ako v pripade 1.) zistime, ze |XY| =056 a ABXY je kon-
vexny Stvoruholnik. Teda M = &1 U ks.

A-1-5

Su dané dve nerastiice postupnosti redlnych &isel {ax},” 5
{bn},>, a dve prosté zobrazenia P, R mnoZiny vsetkych
prirodzenych ¢isel na seba. Utvorme suGlty ap;y + bgyys
@py + bpeys- .. a usporiadajme ich podla velkosti do ne-
rasticej postupnosti {c;}.° ;. Potom pre kaidé dve pri-
rodzené Cisla m, n plati

Cmin-1 = @m + b

Dokazte.
RieSenie. Z definicie postupnosti {c.},” , vyplyva, Ze
existuje postupnost ki, ko, ..., kn, ... takd, Ze

€1 = @py + brepyys -+ o5 Cn = Ay + Brgpnys - - - -

Naviac, pre i 7 j je k; 7 kj.

Z toho, Ze postupnosti {a,},, {bu},., sU nerastice,
vyplyva, Ze aj = a; pre j = m a b; = by, pre i = n. To zna-
mend, Ze nerovnost a; + b; > a;, + by, mdZe platit jedine
prej < malebo i < n.

Oznatime A = {I; P(k)) < m} a B = {I; R(k;) < n}. Ak
¢ > am + by, tak podla predchddzajiceho plati /e A U B,
Kedze mnozina A md m — 1 prvkov, mnozina B ma»n—1 prv-
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kov, tak A U B md menejakon + m — 1 prvkov. To znamenad,
Ze nerovnost ¢; > ay + by, plati pre menej ako n + m — 1 hod-
ndt indexu I Teda (n + m — 1)-ty ¢len nerasticej postup-
nosti {¢x},>,; je nie vi¢si ako an + bu, tj.

Cnim-1 = am + bq.

A-1-6

Je dany Stvorsten ABCD a lubovolny bod K v jeho vnitri.
Nech Gi, G2, G3, Gy su taziskd Stvorstenov KBCD, AKCD,
ABKD, ABCK. Dokidzte, ze objem Stvorstena G1GaG3Gs
nezdvisi od volby bodu K.

RieSenie. Vieme, Ze taZisko Stvorstena deli taznicu v po-
mere 1:3. Ta¥nica je spojnica vrcholu s taziskom steny
$tvorstena. Dalej vieme, Ze S$tvorsten je aZz na posunutie,
otoCenie, pripadne zrkadlovy obraz, jednoznacne urceny
dizkami svojich hrén. Speciilne, objem $tvorstena je uréeny
dizkami jeho hrén.

Nech Ti, To, T3, Ty st taziskd stien BCD, ACD, ABD,
ABC. Bod G, 1 = 1,2, 3,4, deli tsecku KT; v pomere 1 : 3,
lebo G; je tazisko prislu$ného $tvorstena a KT; je jeho taznica.
Teda S$tvorsten G1G2GsGy je rovnolahly so §tvorstenom
T1T>T3Ts s koeficientom rovnolahlosti z‘ a stredom rovno-
Iahlosti K. KedZe koeficient rovnolahlosti je nezdvisly od
volby bodu K, tak dIiky hrin Stvorstena G1G2GsGy tiez
nezdvisia od volby bodu K, a teda ani jeho objem.

Naviac ak si uvedomime, Ze rovnolahlost s koeficientom k&
meni objem telies |k[3-krdt, tak Iahko ur¢ime objem Stvor-
stena G1G2G3G4 pomocou objemu ABCD. Stvorsten T1 T2 T3 Ty
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je rovnolahly so $tvorstenom ABCD s koeficientom rovno-
1
Tahlosti — Y a stredom v taZisku $tvorstena ABCD. Teda

3 /3\8 1
. (—) = — ndsobok
4 64

1

objem Stvorstena G1G2G3G; je 3

objemu $tvorstena ABCD.

Iné rieSenie. Umiestnime §tvorsten ABCD do stradnicove;j
sustavy s pociatkom O. Oznaime g; vektor G; — O. Po-
dobne a =4 -0, b=B—-0,c=C—0,d =D — 0,
k = K — O. KedZe G je tazisko 3tvorstena KBCD, tak
plati

k+b+c+d

fi=—"""7
Podobne plati
_a+k+c+d
g2 = 4 5
_a+b+k+d
g3 = 4 5
a+b+c+k
gr=—.

4

Di#ka hrany G;G: je rovni velkosti vektora

a—b
Go—Gi=g—g= yeul
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Podobne pre ostatné hrany. Z uvedeného vyjadrenia vyplyva,
ze dizka hrén $tvorstena G1G2G3G; nezavisi od voIby bodu K,

|
je rovnd ry dlzok odpovedajucich hrén Stvorstena ABCD.
Teda objem S$tvorstena G1G2G3G, nezdvisi od volby bodu K

1
aje o ndsobok objemu $tvorstena ABCD.

ULOHY KLAUZURNE]J CASTI I. KOLA
A-S-1

Urcte vSetky usporiadané n-tice Cisel ag, ag, . . .,y z inter-

T T . sk .
valu (—- 23 7), pre ktoré md kvadratickd rovnica

n n n
(1) x2 Y cos?a; — x > sin2u; + » sin2o; =0
is1 ic1 i=1

aspon jeden redlny koren.
RieSenie. Kvadratickd rovnica (1) mé aspoii jeden redlny
koren prédve vtedy, ked jej diskriminant

D = (3 sin2u;)2 —4 > cos? oy . > sin2 oy

t=1 i=1 =1
je nezdporny.
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Jednoduchou tpravou pouZitim vzorca pre sinus dvojnd-
sobného uhla dostaneme

(2) D=4[(> sino;cos o) — > cos? o; . > sin? o] =0.

i=1 i=1 i=1

Podla Cauchyho nerovnosti (pozri rieSenie ulohy A-I-1)
vsak plati

n n n

3) (3 sinoy cosoy)2 = > cos?oy . > sin? a;.
i=1 i=1 i=1

Teda nerovnost (2) plati vtedy a len vtedy, ked D = 0.
To je ekvivalentné tomu, Ze plati rovnost v nerovnosti (3).
Zo zadania tlohy vyplyva, Ze cos o; % 0 pre ¢ = 1,2, ..., n.
Teda rovnost v (3) nastdva prave vtedy, ked existuje redlne
Cislo & také, ze

sino;g =k .cosoy, 1 =1,2,...,m,

ekvivalentne
k=tgo =tgoas = ... =tg ay.
v wr ; o Tt Tt
KedZe Cisla a1, . ..,0, st z intervalu | — 5 7) tak posled-

nd podmienka je ekvivalentnd podmienke a; = a2 = ... = ay.
Iné rieSenie. Rovnicu (1) upravime na tento tvar
n n n

> x2cos?a; — > 2xc0S a4 sin oy + , sin® o; = 0,
i=1 i=1 i=1
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1.

n
> (xcos o; — sin oy)? = 0.
i1

Suma Stvorcov redlnych cisel je rovnd nule prive vtedy,

ked kazdy scitanec je nulovy. Teda rovnica (I) je ekviva-
lentnd sustave rovnic

X COS &3 = Sin oq,

X COS otg = Sin ag,
4) .

X COS oty = SIn oy.

Zo zadania vyplyva, Ze cos a1 7 0, cos ag 7~ 0, . .., 08 oy, 7= 0.
Rovnica (1) md redlne rieSenie prdave vtedy, ak md redlne
rieSenie sustava rovnic (4). Tdto md redlne rieSenie prdve
vtedy, ked

sin o sin oy,

e — 3
COS o3 CoS oy

tj.keda1=a2:... = Oy.
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A-S-2

Do kazdého pravouhlého trojuhelnika Ize umistit rovnora-

menny trojihelnik, jehoZ obsah je vétsi nebo roven T_-né-
312
sobku obsahu pavodniho pravouhlého trojihelnika. Dokazte.
RieSenie. Uvazujme pravouhly trojuholnik ABC s pra-
vym uhlom pri vrchole C a dizkou strén a, b, c, a < b < c.
Nech « je velkost uhla BAC. Obsah P je potom

P = 1 bc sin .
Nech D je bod na strane AB taky, Zze |[DA| = b, a nech E

je bod na strane AC taky, Zze |[BE| = |EA| (pozri obr. 29).
Také body zrejme existuju.

Obr. 29

Obsah P; trojuholnika ADC je

1 . b
(€)) Py = —#bsina =— P.
2 c
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Podobne obsah Ps trojuholnika ABE je

1 sine 1 & |
T . Sin o,

11
2 P:—— ., =——Ct =——62__._—:__.
@ Po=—re.Sega="pc. o =

b 1
Ak — = T’ tak podla (1) trojuholnik ADC vyhovuje pod-
¢ 3)2
. b 1 :
mienkam tlohy. Ak — < —, tak podla (2) plati
c 3V2

1 ¢

2 . 1 — 1
Py =— —bcsina>—(3]/22. P=—P.
-2 31/2

4 B

Teda v tomto pripade trojuholnik ABE vyhovuje podmien-
kdm dtlohy.

A-S-3a

V roviné je ddna kruZnice ks polomérem r a na ni body 4, B
ve vzddlenosti d. Necht ¢&islo v spliiuje nerovnosti 0 < d <
<=2

Najdéte mnoZinu viech bodi X z vnéjsi oblasti kruznice &,
pro néz druhé pruseéniky A’ = A, B’ #* B piimek XA,
XB s kruznici k maji vlastnost, ze |A'B’| = v.

RieSenie. Body 4, B rozdelia kruZnicu na dva obliky
k1, k2. Nech k1 je vdcsi z nich, tj. ten, ktory lezi v tej istej
polrovine ako stred S kruZnice %k urfenej priamkou AB.
Nech X je bod z vonkaj$ej oblasti kruznice &, A’y B’ su body
na kruznici & rézne od 4, B, |A’'B’| = v, a X leZi na priamkach
AA', BB'.
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Nech 2u je velkost vypuklého uhla ASB a 2 je velkost
vypuklého uhla A’SB’. Teda o < —7;— afp= -;i Naviac, ¢islo

p nezdvisi od polohy bodov A’, B’, je urfené dizkou .
MbéZu nastat tri pripady:

1. A, B' € ky;
2. A" €k, B € ke
3. A € kz, B' e kl.

V pripade 1 mdme dalsie dve moZnosti:
a) stred S lezi v §tvoruholniku ABB’A’ (obr. 30);
b) stred S lezi mimo $tvoruholnika ABB’A’ (obr. 31).

Obr. 30 Obr. 31
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V pripade 1a) sa Iahko vypocita
L AXB =n — (<L XA'B’ + §: XB'A") =
=7 — (L XA'B + <L AB'A" + a) =
=t —m—f+a)=§—oa
Podobne v pripade 1b) zistime, Ze
SLAXB =7 —a — f.
V pripade 2 mdme tieZ dve moZnosti:

a) bod § lezi v trojuholniku AB’A’ (obr. 32);
b) bod S lezi mimo trojuholnika AB’A’-(obr. 33).
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V pripade 2a) dostdvame
LAXB =n — (v —f) —(n —(x —2)) = f —
a v pripade 2b) miame
X AXB =7 —a — f.

Rovnako v pripade 3 mdme dve moZnosti a uhol <t AXB
je p —aalebow —a — f.

Nech /; je obluk kruznice, z ktorého vidiet use¢ku AB
pod uhlom  — . Podobne nech J je obluk kruznice, z kto-
rého vidiet tsecku AB pod uhlom 7 — o — . Obidva
obliky lezia v opaCnej polrovine uréenej priamkou AB ako
bod S. '

Z uvedeného rozboru vyplyva, Ze hladand mnoZina M
bodov X s vlastnostou uvedenou v texte tlohy je podmnozina
zjednotenia /1 U b.

Nech Ti, T, T3, T4 s1 priesecniky dotycnic #1, 22 kruznice &
v bodoch A, B s oblukmi /;, l5. UkdZzeme, Ze

(1) M = ILU b — {Tl, Tg, Ts, T4}

(pozri obr. 34).
Ozna¢ime T prieseCnik dotycnic #; a t2. Uhol ATB je

7 — 20. Kedze plati 0 < o < ﬁ§—72i,takn~—21> B—oa

amw—2r>7—ao—ff. Teda bod T lezi vnutri kruznic
oblikov /;, /. Nech bod X lezi na/; U k a je rézny od bodov
T1, To, T3, Ts. MbZe nastat zrejmych Sest pripadov (obliky
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Obr. 34

L, I st bodmi T3, Ty, T3, T4 rozdelené na Sest Casti). Nech
napriklad bod X lezi na obliku /; medzi bodmi 77 a T3
(pozri obr. 35). Potom druhy prieseCnik A’ priamky AX
s kruZnicou k lezi na obliku %; (vzhladom na polohu bodu X
k dotycnici #1). Podobne bod B’ lezi na obliku k;. Kedze
uhol AXB je f — «, uhol AB’'B je «, tak lahko sa vypocita,
Ze uhol A'AB’ je f5. Odtial uz vyplyva, ze |A'B’'| = v. Teda
XeM.

Podobne by sme postupovali v ostatnych pripadoch.

Teda hladand mnoZina je popisand vztahom (1).
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Obr. 35

A-S-3b

V roviné se soufadnicemi x, y je ddna primka p. Pak jsou
pravé tfi moznosti:
a) p obsahuje nekonecné mnoho miiZzovych bodu roviny
(tj. bodu s celociselnymi soufadnicemi);
b) p neobsahuje Zidny mfiZovy bod;
c) p obsahuje pfesné jeden miiZovy bod.
Dokazte. Pro kaZdou z moznosti a), b), c) udejte piiklad
pfimky p.
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Riesenie. UkdZeme, Ze nastane aspoii jedna z uvedenych
troch moZnosti. Predpokladdme, Ze nenastane moZnost b)

ani c).  UkdZeme, Ze vtedy nastane moZnost a).

Ak nenastane moznost b) ani c), tak existuju aspoii dva
rézne mrezové body A, B, ktoré lezia na priamke p. Nech A4
ma4 sdradnice [xo, y0] a B m4 stradnice [x1, ¥1]. Ak rovnica

priamky p je y = kx + ¢, tak musi platit

Yo = kxo + ¢,
1 = kx1 + q,
teda
k:{l__yo,
X1 — Xo
Y1 — Yo
g=%Y0 — Xp —— .
X1 — Xo

Teda rovnica priamky p md tvar

Y1 — Yo
y=—"7"7""
X1 — Xo

(D

Ak 7 je prirodzené Cislo, tak ¢isla

Xn = Xo + n (%1 — Xo),

Yn =30 + n(y1 — o)

(x — x0) + Yo.
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su celé. Naviac zrejme dvojica xy, y» vyhovuje rovnici (1).
Teda na priamke p leZia vSetky mrezové body so suradnicami
[%2s ¥r], tj. nastiva moZnost a). Ak priamka p nema rovnicu
uvedeného tvaru, tak je rovnobeznd s osou y. Potom jej
rovnica je x = xo a obsahuje vSetky mreZové body so su-
radnicami [xg, y], kde y je celé Cislo.

Prikladom priamky pre moZnost a) je Iubovolnd priamka
s rovnicou y = &, k je celé Cislo. Prikladom priamky pre
pripad b) je priamka y = 1}, td neobsahuje ani jeden mreZovy
bod. Na priamke s rovnicou y = |/2 x leZi mreZovy bod so
stiradnicami [0, 0]. UkdZeme, Ze iny mreZovy bod tam neleZi.
Keby totiz mrezovy bod [x1, 1], kde y1 7% 0 alebo 31 # 0,
lezal na priamke y = 1/2_ x, tak y1 = ]/2_ x1. Potom x3 %40

aj y1 # 0, a tedy ]/5 = _f—cl To by znamenalo, Ze ]/5 je racio-
1

nélne ¢islo, a to nie je.

SUTAZNE ULOHY II. KOLA
A-1l-1

Nech 4, B, C, D su mrezové body také, Ze body C, D nelezia
na priamke AB. Nech v; je vySka trojuholnika ABC na
stranu AB a vy je vySka trojuholnika ABD na stranu AB.
Potom o, : 92 je raciondlne ¢islo. DokdZte.

RieSenie. Ak body A, B lezia na priamke rovnobeZnej
s osou y, tak |AB| je prirodzené Cislo a aj v1, v2 su prirodzené
Cisla.
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Ak body A, B nelezia na priamke rovnobeZnej s osou y,
tak priamka AB md rovnicu y = kx + ¢, kde &, ¢ st racio-
ndlne Cisla (pozri rieSenie Ulohy A-S-3b). Oznacme [c1, co]
a [d1, d»] suradnice bodov C, D. Podla vzorca pre vzdialenost
bodu od priamky plati

v1 = ket —c2 + ¢q| : ]/i—:L_kE,

v = |kdy — do + ql: ]/T+—k2
Potom
v1:% = |kcr — c2 + q| & |kdy — ds + ¢

a to je raciondlne Cislo.

Iné rieSenie. UkdZeme najprv pomocné tvrdenie: Ak
mrezové body Xi, Xs, X3 neleZia na priamke, potom dvoj-
ndsobok obsahu trojuholnika X;X>X3 je prirodzené Cislo.

Nech [x;, y:] su suradnice bodu X, i = 1, 2, 3. Bez ujmy
na vSeobecnosti moézeme predpokladat, Ze x3 = x2 < x3
(keby x1 = x2 = x3, tak body X1, X, X3 leZia na priamke).
Ak x1 = x2, tak |X1X5| =|y2 — | a vyska trojuholnika
X1X>X3 na stranu X1X> je x3 — xo. Teda pre obsah P
plati

P =14y —yl . (x3 — x2).

Odtial uz vyplyva tvrdenie.

Nech teraz x; < x2 < x3. Nech X je bod s x-ovou st-
radnicou x2 na usecke X1Xs (pozri obr. 36). Pre druht sd-
radnicu y bodu X plati

(v — 1) : (3 — 1) = (%2 — x1) : (x3 — x1)
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X
Y X
Xy
X1 X2 X3
Obr. 36
a teda
X2 — X1
y=n+——.(3— )
X3 — X1
Pre dizku usedky X»X plati
X2 — X1
| XoX| =32 —y =y2 — 31— ——— (¥3 — ¥1)-
X3 — X1

Obsah P trojuholnika X3 X5 X3 je sucet obsahov trojuholnikov
X1 XoX a XX5X3. Teda plati

1 1
P= Yy [ XoX] . (x2 — x1) + ) | X2X| . (%3 — x2).

Odtial postupne dostaneme
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P = (XX . (50— m) = - (0 —30) - (x5 — ) —

— (%2 — x1) . (¥3 — 1))

Z poslednej rovnosti vyplyva, Zze 2P je prirodzené dislo.
Teraz uz Tahko dokdZeme tvrdenie ulohy. Oznadime P

1
a Py obsahy trojuholnikov 4BC a ABD. Kedie P; = 3

1
.|AB| .v1, Py = ey |AB| . va, tak o1 :vy = 2P;:2Ps. Ale

Cisla 2Py, 2P, su prirodzené, teda v; : v» je raciondlne cislo.

A-11-2

Urdete viechny usporddané n-tice (n= 1) kladnych redl-
nych &isel x1, Xo, ..., Xn, které vyhovuji soustav€ rovnic

1
(1) x1+x2+...+xn=Z,
1 4 n2
@ —+ —+ ...+ —=n2(n+ 12
X1 X2 Xn

RieSenie. Predpokladajme, 7e n-tica kladnych redlnych
&isel x1, x2, ..., X, vyhovuje rovniciam (1) a (2). Oznacime
— i
ai = |/%i, by = —, i =1, 2, ...,n Podla Cauchyho ne-
Xi
rovnosti plati
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n n 1
G)Zﬁ-ifzﬁmﬂhﬂim——#w 1)2.
i=1 P 1

i=1 i=
Z druhej strany podla (1) a (2) plati

n N R n n 12 1
2a.2b=2x.3 —=—n(n+ 17
=1 i=1 i=1 i=1 Xi 4

Teda v Cauchyho nerovnosti (3) plati rovnost. Vieme, Ze
pre kladné ¢islo plati v Cauchyho nerovnosti rovnost prave
vtedy, ked existuje kladné c':islo t také, Ze a; = tb; pre i =

=1,2,...,n Teda|xi = 1. _prez—l 2,...,n Teda

Xi
xi=1.1,1=1,2,...,n Dosadenim do rovnice (1) dosta-
neme

1
T2+ 1)

Zistili sme, Ze ak n-tica kladnych ¢isel x1, x2, . . ., x, vyhovuje
rovniciam (1) a (2); tak

i
- Xi=——"-1=12,...,m
() t 2n(n+1)’ 3~ ]

Dosadenim sa fahko presved¢ime, Ze n-tica (4) je rieSenim
rovnic (1) a (2).
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A-1ll-3a

Dokazte: Ke kazdému rovnobéZniku existuje pravouhelnik
v ném obsaZeny, jehoZ obsah je vétsi nebo roven jedné polo-
viné obsahu ptivodniho rovnobézniku.

Riesenie. Nech ABCD je rovnobeznik. MéZeme pred-
pokladat |4AB|= |BC|. Nech E, F su stredy stran AD, BC
(pozri obr. 37). Nech k je kruZnica nad priemerom EF.
Polomer kruZnice % je rovny % |AB|. Vzdialenost priamok
AB, DC od priemeru EF je nie vic§ia ako § |BC|, teda nie
vicsia ako polomer kruznice k. KruZnica k teda pretina
priamky AB, DC aspoil v jednom bode. Naviac aspoii po
jednom z tychto priese¢nikov je na useCkich AB, DC.
Nech Q je priese¢nik kruZnice k s iseckou AB a R je priese¢-
nik kruZnice k s tseCkou DC, a to taky, Ze QR je priemer
kruZnice k.

Stvoruholnik EQFR je pravouholnik (uhly ERF, EQF st
obvodové uhly nad priemerom EF) a jeho obsah je rovny
polovici obsahu rovnobeznika ABCD.

- Obr. 37
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A-11-3b

V rovine je dand kruznica k s polomerom 1, do ktorej je
vpisany pravidelny 1982-uholnik. Nech M je pevny bod,
ktory lezi v jeho vnutri. Potom existuji dva vrcholy 4, B
tohto 1982-uholnika také, Ze plati

2
(1———)n§{AMB<7:.
- 1982

Dokazte.

RieSenie. Ak A4, B st vrcholy mnohouholnika, ktoré nie
st susedné, tak tseCku AB nazveme uhloprieckou. Uhlo-
prie¢ok je koneény pocet. Specidlne teda, v naom 1 982-uhol-
niku existuje uhlopriecka AB takd, Zze bod M na nej nelezi,
ale je k uhlopriecke AB najbliZsie, tj. ak X Y je ind uhlopriecka
neobsahujica bod M, tak vzdialenost bodu M od XY nie je
mensia ako vzdialenost bodu M od AB.

Oznatime A’, B’ druhé priese¢niky priamok AM, BM

B

Obr. 38
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s kruznicou & (pozri obr. 38). Vnutri (kratSieho) obliku B4’
nelezi ziadny vrchol 1982-uholnika. Ak by tam lezal vrchol X,
tak uhlopriecka A X by bola blizsie k bodu M ako uhlopriecka
AB. Z rovnakych doévodov nelezi Ziadny vrchol 1982-uhol-
nika vnutri kratSieho obliku AB’. KedzZe pre dva susedné

2
vrcholy X, Y nd$ho mnohouholnika plati < XSY = 1_9181:—2

2
(S je stred kruznice k), tak nutne <t ASB" = é,i BSA'<

o
< 1-91;5. Bod M nelezi na priamke AB, takie < AMB <
< 7. Z druhej strany
> ABB' =} < ASB’
X A'AB =} < BSA..
Teda

1
+ AMB =7 — (< A'AB + < ABB) =7 — —.

1 2 2
(S ASB'+ X BSA)=m ——.2 . — —x (1 ﬁ_—),

SUTAZNE ULOHY III. KOLA
A-1lIE-1

Je ddn ctyrstén ABCD a uvnitf Ctyfsténu body K, L, M, N,

které nelezi v roviné. Pfedpoklddejme, Ze také tézisté¢ P, Q,
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R, S crytstént KBCD, ALCD, ABMD, ABCN nelezi
v roving, a oznatme T tézist¢ Ctyfsténu ABCD, T tézistd
Ctyfsténu PORS a T tézisté Ctyfsténu KLMN.

a) Dokazte, ze body T, Ty, T1 lezi v jedné pfimce.

b)vUréete pomér |ToT| : |ToT|.

RieSenie. Zvolime si sustavu sdradnic. Nech a, b, ¢, d
st x-ové suradnice bodov A, B, C, D, k, I, m, n, p, q, 1, s,
t, to, 11 s x-ové suradnice bodov K, L, M, N, P, Q, R, S,
T, Ty, T1. Suradnica taziska je aritmeticky priemer sdradnic
vrcholov $tvorstena, teda

a+b+c+d
[—_._—_—

a+b+m+d

r = 3 5
a+b+c+n
s = 3 5
pHg+r+s
g = 4 5
k+1+m+n
=
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Z uvedenych rovnic Iahko dostaneme

1+ 3t
tg=——.
4

Rovnaké vztahy dostaneme aj pre y-ové a z-ové suradnice.
Teda bod Ty lezi na tse¢ke 717 a deli ju v pomere 1 : 3,
T je blizsie k bodu T. Ak T splyva s bodom T, tak pomer
{ToT|:|ToT1| nie je definovany. Ak T7 = T, tak z uvedeného
vyplyva
]ToT] : |TOT1[ =1:3.
A-11-2

Dané su redlne Cisla x1, x2, x3, X4, X5, X6. Oznacime M ma-
ximum ich absolitnych hodnét. Dokédzte, Ze plati

(1) |x1x4 — x1%5 + XoX5 — XoXe + X3X¢ — Xx3xa| = 4M2.
RieSenie. Jednoduchymi dpravami postupne dostaneme
|¥1X4 — X1X5 + X2X5 — X2X6 + X3Xe — X3Xa| =
= |x1 (x4 — x5) + x2 (%5 — x6) + x3 . (%6 — xa)| =
= [ml . [xg — xs] + [x2] . x5 — x6| + [x3] . [¥6 — x4 =
= M (|xs — x5| + Iks — x| + |x6 — xa|)

Bez djmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, Ze plati
x4 < x5 < x¢. Potom

135



|xa — x5 + |x5 — x6| + |x6 — Xa| = x5 — x4 +
+ x6 — X5 + X6 — xa = 2 (%6 — x1) = 4M.

Z uvedenych vypoctov uz vyplyva nerovnost (1).

Iné rieSenie. Vyraz na lavej strane nerovnosti (1) je rovay
dvojndsobku obsahu trojuholnika ABC, kde 4 = [x1, xg],
B = [x2, x4], C = [x3, x5]. Zostrojime pravouholnik KLMN
taky, Ze jeho strany budi rovnobeZzné s osami stiradnicovej
stistavy a trojuholnik 4BC je vpisany do pravouholnika
KLMN, tj. body A, B, C lezia na strandch pravouholnika
a KLMN je najmens$i moZzny. DokdZeme pomocné tvrdenie:
Obsah P trojuholnika ABC je mensi alebo rovny polovici
obsahu Q pravouholnika KLMN.

Skutocne, ak dva z bodov A4, B, C leZia na jednej strane
pravouholnika KLMN, napr. body A, B na strane KL,
tak P =} |AB|.v. Pritom vySka o je mensia alebo rovnd
|[LM]|. Teda

P=3}|KL|.|ILM| = $ Q.

Ak na ziadnej strane neleZia dva vrcholy trojuholnika
_ ABC, tak az na oznacenie, musi byt napr.'vrchol 4 = K,
vrchol B lezi na strane LM a vrchol C lezi na strane MN.
Vedieme priamku p rovnobeznd so stranou KN cez bod C
(pozri obr. 39). Priamka p rozdeli trojuholnik 4BC na dva
" trojuholniky a pravouholnik KLMN na dva pravouholniky.
Podla predchddzajuceho novoutvorené trojuholniky maju
obsah mens$i ako polovica obsahu odpovedajicich pravou-
holnikov, a teda aj pre ich stcet plati P < Q.
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p
N c M
B
K=A L
Obr. 39

K dékazu nerovnosti (1) si staéi uvedomit, ze dizka strdn
pravouholnika KLMN nie je vicSia ako 2M.

PodTla rieSeni Petra Coufa, ziaka IV. D triedy
Gymndzia W. Piecka v Prahe,
a Vladana Pecha, ziaka I1I. C triedy
Gymndzia M. Kopernika v Bilovci.

A-I1ll-3

V roviné se soufadnicemi x, y najdéte pfiklad konvexni mno-
Ziny M, kterd obsahuje nekone¢né mnoho miiZovych boda
(tj. bodti s celodiselnymi soufadnicemi), ale pfitom na kazdé
pfimce v té roviné lezi jen kone¢né mnoho mriZovych bodi
z M.
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RieSenie. Nech % je kladné iraciondlne &islo, napr. £ = |/2.
Ukéieme, Zze mnozina M vSetkych bodov medzi priamkami

= kxay = kx + 1 md uvedenu vlastnost.

Mnozma M je zrejme konvexnd. Kazdd priamka, 1<tore)
smernica nie je &, pretina mnozinu M v usecke, a teda obsahu-
je len konecne mnoho mrezovych bodov mnoziny M. Na
priamke so smernicou % leZi najviac jeden mrezovy bod.
Skutocne, keby na priamke y = kx + ¢ lezali dva rbzne
mrezové body o suradniciach [x1, y1] a [x2, ya], tak sa lahko
vypocita, ze
yz . y1
X2 — xl

k=

¢o nie je mozné, lebo % je iraciondlne Cislo.

Zostdva ukdzat, Ze mnozina M obsahuje nekonecne mnoho
mrezovych bodov. Vieme, Ze existuje postupnost raciondl-
nych &isel {k,} | takd, Ze k, md desiatkovy rozvoj ukonéeny
na n-tom mieste a 0 = k&, < & < k;, + 10-7. Potom plati

k10" < Ry 107 4+ 1 < k107 + 1.

Naviac, ¢islo k,.10” + 1 je Cislo prirodzené. Teda mnoZina
M obsahuje nekoneéne mnoho mreZovych bodov [107;
kn 107 + 1], n =1, 2,

A-1ll1-4
V kruhu o poloméru 1 je zvoleno 64 navzdjem riznych bodu.
Dokazte, Ze z nich lze vybrat 10 navzdjem rtznych boda,

které lezi v nékterém kruhu o poloméru 3
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RieSenie. Nech % je kruznica, ktord ohraniCuje skiimany
kruh K so stredom S a polomerom 1. Nech Si,...,S6 st
stredy strdn vpisaného pravidelného Sestuholnika A;A4>A3-
AsAsAg do kruznice k (pozri obr. 40). Ukdzeme, Ze kruhy
so stredmi S, Si,...,56 a polomerom } pokryvaji kruh K.

Obr. 40

Uvazujme bod X leziaci v kruhu K. Bod X lezi v niektorom
z uhlov A1S8A4s, A28A4s,...,A6SA1. Bez 4jmy na vSeobec-
nosti moézeme predpokladat, ze X lezi v uhle A;SA4s.
Uvazujme najprv pripad, ked bod X lezi mimo trojuholnika
A1S8A>. Oznadime « velkost uhla S;SX (pozri obr. 41).

™
Zrejme 0 = o = —6~ Podla kosinusovej vety plati
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(1)  |S1X2 =|S1S2 + |SX2 — 2.|5:8].|SX].cos a.

, I3 ,
Kedze |58 = T tak plati

3 -
() |$1.X2 Y + |SX]2 — ]/3.1SX].cos a.

Bod X lezi v kruhu K, teda |SX| = 1. Z predpokladu, Ze
bod X nelezi v trojuholniku 4142S, vyplyva |SX|.cos o =

B

Z rovnosti (2) dostdvame

3 V3 1
SIXP< - 4+1—13. .
ISiXPF = 5 K 2 4

Takze bod X lezi v kruhu o strede S; a polomere 3.
Teraz uvazujme pripad, ked bod X lezi v trojuholniku
A1A45S. Nech naviac |SX| < 1.Ak « je velkost uhla XS88i,

4, A_— :

K \ e ST /\k
a
S
Obr. 42
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tak (pozri obr. 42) z kosinusovej vety dostdvame znovu

™
vztah (1). Kedze 0 = o = ri tak

2 TS0k 2= Si5] con® V313 3

cos o = Cos — = — . — = —.

' = 6 2 2 4
Oznafime x = |SX|. Podla predpokladu je i < x =1

Po dosadeni do (1) a pouZzitim (3) dostaneme

3 3 3\2 3
(4) 1 X< — +x2—2.—x=|x——) +—.
4 4 4 16

3\2 1 =
Vyraz (x ——i—) v intervale <7, 1 / nadobuda najvicsiu

32 1
hodnotu (1 — —) = —. Podla (4) teda
4 16

Takze bod X lezi v kruhu o strede S; a polomere .

KedZze v kruhu K lezi 64 zvolenych bodov, K je pokryty
siedmymi kruhmi o polomere 4, aspoii v jednom z tychto sied-
mych kruhov lezi 10 bodov. Keby totiz kazdy zo siedmych
kruhov obsahoval najviac 9 zo zvolenych bodov, tak by
ich bolo spolu nie viac ako 7.9 = 63.
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A-IlI-5

Dani je postupnost redlnych ¢isel {a,},” | takd, Ze ay # am
pre n # m, dané je prirodzené Cislo k. Zostrojte prosté zobra-
zenie P mnoziny 1,2,...,20k do mnoZiny prirodzenych
Cisel také, aby platilo

@py S o = wer <5 Bpgyoys

Ap(10) > ap11) > .00 > Ap20) >

@p20) < Apa1y < v+ < @pzoys
p20k—10) = p20k—9) > -+ = @por) s
Qp10) > o) > -+ = Ap20k—10) >
@pay) < @pao) < -+ < @pop) -

Riesenie. Najprv prvych 20k ¢lenov postupnosti {a,},.,
zoradime podla velkosti do rasticej postupnosti. To znamend,
Ze zostrojime prosté zobrazenie R mnoziny {1,2,...,20k} na
seba také, ze

(€] gy < Apay <--- o< ooy -
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Zobrazenie P zostrojime tak, Ze polozime P(1) = R(1) a za
¢isla P(2),...,P(10) zvolime devit najvdcsich z Cisel R(1),. ..,
R(20%), za P(11),...,P(20) zvolime desat najmensich z cisel
R(2),...,R(20%), ale v klesajucom poradi. Za P(21),...,P(30)
volime desat najvacsich (z Cisel R(1),...,R(20%)), ktoré sme
este nepouzili, a tak dalej striedajic zase desat najmensSich
v klesajicom poradi za cisla P(31),...,P(40).

Teda (zabezpeCujeme platnost prvych dvoch riadkov a

Gy > Gpagy ):
P(1) = R(1),
P(2) — R(20k—8), P(3) — R(20k—T),. ..,P(10) =
— R(20%),
P(11) = R(11), P(12) = R(10),. ..,P(20) = R(2).

Dalej definujeme v stilade s nerovnostami v riadkoch 2¢ + 1
a2 + 2:

P(20i + j) = R(20k — 10i — 9 + j) pre i — 1,2,...,k — 1,

P(20i + 10 + j) = R(10{ + 12 —j) pre i = 1,2,...,k — 1,
j=12,...,10.
Akl = 21 + 1je nepérne, tak
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P(107) = P(20: + 10) = R(20k — 10 — 9 + 10) =
= R(20k — 10: + 1),
P(10/ + 1) = P(20: + 10 + 1) = R(10{ + 12 — 1) =
= R(107 + 11).
KedZze 2i < k,tak 107 + 11 < 20k — 107 + 1,ateda
@pron > @pror+1) ¢
Pre [ pérné by sme postupovali podobne. UkdZeme este
platnost nerovnosti v predposlednom riadku. Podla definicie
zobrazenia P plati
P(20: + 10) = R(20k — 107 + 1).

Kedse20k — 10 + 1 > 20k —20 + 1 > ... > 20k —
—10(k — 1) + 1, tak

@p10) = o) = FRE0E—10+1) = Fp50) T FR(20k—20+1)
atd.
A-lll1-6
Necht 7, k£ jsou dand pfirozend Cisla. Urcete vSechny uspofd-
dané n-tice nezdpornych redlnych d&isel (x1, X2, ..., *n),

které splniuji soustavu rovnic
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1) A=,

(2) (1 + x]_).(l + xz). “ e .(1 + Xn) :2.

RieSenie. Nech nezdporné ¢isla x1, ..., x, vyhovuji
rovniciam (1) a (2).

Keby bolo x; > 1, tak ¥ + ... + x* = x¥ > 1, &o je

spors (1). Teda 0 < x; < 1 pre { =1, 2, ..., n. TakZe pre
kazdéi = 1,2, ...,nplati x¥ < x;.

VyuZijeme to, Ze Cisla x1, ..., x, st nezdporné a z rovnice
(2) postupne dostaneme

2=+ x). ... QA4+ x) =1+ (x1+ ... +x,) +
+ (X2 + oo+ X1 %) + oL+ xX2. L x> 1+
+(xr 4 oo+ oan) + (axe oo F X)) =1+

+ () (ke o X X)) =2 +
+ (x1x2‘-|- eee + Xp—1 xn).

V uvedenych nerovnostiach musi platit rovnost a teda musi
platit
xX1x2 + ... + Xp-1x, = 0.

Z toho vyplyva, Ze z &isel x1, ..., x, moZe byt najviac jedno
nenulové. Ak vSetky x1, ..., x, okrem x; st rovné nule, tak
z (1) vyplyva, Ze x; = 1. Teda n-tica x1, ..., x, musi byt
niektord z n-tic



3) 1,0,0,0,...,0
0,1,0,0, ...,0

0,0,1,0,...,0

0,0,0,...,0,1.

Skuskou sa presvedéime, Ze uvedené n-tice su rieSenim rovnic

(Da(2).

PodIa rieSenia J. Sgalla, Zziaka III. D triedy
Gymnadzia W. Piecka v Prahe.

Iné rieSenie. Lahko vidiet, Ze n-tice (3) su rieSenim rovnic
(1) a (2). Matematickou indukciou ukdZeme, Ze rovnice
(1) a (2) iné rieSenia nemaju.

Pre n = 1 rovnice (1) a (2) maju tvar

k
x; =1,

14+ x1=2,
ateda x1 = 1 je jediné rieSenie.
Predpokladajme, Ze sustava (1) a (2) nemd iné rieSenia ako

(3), a skimajme stistavu
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4 X+ o+ xf

n+1

=1,
(5) (1 + X1). Ce. (1 + xn—i—]) = 2.

Z rovnice (4) vyplyva,ze 0 = x; = lpre: =1,2,...,n + 1,
ateda 0 =< x* =< x;. Potom tiez

X1+ ... +xn+1§l.

Z rovnice (5) dostaneme

2=0+x). ... . A+ xps)=1+(x1+ ... + xp1) +
+oeie Fx1x0 o X1 =1+ 1+ x1.%0. ... Xp41.
Teda x1.x42. ... .x4:1 = 0. Teda jedno z cisel x1, x2, ...,

Xp+1 musi byt rovné nule, napr. x,,1 = 0. Potom dosadenim
do rovnic (4) a (5) dostaneme pre Cisla x3, ..., x, rovnice (1)
a (2). O tych uz vieme, Ze maju rieSenia (3). Teda rovnice
(4) a (5) maju rieSenia n + l-tice ndl a jednej jednotky.

PodTa rieSenia L. Kouby, ziaka IV. D triedy
Gymnadzia W. Piecka v Prahe.
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