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Kategorie A

SOUTĚŽNÍ ÚLOHY I. KOLA

A - I -1

Najděte všechny uspořádané dvojice x,y kladných reálných
čísel, pro které platí

1 jxn — 1 yn — 1
I x — 1 у — 1 3

]/xnyn — 1(1)
Уху — 1

kde n je přirozené číslo.
Riešenie. Zo zadania úlohy vyplývá, že x Ф 1, у ф 1,

x > 0, у > 0, ху Ф 1.
Případ п = 1 je jednoduchý. Vtedy každá dvojica klad-

ných reálných čísel x, y, pre ktorú je x Ф 1, у Ф 1, ху Ф 1,
je riešením rovnice (1).

Pre n > 1 rovnicu upravíme. V rovnici vystupujú súčty
geometrických radov:

]/xnyn — 1
— 1 + ]/ху + (|/xy)2 + ... + (j/ry)”-1,Уху — 1

xn — 1
= 1 + X + ... + xn~x3

x — 1
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yn - l
= 1 + у + ... + y1l~l.

У - 1

Teda rovnicu (1) móžeme ekvivalentně upravit’ takto:

1 + }jxy + ... + (.}Ixy)n-1

= |/(1 + x + ... + хи_1) . (1 + у + ... +

Rovnicu móžeme umocnit’ na druhů a zapísať pomocou

sumačných znamienok:

1 11 — 1П— 1

(2 (1/лэОО2 = 2 xi • 2У-(2)
í = 0 i = 0i=0

Známa Cauchyho nerovnost’ (pozři napr. 39. zvázok ŠMM,
A. Kufner: Nerovnosti a odhady)

m mm

14.1Щ ě (2 W(3)
»=o»=o í=o

platí pre 1’ubovol’né reálne čísla ao, .. ., am, bo, ..., bm.
Naviac, rovnost’ platí vtedy a len vtedy, ak existuje reálne
číslo t také, že ao = tbo, a\ = tbi, ..., am — tbm, alebo ak
bo = ... = bm — 0.

Rovnost’ (2) je rovnost’ v Cauchyho nerovnosti (3) s m =
— 1, at = (|/х)1-, bt = {]jy)\ i = 0, ..., n — 1. Teda

(2) platí vtedy a len vtedy, ak existuje také reálne číslo ř,
že (]/х)г = t (]/уУУг = 0, ..., n — 1. Pre * = 0 z tejto pod-

= n
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mienky vyplývá t = 1. Teda, ak x, у sú riešením rovnice (1),
tak x — y.

Skúškou sa 1’ahko přesvědčíme, že každá dvojica x, у

kladných reálných čísel, pre ktorú je x =3/, x ф 1, je rieše-
ním rovnice (1).

А- I -2

Pro každé přirozené číslo n existuje přirozené číslo m takové,
že na kružnici se středem [0,0] a poloměrem m leží alespoň n

mřížových bodů. Dokažte. (Mřížový bod je bod s oběma
souřadnicemi celočíselnými.)

Riešenie. Ak mrežový bod [&, /] leží na kružnici so stře-
dom [0, 0] a polomerom m, tak trojica celých čísel k, /, m

je riešením rovnice

X2 + jy2 = z1.(1)

Naopak ak trojica celých čísel k, /, m je riešením rovnice (1),
tak mrežový bod [&, /] leží na uvažovanej kružnici.

Teda póvodná úloha je ekvivalentá takejto úlohe: Máme
nájsť prirodzené číslo m také, že rovnica (1) má aspoň n

róznych riešení tvaru

(2) у ^5 ky YYly ••• у 1цу ttl.

Zdá sa, že je 1’ahšie nájsť n róznych nenulových celočísel-
ných riešení

pl) Ql) rli p2) <pl) • • • j pn> Qm
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rovnice (1) (bez podmienky n — r2 — ... = rn)3 ako hfadať
riešenia tvaru (2). Všimnime si však toto:

Ak pi, q\3 n a p23 qz3 r2 sú nenulové celočíselné riešenia
rovnice (1), potom trojice pir2, <7ir2, nr2 а р2П3 q^ri, rir2
sú riešenia rovnice (1) tvaru (2) s m = rir2. Tieto trojice
však nemusia byť rožne. V tejto súvislosti zavedieme nový
pojem. Dve nenulové celočíselné riešenia pi3 qi, r± a p2, qz3 r%
rovnice (1) nazveme súdelitelné, ak existuje také reálne číslo t3
že platí pi — tp23 qi — tq23 n = ír2.

Ak pi3 q\3 n a p2, q%3 r2 sú nenulové nesúdelitelné celo-
číselné riešenia rovnice (1), potom trojice pir2, qir23 rir2
а р2П3 <?2гь П/2 sú dve rožne riešenia rovnice (1).

Vo všeobecnosti, ak máme n po dvojiciach nesúdelitelných
nenulových celočíselných riešení pi3 qi3 n; p23 q%3 r2; ...; pn,
qn3 rn rovnice (1), tak stačí označit’

m — r\ rn>

pi . m
h = j i = 1, ..n3

П

qi . m
3 i — 1 i • • • 3U =

n

a dostaneme n róznych riešení rovnice (1) tvaru (2).
Teda zostáva nájsť n navzájom nesúdelitelných nenulových

celočíselných riešení rovnice (1).
Z jednoduchej identity

(и2 + г>2)2 — (и2 — v2)2 + 4ulv2
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vyplývá, že pre 1’ubovolné celé čísla и, v trojica x — u2 — v2,
у — 2uv, z — u2 + v2 je celočíselné riešenie rovnice (1).
Ak zvolíme postupné и — 2 + 1, 2 + 2, ..., 2 + n, v — 1,
tak trojice pi = (i + 2)2 — 1, qi =2 (i -f 2), n — (i +
+ 2)2 + 1, i = 1, 2, ..n sú nenulové celočíselné riešenia
rovnice (1).

Ukážeme, že uvedené riešenia sú navzájom nesúdelitelné.
Ukážeme to sporom. Predpokladajme, že existujú také
i < j ^ n a reálne číslo t, že platí

(3) pí = tph qi tqj, Гг = trp

i 2
Z druhej rovnosti (3) vyplývá t

prvej rovnosti v (3) dostáváme

. Dosadením do
j + 2

((< + 2)2 - 1) (J + 2) = (i + 2) ((;' + 2? I)*

Po jednoduchej úpravě máme

0 + 2) ((г + 2)2 — 1 — (i + 2) (У + 2)) — — (i + 2).

Teda číslo i + 2 je dělitelné číslom j + 2. To však nie je
možné, lebo i + 2 < j + 2.

Výsledok móžeme zhrnúť takto: Na kružnici so stredom
[0, 0] a polomerom m3 kde

»i=((l + 2)2 + 1) . ((2 + 2)2 + 1) ((« + 2)2 + 1)

leží aspoň n mrežových bodov o súradniciach
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((г + 2)2 — 1) . т 2 (г + 2) . т

~{i + 2)2+1 ’ (г + 2)2 + Г
i = 1, 2, ..п.

Poznámky. 1. Všetky uvedené body ležia v prvom kva-
drante. Aj body otočené o 90°, 180° a 270° sú mrežové body
ležiace na uvažované) kružnici. Podobné body [0, m], [m, 0],
[0, — m], [—m, 0] ležia na uvažované) kružnici. Teda je tam
aspoň 4n + 4 mrežových bodov.

2. Dá sa ukázat’, že trojice и2 — v2, 2uv, i (w2 + z>2)
a 2uv, w2 — z>2, i (w2 + v2), kde и, sú celé čísla, sú všetky
celočíselné riešenia rovnice (1) - pozři napr. úlohu A-P-l
26. ročníka MO.

A - I - 3

Do každého trojúhelníku lze umístit revnoramenný troj-
1/2

úhelník, jehož obsah je větší než — -násobek obsahu pů-

vodního trojúhelníku. Dokažte.
Riešenie. Uvažujme trojuholník ABC. Označíme pišme-

námi a, b, c dížky stráň oproti vrcholom А, В, C a a velkost’
uhla pri vrchole A. Nech P je obsah trojuholníka ABC.
Máme nájsť rovnoramenný trojuholník s obsahom P' umiest-

У 2P'
nený v trojuholníku ABC a taký, že — > J^-.

Ak niektoré dve strany trojuholníka ABC sú rovnako
velké, tak ABC je hladaný rovnoramenný trojuholník
a P' — P. Bez ujmy na všeobecnosti móžeme teda predpokla-
dať, že platí a < b < c.
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Nech D je bod na straně AC taký, že ABD je rovnora-

menný. Nech E je bod na straně AB taký, že AE = b (pozři
obr. 24). Nech P\3 P2 sú obsahy trojuholníkov ABD, AEC,
v je výška trojuholníka ABC na stranu AB a zc je výška
trojuholníka ABC na stranu AC. Potom platí

P = | cv = i bzv,

Pi=\\AD\ . w,

Рг = i \ AE\ . v = | 6®.

6 1/2
Ak — > ”, tak

c 2

P2 b 1/2
— = — > -—

2 ’P c

a teda ЛРС je hladaný trojuholník.
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V 2b
— je hladaným trojuholní-

kom trojuholník ABD. Z obrázku 24 vidieť, že platí

Ukážeme, že v případe —
c

c

2
cos a =

1^15
a teda

сто

Pi =
4 COS a

Predpokladajme, že PC je najkratšia strana, a teda a je
7t

najmenší uhol. Určíte je 0 < a < —, a teda 0 < cos a < L

Takže postupné dostaneme

1 jL-Ij2
2b = 2 ’ ]/2 2

Pi 2 cсто c

P 4 cos a bzv 2b cos a

А- I -4

Sú dané reálne čísla a, b} r také, že 0 < a ^ 2r, 0 < b ^ 2r.
Na kružnici k s polomerom r sú pevne zvolené body A, P
tak, že |y4P| = a. Určte množinu všetkých priesečníkov
uhlopriečok konvexných štvoruholníkov ABXY vpísaných
do kružnice k, pre ktoré \XY\ = b.

Riešenie. Označíme M hladanú množinu všetkých prie-
sečníkov К uhlopriečok konvexných štvoruholníkov ABXY
s vlastnosťou uvedenou v zadaní úlohy.
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Ak a — b = 2r, tak bezprostředné vidieť, že M je prázdna
množina. Ďalej budeme předpokládat’, že а Ф 2r alebo
b Ф 2r.

Budeme hovořit’, že úsečku UV vidieť z bodu W pod uhlom
а, ак a je velkost’ uhla UWV. Vieme, že množina bodov,
z ktorých vidieť úsečku UV pod uhlom a, je zjednotenie
dvoch oblúkov kružnice.

Máme pevne zvolené body A, В na kružnici k so stredom
A a polomerom r také, že \AB\ = a. Nech Xo, Yo sú body
na kružnici k (pozři obr. 25) také, že jAo Yo| = b, priamka
XoYo je rovnoběžná s priamkou АВ a bod S leží v licho-
bežníku ABXoYo. (Ak a = r, tak existujú dve dvojice takých
bodov. V opačnom případe sú body Xo, Yo určené jedno-
značné.) Priamka AB určuje dve polroviny @ a o. Nech q

je polrovina obsahujúca body Xo, Y0. Označíme a, velkosti
uhlov AXoB, YoBXo. Nech Ко je priesečník uhlopriečok
AXo, BYo. Úsečku AB z bodu Ко vidieť pod uhlom a + /5.

Nech X, Y sú body na kružnici k také, že \XY\ —b
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(pozři obr. 26). Označíme К priesečník uhlopriečok kon-
vexného štvoruholníka ABXY.

Ďalej budeme rozlišovat’ tri případy.
1. a = b. Potom ABXoYo je obdížnik a a = /3. Bod X

leží v polrovine q. Uhol AXB je obvodový uhol nad tětivou
AB, a teda jeho velkost’ je a. Podobné uhol XBY je obvodový
uhol nad tětivou XY, \XY\ — b, a teda jeho velkost’ je /3.
Takže úsečku АВ vidieť z bodu К pod uhlom a + /3. Bod К
leží na oblúku kružnice k\ v polrovine q, z ktorého vidieť
úsečku AB pod uhlom a + /3. Tým sme ukázali, že M c ki.
Ukážeme aj opačnú inklúziu.

Nech Z e k\. Označíme U, V priesečníky polpriamok
AZ, BZ s kružnicou k (pozři obr. 27). Vieme, že uhol AZB
je a + /3. Bod U leží v polrovine q na kružnici k s tětivou
AB, a teda uhol AUВ je a. Potom uhol UBV je /3 a odtial’
vyplývá, že \VU\ = b. Štvoruholník ABUV je konvexný,
a teda Ze M.
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Číže v případe a — b množina M je oblúk kružnice v pol-
rovině q, z ktorého úsečku АВ vidieť pod uhlom a + /5.

2. a < b. Body X, Y musia ležať v polrovine q (lebo
tětiva XY je dlhšia ako tětiva AB). Uhol AXB je a. Uhol
YBX móže byť (3 alebo tz — (3 (obr. 28). Teda uhol AKB
je a + (3 alebo и + a — /3. Z uvedeného vyplývá, že M c
c ki U kz, kde ki, k% sú oblúky kružnice v polrovine q,
z ktorých vidieť úsečku АВ pod uhlom a + /5, resp. 7t +
+ a — /?.

Rovnakými argumentami ako vyššie možno ukázat’, že
И = ki U k%.

3. a > b. Body X, Y móžu ležať bud obidva v polrovine q,
alebo obidva v polrovine a. Uhol YBX je v obidvoch prípa-
doch (3. Uhol AXB je v prvom případe a a v druhom тс — a.
Teda uhol AKB je a + /5 alebo тс + /5 — a. Z uvedeného
vyplývá, že M с ^ и ks, kde k\ je oblúk kružnice v polro-
vine q, z ktorého vidieť úsečku АВ pod uhlom a + /5, a ks
je oblúk kružnice v polrovine a, z ktorého vidieť úsečku AB
pod uhlom тс + [3 — a.
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Ak Z e ki и k3i tak zostrojíme body X, Y ako priesečníky
polpriamok AZ, BZ s kružnicou k. Jednoduchou úvahou
(ako v případe 1.) zistíme, že |XF| — ba ABXY je kon-
vexný štvoruholník. Teda M =^u k3.

А- I -5

Sú dané dve nerastúce postupnosti reálných čísel {an}™=v
{bn}ZLi a dve prosté zobrazenia P, R množiny všetkých
prirodzených čísel na seba. Utvořme súčty aP(1) + bRW,
aP(2) + 6R(2),... a usporiadajme ich podlá velkosti do ne-
rastúcej postupnosti {cnj^Lv Potom pre každé dve pri-
rodzené čísla m, n platí

am + bn•cm+n—1

Dokážte.
Riešenie. Z definície postupnosti {cn)n=\ vyplývá, že

existuje postupnosť ki, kz, ...,kn3 ... taká, že

ci — api-ki) + bR(ki), ..., cn — ap(k„) + ^R(kn) j • • • •

Naviac, pre i Ф j je ki ф kj.
Z toho, že postupnosti {an}^Lv (&и}“=1 sú nerastúce,

vyplývá, že a;- ^ am pre j ф m a bi ф bn pre i ф и. To zna-
mená, že nerovnost’ aj + bt > am + bn móže platit’ jedine
pre j < m alebo i < n.

Označíme A = {/; P(ki) < m} а В = (/; R(ki) < n}. Ak
ci > am + bn, tak podlá predchádzajúceho platí Ze А и В.
Kedže množina Amám-l prvkov,množina В mán — l prv-
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kov, tak А и В má menej ako n + m — 1 prvkov. To znamená,
že nerovnost’ ci > am + bn platí pre menej ako n + m — 1 hod-
not indexu /. Teda (n + m — l)-tý člen nerastúcej postup-
nosti {c/fc}"=1 je nie váčší ako am + bn, tj.

Cn+m—l =2 am + bn•

А- I -6

Je daný štvorsten ABCD a lubovolný bod К v jeho vnútri.
Nech Gi, G2, G3, G4 sú ťažiská štvorstenov KBCD, AKCD,
ABKD, ABCK. Dokážte, že objem štvorstena G1G2G3G4
nezávisí od volby bodu K.

Riešenie. Vieme, že ťažisko štvorstena dělí ťažnicu v po-
mere 1 : 3. Ťažnica je spojnica vrcholu s ťažiskom steny
štvorstena. Ďalej vieme, že štvorsten je až na posunutie,
otočenie, připadne zrkadlový obraz, jednoznačné určený
dížkami svojich hrán. Špeciálne, objem štvorstena je určený
dížkami jeho hrán.

Nech 7i, Г2, Г3, J4 sú ťažiská stien BCD, ACD, ABD,
ABC. Bod Gi, i = 1,2,3,4, dělí úsečku KTi v pomere 1 : 3,
lebo Gt je ťažisko příslušného štvorstena a KTí je jeho ťažnica.
Teda štvorsten G1G2G3G4 je rovnolahlý so štvorstenom

s koeficientom rovnol’ahlosti | a stredom rovno-
lahlosti K. Keďže koeficient rovnolahlosti je nezávislý od
volby bodu К, tak dížky hrán štvorstena G1G2G3G4 tiež
nezávisia od volby bodu К, a teda ani jeho objem.

Naviac ak si uvědomíme, že rovnolahlosť s koeficientom k
mění objem telies |&|3-krát, tak 1’ahko určíme objem štvor-
stená GiG2G3G4pomocou objemu ABCD. Štvorsten Г1Г2Г3Г4
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je rovnolahlý so štvorstenom ABCD s koeficientom rovno-

. 1Iahlosti a stredom v ťažisku štvorstena ABCD. Teda
3

1 3 / 3 \3
objem štvorstena G1G2G3G4 je . I — I =

3 \ 4 / 64

1
— násobok

objemu štvorstena ABCD.
Inériešenie. Umiestnime štvorsten ABCD do súradnicovej

sústavy s počiatkom O. Označíme gi vektor G* — O. Po-
dobne a = A — O, b = B — O, c = C — O, d = D — O,
к = К — O. Keďže Gi je ťažisko štvorstena KBCD, tak
platí

к + b 4- c -j- d
gi =

4

Podobné platí

a + к + c + d
g2 =

4

q 4- ь -)- к + d
g3 4

o + b -И c + к
g4 =

4

DÍžka hrany G1G2 je rovná velkosti vektora

o — b
G2 — Gi = g2 — gi =

4
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Podobné pře ostatně hrany. Z uvedeného vyjadrenia vyplývá,
že dížka hrán štvorstena G1G2G3G4 nezávisí od volby bodu K,

je rovná — dížok odpovedajúcich hrán štvorstena ABCD.

Teda objem štvorstena G1G2G3G4 nezávisí od volby bodu К
1

a je — násobok objemu štvorstena ABCD.
43

ÚLOHY KLAUZÚRNEJ ČASTI I. KOLA

A-S-l

Určte všetky usporiadané w-tice čísel ai, 012,...,«« z inter-
/ 71 TC \

válu y— —, —j, pre ktoré má kvadratická rovnica

x У sin 2ai + 2 sin2 a« = 0x2 2 cos2 ai(1)
í=i i— 1 1

aspoň jeden reálny kořeň.
Riešenie. Kvadratická rovnica (1) má aspoň jeden reálny

kořeň právě vtedy, keď jej diskriminant

D — (2 sin 2ai)2 — 4 2 cos2 щ . 2 sin2 щ
i= 1i = l »=1

je nezáporný.
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Jednoduchou úpravou použitím vzorca pre sinus dvojná-
sobného uhla dostaneme

(2) D = 4 [( 2 sin cos Щ)2 — 2 cos2 a* • 2 sin2 aí] = 0.
i=l í= i í = i

Podlá Cauchyho nerovnosti (pozři riešenie úlohy A-I-l)
však platí

(2 sin щ cos až)2 2 COS2 Xi . 2 sin2 a,;.(3)
Í = 1 Í = 1 Í=1

Teda nerovnost’ (2) platí vtedy a len vtedy, ked D = 0.
To je ekvivalentně tomu, že platí rovnost’ v nerovnosti (3).
Zo zadania úlohy vyplývá, že cos xi Ф 0 pre i = 1, 2, ..., n.
Teda rovnost’ v (3) nastáva právě vtedy, ked’ existuje reálne
číslo k také, že

sin ai k . cos aí, i = 1, 2, ..., и,

ekvivalentně

£ = tg <xi = tg a2 = . .. = tg a„.

/ 7Г 7Г \

^ — j—-j, tak posled-Kedže čísla ai, ..., xn sú z intervalu

ná podmienka je ekvivalentná podmienke ai = a-2 = .

Iné riešenie. Rovnicu (1) upravíme na tento tvar

2 x2 cos2 xt — 2 2xcos Xi sin ať + 2 sin2 аг = 0.
»=i í= iť= i
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tj-

v (x cos щ — sin a*)2 = 0.
Í=1

Suma štvorcov reálných čísel je rovná nule právě vtedy,
keď každý sčítanec je nulový. Teda rovnica (1) je ekviva-
lentná sústave rovnic

x cos ai = sin ai.

X COS 0C2 = sin <X2,

(4)

x cos a„ = sin an.

Zo zadania vyplývá, že cos ai ф 0, cos ф 0,..., cos аи ф 0.
Rovnica (1) má reálne riešenie právě vtedy, ak má reálne
riešenie sústava rovnic (4). Táto má reálne riešenie právě
vtedy, keď

sin ai Sin Cf-n

cos <xi cos an

tj. keď ai = аг = ... = аи.
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A - S - 2

Do každého pravoúhlého trojúhelníka lze umístit rovnora-
1

menný trojúhelník, jehož obsah je větší nebo roven —--ná-
3]/2

sobku obsahu původního pravoúhlého trojúhelníka. Dokažte.
Riešenie. Uvažujme pravoúhlý trojuholník ABC s pra-

vým uhlom pri vrchole C a dížkou stráň a, b, c, a ^ b ^ c.
Nech a je velkost’ uhla BAC. Obsah P je potom

P = \ bc sin a.

Nech D je bod na straně AB taký, že \DA\ — b, a nech E
je bod na straně AC taký, že \BE\ — \EA\ (pozři obr. 29).
Také body zrejme existujú.

C

E

ba

a,

В D Ac

Obr. 29

Obsah Py trojuholníka ADC je

b1
Py — — b2, sin a = — P.

2
(1)

c
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Podobné obsah Рг trojuholníka ABE je

sin a I c31 1
(2) P2 = yc.

1
— c tg a = — c2 .

2 4
—

. sin a.
4 bcos a

b 1
Ak — 2> —tak podfa (1) trojuholník ADC vyhovuje pod-

31/2c

b 1
mienkam úlohy. Ak — < —=, tak podlá (2) platí

3Pc

1 c2 1 1
— be sin a > — (3|/2)2 .

4 1,2 2
P = —P2 = —

3У2

Teda v tomto případe trojuholník ABE vyhovuje podmien-
kám úlohy.

A - S - 3a

V rovině je dána kružnice k s poloměrem r a na ní body А, В
ve vzdálenosti d. Nechť číslo v splňuje nerovnosti 0 < d <
< v 2 r.

Najděte množinu všech bodů X z vnější oblasti kružnice k,
pro něž druhé prusečníky А' Ф А, В' Ф В přímek XA,
XB s kružnicí k mají vlastnost, že \A'B'\ = v.

Riešenie. Body A, В rozdelia kružnicu na dva oblúky
k\3 kv. Nech ki je váčší z nich, tj. ten, ktorý leží v tej istej
polrovine ako střed S kružnice k určenej priamkou AB.
Nech X je bod z vonkajšej oblasti kružnice k3 A', B' sú body
na kružnici k rožne od A, B} \A'B'\ = v, a AT leží na priamkach
AA\ BB'.
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Nech 2a je velkost’ vypuklého uhla ASB a 2/3 je velkost’

vypuklého uhla A'SB'. Teda a < — а (3 5^ —• Naviac, číslo2 2

/3 nezávisí od polohy bodov A', B'3 je určené dížkou v.

Móžu nastat’ tri případy:

1. A'3 B' e kr,
2. A’ e kl3 B' e k2;
3. A' e k2, B' E k\.

V případe 1 máme ďalšie dve možnosti:
a) střed S leží v štvoruholníku ABB'A' (obr. 30);
b) střed S leží mimo štvoruholníka ABB'A' (obr. 31).



V případe la) sa lahko vypočítá

<£ AXB - (<£ XA'B' + <C XB'A') == TU

= TU - (<£ ХЛ'Б' + ЛБ'Л' + a) =;

= tu — (tu — /? + a) = /5 — a.

Podobné v případe lb) zistíme, že

<£ ЛХБ = tu - a - fi.

V případe 2 máme tiež dve možnosti:
a) bod Б leží v trojuholníku AB'A' (obr. 32);
b) bod Б leží mimo trojuholníka AB'A' {obr. 33).



V případe 2a) dostáváme

<£ AXB = тс — (tu — /3) — (тс — (тс — a)) = /3 — a,

a v případe 2b) máme

<£ ЛЛГЯ = тс - a - /3.

Rovnako v případe 3 máme dve možnosti a uhol <£ AXB
je P — a alebo тг — a — /3.

Nech 4 je oblúk kružnice, z ktorého vidieť úsečku ЛЯ
pod uhlom /3 — a. Podobné nech /2 je oblúk kružnice, z kto-
rého vidieť úsečku АВ pod uhlom тс — a — fi. Obidva
oblúky ležia v opačné j polrovine určenej priamkou АВ ako
bod S.

Z uvedeného rozboru vyplývá, že hladaná množina M
bodov X s vlastnosťou uvedenou v texte úlohy je podmnožina
zjednotenia h и h•

Nech Ti, Г2, Г3, Г4 sú priesečníky dotyčníc ři, t-> kružnice k
v bodoch А, В s oblúkmi 4, l2. Ukážeme, že

M = 4.иh — {Ti, Га, П, Ti}(1)

(pozři obr, 34).
Označíme T priesečník dotyčníc ři a t?. Uhol ATB je

TC

тс — 2a, Keďže platí 0 < a < fi ^ —, tak тс — 2a > p — a

а тс — 2а>тс — a — fi. Teda bod T leží vnútri kružnic
oblúkov 4, 4. Nech bod X leží na 4u 4 a je rózny od bodov
Ti, Г2, Г3, Г4. Móže nastat’ zřejmých šest’ prípadov (oblúky
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/i, /2 sú bodmi Ti, T2, 7з, Г4 rozdělené na šesť častí). Nech
například bod X leží na oblúku h medzi bodmi li а Г3
(pozři obr. 35). Potom druhý priesečník A' priamky AX
s kružnicou k leží na oblúku k\ (vzhladom na polohu bodu X
к dotyčnici fi). Podobné bod B' leží na oblúku k]_. Keďže
uhol AXB je /? — a, uhol AB'B je a, tak 1’ahko sa vypočítá,
že uhol A'AB' je /?. Odtial’ už vyplývá, že \A'B'\ — v. Teda
Xe M.

Podobné by sme postupovali v ostatných prípadoch.
Teda hladaná množina je popísaná vzťahom (1).
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A - S - 3b

V rovině se souřadnicemi x,y je dána přímka/). Pak jsou
právě tři možnosti:
a) p obsahuje nekonečně mnoho mřížových bodů roviny

(tj. bodů s celočíselnými souřadnicemi);
b) p neobsahuje žádný mřížový bod;
c) p obsahuje přesně jeden mřížový bod.
Dokažte. Pro každou z možností a), b), c) udejte příklad
přímky p.
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Riešenie. Ukážeme, že nastane aspoň jedna z uvedených
troch možností. Předpokládáme, že nenastane možnost’ b)
ani c). Ukážeme, že vtedy nastane možnost’ a).

Ak nenastane možnost’ b) ani c), tak existujú aspoň dva
rózne mrežové body A, B, ktoré ležia na priamke p. Nech A
má súradnice [xo, jyo] а В má súradnice [xi, yx]. Ak rovnica
priamky p je у — kx + q, tak musí platit’

y0 = kxo + q,

yx = kx\ + q,

teda

Уi — Уо
k =

X\ — Xq

У1 — Уо
q = Уо — *o —

Xi — Xo

Teda rovnica priamky p má tvar

Уi — Уо
(1) (x — x0) + 3^o-У =

XI — Xo

Ak n je prirodzené číslo, tak čísla

xn = xo + n (xi — Xo),

Уп =Уо + n (yx — y0)
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sú celé. Naviac zrejme dvojica xn, yn vyhovuje rovnici (1).
Teda na priamke p ležia všetky mrežové body so súradnicami
[xn, Уn], tj. nastáva možnost’ a). Ak priamka p nemá rovnicu
uvedeného tvaru, tak je rovnoběžná s osou y. Potom jej
rovnica je x — jco a obsahuje všetky mrežové body so sú-
radnicami [*o, y], kde у je celé číslo.

Príkladom priamky pre možnost’ a) je 1’ubovoíná priamka
s rovnicou у = k, k je celé číslo. Príkladom priamky pre

případ b) je priamka у = §, tá neobsahuje ani jeden mrežový
bod. Na priamke s rovnicou у = j/2 x leží mrežový bod so
súradnicami [0,0]. Ukážeme, že iný mrežový bod tam neleží.
Keby totiž mrežový bod [*i, y\], kde yi Ф 0 alebo y\ Ф 0,
ležal na priamke у = j/2 x, tak y\ — ]/2 x\. Potom xi ф 0

aj угф 0, a tedy j/2 = —. To by znamenalo, že j/2 je rado-
X\

nálne Číslo, a to nie je.

SÚŤAŽNÉ ÚLOHY II. KOLA

A - II - t

Nech A} B3 C, D sú mrežové body také, že body C, D neležia
na priamke AB. Nech v\ je výška trojuholníka ABC na
stranu AB a v% je výška trojuholníka ABD na stranu AB.
Potom vi : V2 je racionálně číslo. Dokážte.

Riešenie. Ak body А, В ležia na priamke rovnobežnej
s osou y, tak \AB\ je prirodzené číslo a aj v\3 v% sú prirodzené
čísla.
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Ak body A, В neležia na priamke rovnobežnej s osou yy
tak priamka АВ má rovnicu у — kx + q, kde ky q sú racio-
nálne čísla (pozři riešenie úlohy A-S-3b). Označme [ci, C2]
a [d\3 do) súradnice bodov C, D. Podlá vzorca pre vzdialenosť
bodu od priamky platí

c-2 + q\ } 1 + *2,V\ = \kci

do + q\ : j/1 + &2.^2 — \kdi
Potom

C2 + q\ : \kd\ — íf2 + qi®i : ^2 = \kci

a to je racionálně číslo.
Iné riešenie. Ukážeme najprv pomocné tvrdenie: Ak

mrežové body Xi, X2, X3 neležia na priamke, potom dvoj-
násobok obsahu trojuholníka X1X2X3 je prirodzené číslo.

Nech [xí3 уi\ sú súradnice bodu Xi3 i — 1, 2, 3. Bez ujmy
na všeobecnosti móžeme předpokládat’, že x\

(keby *i = X2 — X3, tak body X\, ХзУ X3 ležia na priamke).
Ak xi = X2, tak \XiX2\ — \У2 — yi\ a výška trojuholníka
X1X2X3 na stranu X1X2 je хз — X2. Teda pre obsah P
platí

X2 < X3

P = \\У2 —yi\ . (*3 — X2).

Odtial’ už vyplývá tvrdenie.
Nech teraz x\ < X2 < X3. Nech X je bod s r-ovou sú-

radnicou X2 na úsečke X1X3 (pozři obr. 36). Pre druhů sú-
radnicu у bodu X platí

(y — yi): Суз — yi) — (X2 — xi): (x3 — ^1)
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^2,

*3

У X
*1

*1 х2 хз

Obr. 36

a teda

Х2 — Х±
• Суз - yi).у =yi +

Хз - XI

Pře dížku úsečky Х^Х platí

Х2 — Х\
(Уз —yi)-\Х2Х\ =у2 — У =У2 — У1 —

Хз — XI

Obsah Р trojuholníka Х1Х2Х3 je súčet obsahov trojuholníkov
X1X2X а XX2X3. Teda platí

11
— \X2X\ . (x2 - xi) + — \X2X\ . (x3 - x2).P =

Odtial postupné dostaneme
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11
— (\X2X\ . Оз - *i) =У СС-У2 -З'О . (*з - *i) -p =

- O2 - XI) . (3* - J>i)).

Z poslednej rovnosti vyplývá, že 2P je prirodzené číslo.
Teraz už 1’ahko dokážeme tvrdenie úlohy. Označíme Pi

а P2 obsahy trojuholníkov ABC a ABD. Keďže P] = —.

1
. ]/ÍP| . wi, P2 = — |/1P| . z>2, tak vi: V2 = 2Pi : 2P2. Ale

čísla 2Pi, 2P2 sú prirodzené, teda : v2 je racionálně číslo.

A - II - 2

Určete všechny uspořádané w-tice (и^ 1) kladných reál-
ných čísel jci, x2, ..., xn, které vyhovují soustavě rovnic

1
(1) #1 + X2 + ... + Xn — — >

4

14 n2
1 b ... H = w2 (я + l)2.

Xl X2
(2)

Riešenie. Predpokladajme, že w-tica kladných reálných
čísel xi3 x2, ..., xn vyhovuje rovniciam (1) a (2). Označíme

Щ = 1/xí, bi =

rovnosti platí

i
i = 1, 2, ..., n. Podra Cauchyho ne-

]/xí
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1
(3) 2 af. У bf У (У a,b,f ř (2 if = — rf (я + 1)2.

i= 1 1=1 i = 1 1=1 ^

Z druhéj strany podia (1) a (2) platí

n n n n V2

2 «?.2 = 2> • Z - = -Я2(я + i)2.
i=l í = 1 i = 1 г = 1 за ^

Teda v Cauchyho nerovnosti (3) platí rovnost’. Vieme, že
pre kladné číslo platí v Cauchyho nerovnosti rovnost’ právě
vtedy, keď existuje kladné číslo t také, že a* = tbi pre i =

n. Teda j/x* = t .

i
~ pre i = 1, 2, ..n. Teda= 1, 2, .. • Э

}/xt
Xi = t . i, i — 1, 2, ..n. Dosadením do rovnice (1) dosta-
neme

1
t =

2n (n + 1)

Zistili sme, že ak и-tica kladných čísel xi, xz, ..., xn vyhovuje
rovniciam (1) a (2), tak

i

(4) j i — I? 2, ..и.Xi =
2n (n + 1)

Dosadením sa Tahko přesvědčíme, že и-tica (4) je nesením
rovnic (1) a (2).
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А-М-За

Dokažte: Ke každému rovnoběžníku existuje pravoúhelník
v něm obsažený, jehož obsah je větší nebo roven jedné polo-
vině obsahu původního rovnoběžníku.

Riešenie. Nech ABCD je rovnoběžník. Móžeme před-
pokladať \AB\^i \BC\. Nech E, F sú středy stráň AD, BC
(pozři obr. 37). Nech k je kružnica nad priemerom EF.
Poloměr kružnice k je rovný % \AB\. Vzdialenosť priamok
AB, DC od priemeru EF je nie váčšia ako \ |J3C|, teda nie
váčšia ako poloměr kružnice k. Kružnica k teda přetíná
priamky AB, DC aspoň v jednom bode. Naviac aspoň po

jednom z týchto priesečníkov je na úsečkách AB, DC.
Nech Q je priesečník kružnice k s úsečkou AB a i? je prieseč-
nik kružnice k s úsečkou DC, a to taký, že QR je priemer
kružnice k.

Štvoruholník EQFR je pravouholník (uhly ERF, EQF sú
obvodové uhly nad priemerom EF) a jeho obsah je rovný
polovici obsahu rovnoběžníka ABCD.
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A - II -3b

V rovině je daná kružnica k s polomerom 1, do ktorej je
vpísaný pravidelný 1982-uholník. Nech M je pevný bod,
ktorý leží v jeho vnútri. Potom existujú dva vrcholy А, В
tohto 1982-uholníka také, že platí

(
2

— ^ AMB < 7z.1 -
1982

Dokážte.

Riešenie. Ak A, В sú vrcholy mnohouholníka, ktoré nie
sú susedné, tak úsečku AB nazveme uhlopriečkou. Uhlo-
priečok je konečný počet. Speciálně teda, v našom 1 982-uhol-
niku existuje uhlopriečka AB taká, že bod M na nej neleží,
ale je к uhlopriečke AB najbližšie, tj. ak XY je iná uhlopriečka
neobsahujúca bod M, tak vzdialenosť bodu M od XY nie je
menšia ako vzdialenosť bodu M od AB.

Označíme A', B' druhé priesečníky priamok AM, BM
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s kružnicou k (pozři obr. 38). Vnútri (kratšieho) oblúku BA'
neleží žiadny vrchol 1982-uholníka. Ak by tam ležal vrchol X,
tak uhlopriečka AX by bola bližšie к bodu M ako uhlopriečka
AB. Z rovnakých dóvodov neleží žiadny vrchol 1982-uhol-
nika vnútri kratšieho oblúku AB'. Keďže pre dva susedné

vrcholy X, Y nášho mnohouholníka platí <£ XS Y
2tz

1982

2tz
<£BSA'^(S je střed kružnice k), tak nutné <£ASB' 19825

2tt
Bod M neleží na priamke AB, takže <£ AMB <~

1982

< r. Z druhej strany

<£ ABB’ = i <£ A SB'
a

<£ A'AB = BSA'.
Teda

1
<£ AMB = те - (<£ A'AB + <£ ABB') = те —

2

1 27Г 2
.(<£ + BSA . 2 . тс 1

1982/'19822

SÚŤAŽNÉ ÚLOHY III. KOLA

А - Ml - 1

Je dán čtyřstěn ABCD a uvnitř čtyřstěnu body K, L, M, N,
které neleží v rovině. Předpokládejme, že také těžiště P, Q>

133



R, S čtyřstěnů KBCD, ALCD, ABMD, ABCN neleží
v rovině, a označme T těžiště čtyřstěnu ABCD, To těžiště
čtyřstěnu PQRS a Ti těžiště čtyřstěnu KLMN.

a) Dokažte, že body T, To, Ti leží v jedné přímce.
b) Určete poměr \T0T\ : \T0Ti\.
Riešenie. Zvolíme si sústavu súradníc. Nech a, b, c, d

sú x-ové súradnice bodov А, В, C, D, k, 1, m, n, p, q, r, s,

t, to, ti sú x-ové súradnice bodov K, L, M, N, P, Q, R, S,
T, To, Ti. Súradnica ťažiska je aritmetický priemer súradníc
vrcholov štvorstena, teda

o. + h -f- c + d
t =

4

k ~Ь b “f- c “f- d
P =

4

<2 -f- / 4* с “Ь d
Я =

4

a + b + m + d
r = 3

4

a + b + c + n
s —

4

p + q + r + s
to 5

4

k + l + m + n
ti =

4
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Z uvedených rovnic 1’ahko dostaneme

íi + 31
to =

4

Rovnaké vztahy dostaneme aj pre jy-ové a £-ové súradnice.
Teda bod To leží na úsečke T\T a deli ju v pomere 1 : 3,
To je bližšie к bodu T. Ak Ti splývá s bodom T, tak poměr

jToT| : | ToTi| nie je definovaný. Ak Ti ф T, tak z uvedeného
vyplývá

|T0T| : jT0Ti| =1:3.

A- III -2

Dané sú reálne čísla xi, x%, хз, х±, X5, xo. Označíme M ma-
ximum ich absolútnych hodnot. Dokážte, že platí

(1) |xiX4 — X1X5 + X2X5 — X2X6 + X3X6 — X3X4I ^ 4M2.

Riešenie. Jednoduchými úpravami postupné dostaneme

ÍX1X4 — X1X5 + X2X5 — X2X6 + X3X6 — X3X4I =

= |xi (x4 — x5) + x2 (x5 — Хб) + Хз . (x6 — x4)| ^

^ |xi| . |x4 — x5| + IX2| . |x5 — X6| + |x3| . |x6 — X4|

^ M (|x4 — X5I + |X5 — x6| + |x6 — x41)••

Bez újmy na všeobecnosti móžeme předpokládat’, že platí
X4 ^ X5 ^ Хб. Potom
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|x4 — *51 + 1*5 — *61 + |*6 — *41 = X5 — *4 +

+ *6 — *5 + *6 — *4 = 2 (*6 — *4) Š5 4AÍ.

Z uvedených výpočtov už vyplývá nerovnost’ (1).
Iné riešenie. Výraz na 1’avej straně nerovnosti (1) je rovný

dvojnásobku obsahu trojuholníka ABC, kde A = [xi, xe],
В — [x2, X4], С = [хз, х5]. Zostrojíme pravouholník KLMN
taký, že jeho strany budú rovnoběžné s osami súradnicovej
sústavy a trojuholník ABC je vpísaný do pravouholníka
KLMN, tj. body А, В, C ležia na stranách pravouholníka
a KLMN je najmenší možný. Dokážeme pomocné tvrdenie:
Obsah P trojuholníka ABC je menší alebo rovný polovici
obsahu <2 pravouholníka KLMN.

Skutočne, ak dva z bodov А, В, C ležia na jednej straně

pravouholníka KLMN, napr. body А, В na straně KL,
tak P — \ \AB\.v. Přitom výška v je menšia alebo rovná
\LM\. Teda

P^\\KL\.\LM\ = \Q.

Ak na žiadnej straně neležia dva vrcholy trojuholníka
ABC, tak až na označenie, musí byť napr. vrchol A — K,
vrchol В leží na straně LM a vrchol C leží na straně MN.

Vedieme priamku p rovnobežnú so stranou KN cez bod C
(pozři obr. 39). Priamka p rozdělí trojuholník ABC na dva
trojuholníky a pravouholník KLMN na dva pravouholníky.
Podía predchádzajúceho novoutvorené trojuholníky majú
obsah menší ako polovica obsahu odpovedajúcich pravou-
holníkov, a teda aj pre ich súčet platí P ^ \ Q.
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К dókazu nerovnosti (1) si stačí uvědomit’, že dížka stráň
pravouholníka KLMN nie je váčšia ako 2M.

Podlá riešení Petra Coufá, žiaka IV. D triedy
Gymnázia W. Piecka v Prahe,

a Vladana Pecha, žiaka III. C triedy
Gymnázia M. Koperníka v Bílovci.

A - III - 3

V rovině se souřadnicemi x,y najděte příklad konvexní mno-

žiny M, která obsahuje nekonečně mnoho mřížových bodů
(tj. bodů s celočíselnými souřadnicemi), ale přitom na každé
přímce v té rovině leží jen konečně mnoho mřížových bodů
z M.
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Riešenie. Nech k je kladné iracionálně číslo, napr. k — ] 2.
Ukážeme, že množina M všetkých bodov medzi priamkami
у — kx а у = kx + 1 má uvedenú vlastnost’.

Množina M je zrejme konvexná. Každá priamka, ktorej
smernica nie je k, přetíná množinu M v úsečke, a teda obsahu-
je len konečne mnoho mrežových bodov množiny M. Na
priamke so smernicou k leží najviac jeden mrežový bod.
Skutočne, keby na priamke у = kx + q ležali dva rožne
mrežové body o súradniciach [xi, j>i] а [х%, у-г], tak sa 1’ahko
vypočítá, že

У2 — yi
k 5

*2 — *1

čo nie je možné, lebo k je iracionálně číslo.
Zostáva ukázat’, že množina M obsahuje nekonečne mnoho

mrežových bodov. Vieme, že existuje postupnost’ racionál-
nych čísel {kn}n=l taká,že knmá desiatkový rozvoj ukončený
na и-tom mieste a 0 ^ kn < k < kn + 10-”. Potom platí

£.10» < К.Ш + 1 < £.10» + 1.

Naviac, číslo £M.10» + 1 je číslo prirodzené. Teda množina
M obsahuje nekonečne mnoho mrežových bodov [10ra;

Jtn • 10й + 1], n = 1, 2, ....

A- III -4

V kruhu o poloměru 1 je zvoleno 64 navzájem různých bodů.
Dokažte, že z nich lze vybrat 10 navzájem různých bodů,
které leží v některém kruhu o poloměru
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Riešenie. Nech k je kružnica, ktorá ohraničuje skúmaný
kruh К so stredom 5 a polomerom 1. Nech 5ь...,5б sú
středy stráň vpísaného pravidelného šesťuholníka A1A0A3-
A4A5A0 do kružnice k (pozři obr. 40). Ukážeme, že kruhy
so stredmi S, Si,. . .,č>6 a polomerom pokrývajú kruh K.

Uvažujme bod X ležiaci v kruhu K. Bod X leží v niektorom
z uhlov A1SA2, A2SA3,. . .,AeSAi. Bez újmy na všeobec-
nosti móžeme předpokládat’, že X leží v uhle A1SA2.
Uvažujme najprv případ, keď bod X leží mimo trojuholníka
A1SA0. Označíme a velkost’ uhla SiSX (pozři obr. 41).

Zrejme 0
TZ

a ^ —. Podlá kosínusovej vety platí
6
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(1) |ЗД2 = ISiSj2 + \SX\2 -2.\SiS\.\SX\.cosa.

Keďže \SiS\ = — ■ , tak platí

3
— + [5X|2 - уз.|5Х|.(2) | ЗД2 = COS a.

Bod X leží v kruhu K, teda \SX\ ^ 1. Z předpokladu, že
bod X neleží v trojuholníku A1A2S, vyplývá |5X|.cos a ^

V3
!55i| = —.

2

Z rovnosti (2) dostáváme

!+1_узД? = !4 ^ 2 4
1ЗД2

Takže bod X leží v kruhu o střede Si a poloměre i.
Teraz uvažujme případ, keď bod X leží v trojuholníku

A1A2S. Nech naviac < J.Ak a je velkost’ uhla XSSi,

A



tak (pozři obr. 42) z kosinusové) vety dostáváme znovu

vztah (1). Keďže 0 a ^ —, tak
6

уз уз
= 2

2 ' 2 4

—

|5i5| cos a ^ I'S’ivSI cos — =
6

(3)

Označíme л = \SX\. Podlá předpokladu je b < x 1.
Po dosadení do (1) a použitím (3) dostaneme

3 \2 3
+ —.

3 3
(4) |ЗД2^-

4
+ x2 — 2 . — x = x

4 4 16

(-Ť)' 1 \
Výraz v intervale nadobúda najváčšiu1

2 5 V

Ю'- 1
hodnotu . Podlá (4) teda

16

1 3 1

16 + 16 ~ ~41ЗД2

Takže bod X leží v kruhu o střede Si a poloměre
Keďže v kruhu К leží 64 zvolených bodov, К je pokrytý

siedmymi kruhmi o poloměre f, aspoň v jednom z týchto sied-
mých kruhov leží 10 bodov. Keby totiž každý zo siedmych
kruhov obsahoval najviac 9 zo zvolených bodov, tak by
ich bolo spolu nie viac ako 7.9 = 63.
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A- III -5

Daná je postupnost’ reálných čísel {an 1 =0 taka, zc cín -/— cim

pre пф m, dané je prirodzené číslo k. Zostrojte prosté zobra-
zenie P množiny 1,2,.. .,20k do množiny prirodzených
čísel také, aby platilo

Sn= i

aP( 1) < aP(2) < • • • < ap( 10) 3

aP( 10) > aP( 11) > • * • > aP(20) 3

aP{20) < °P(21) < • • • < aP(30) 3

^P(2Qk —10) > aP(20k — 9~) > ■•• > aP(20k) >

aP(10) > aP(30) > ••• > аР(20^-10)з

< . . . <aP(l) < aP(20) aP(20k) •

Riešenie. Najprv prvých 20& členov postupnosti {an}™=
zoradíme podlá velkosti do rastúcej postupnosti. To znamená,
že zostrojíme prosté zobrazenie R množiny {1,2,.. .,20k) na
seba také, že

i

(1) aR(l) < aR(2) <••••< aR(20k) •
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Zobrazenie P zostrojíme tak, že položíme P(l) = R(l) a za
čísla P(2),.. .,P(10) zvolíme deváť najváčších z čísel R(l),..
R(20k), za P(ll),.. .,P(20) zvolíme desať najmenších z čísel
R(2),...,R(20k), ale v klesajúcom poradí. Za P(21),.. .,P(30)
volíme desať najváčších (z čísel R(l),. . .,R(20k)), ktoré sme
ešte nepoužili, a tak dalej striedajúc zase desať najmenších
v klesajúcom poradí za čísla P(31),.. .,P(40).
Teda (zabezpečujeme platnost’ prvých dvoch riadkov a

aP( 1) > aP(20) ):

P( l) = R(l),

P(2) = R(20&—8), P(3) = R(20k—7),.. .,P(10) =

= R(20ífe),

P(ll) = R(11), P(12) = R(10),.. .,P(20) = R(2).

Ďalej definujeme v súlade s nerovnosťami v riadkoch 2i + 1
a 2i + 2:

P(20í + /) — R(20k — Юг — 9 + j) pre i 1,2,.. .,k — 1,

j = 1,2,...,10,

P(20/ 4- 10 + У) = R(10ř + 12 — У) pre z' = 1,2,..., k — 1,

j - 1,2,..., 10.

Ak/ = 2z + 1 je nepárne, tak
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P(10Z) = P(20i + 10) = R(20k - 10/ — 9 + 10) =

= R(20k - 10/ + 1),

/>(10/ + 1) = P(20/ + 10 + 1) = R( 10/ + 12 1) =

= R( 10/ + 11).

Keďže2/ < k, tak 10/ + 11 < 20& — 10/ + 1, a teda

aP(10l) > aP(10l+l) •

Pre / párne by sme postupovali podobné. Ukážeme ešte
platnost’ nerovnosti v predposlednom riadku. Podl’a definície
2obrazenia P platí

P(20/ + 10) = R(20k - 10/ + 1).

Keďže 20k — 10 + 1 > 20k — 20 + 1 > ... > 20k -
— 10(& — 1) + 1, tak

aP( 10) > aPC30) ~ aR(20k-10+l) > aP(50) — aR(20k-20+l)

atď.

A - III - 6

Nechť n, k jsou daná přirozená čísla. Určete všechny uspořá-
dané я-tice nezáporných reálných čísel (ví, xz, ..., xn),
které splňují soustavu rovnic
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х\ "Ь + ... + x^ — 1,(1)

(1 + Xl).(l + X2) (1 + xn) — 2.(2)

Riešenie. Nech nezáporné čísla xi3 ..., xn vyhovujú
rovniciam (1) a (2).

Keby bolo Xi > 1, tak x\ 4- ... + x„ ^ л:* > 1, čo je
spor s (1). Teda 0 x* ^ 1 pre i = 1, 2, ..n. Takže pre
každé i = 1,2, ..., n platí х\ ^ лц.

Využijeme to, že čísla xi3 . .\, xn sú nezáporné a z rovnice
(2) postupné dostaneme

(1 + Xn) — 1 + (xl + . . . + Xn) +2 — (1 + xi)

Xn, ^ 1 ++ (X1X2 + . . . + Xn—1 Xn) + . . . + X1X2

+ (xi + . . . + Xn) + (X1X2 + - - - + Xn—1 Xn) — 1 4~

+ (x^ + . . . + X^) + (X1X2 + . . . + Xn—1 Xn) ^ 2 +

+ (*1*2 + . . . + Xn-i Xn).

V uvedených nerovnostiach musí platit’ rovnost’ a teda musí
platit’

X1X2 + ... + xn-ixn = 0.

Z toho vyplývá, že z čísel xi, ..., xn móže byť najviac jedno
nenulové. Ak všetky xi, ..., xn okrem Xí sú rovné nule, tak
z (1) vyplývá, že Xi = 1. Teda w-tica xi, ..., xn musí byť
niektorá z w-tíc
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(3) 1,0, 0,0,...,о

о, 1,0,о, ...}о

0,0,1,0, ...,0

0,0,0, 0,1.

Skúškou sa přesvědčíme, že uvedené w-tice sú riešením rovnic
0)a(2).

Podlá riešenia J. Sgalla, žiaka III. D triedy
Gymnázia W. Piecka v Prahe.

Iné riešenie. Ilahko vidieť, že n-tice (3) sú riešením rovnic
(1) a (2). Matematickou indukciou ukážeme, že rovnice
(1) a (2) iné riešenia nemajú.

Pre n = 1 rovnice (1) a (2) majú tvar

4 = i,

1 "b #i — 2,

a teda xi = 1 je jediné riešenie.
Predpokladajme, že sústava (1) a (2) nemá iné riešenia ako

(3), a skúmajme sústavu
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ХХ + • • • + Хп+1(4) = 1,

(5) (1 + xi). (1 + Xn+i) — 2.

Z rovnice (4) vyplývá, že 0^ ;ц ^ 1 pre 2 = 1,2,.. ., 22 + 1,
a teda 0 xk{ ^ Xi. Potom tiež

xi + ... + xw+i ^ 1.

Z rovnice (5) dostaneme

2 — (1 + xi) (1 + хи-,-1) — 1 + (xi + ... + x„+i) +

Xn+1 ^ 1 + 1 + Х1.Ж2 Xra+i.+ . . . + XiX2’

Teda X1.X2 xn+i — 0. Teda jedno z čísel *i, X2, ..

xn+i musí byť rovné nule, napr. x«+i = 0. Potom dosadením
do rovnic (4) a (5) dostaneme pre čísla *1, ..., xn rovnice (1)
a (2). O tých už vieme, že máju riešenia (3). Teda rovnice
(4) a (5) majú riešenia n + 1-tice núl a jednej jednotky.

• У

Podia riešenia L. Kouby, žiaka IV. D triedy
Gymnázia W. Piecka v Prahe.
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