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Korespondenéni semina¥ UV MO

Jednou z forem péce o ziky talentované v matematice, kte-
i nejsou z Prahy ani z Bratislavy, a nemaji tudiZz moZnost
pracovat v tamnich seminarich, jsou korespondenc¢ni semindfe.
UV MO poiddal v priab&hu 31. roéniku MO celostitni ko-
respondencni semindf, jehoz se zacastnilo 37 zdka. Bylo jim
zasléno ve tiech tématech celkem 17 tloh. Refeni uastnikt
semindfe opravovali pracovnici MU CSAV v Praze a opra-
vend feSeni se zakiim vracela spolu s rozmnoZenym komentd-
fem ke kazdé dloze. Sprdvnost feSeni se bodovala, nejlepSimi
ucastniky celostdtniho korespondencniho semindfe ve Skol-
nim roce 1981/82 byli:

Vladan Pecha, 3. ro¢nik gymnizia M. Kopernika v Bilovci,
Galina Kumiédkovd, 4. ro¢nik gymndzia v Kosicich,
Kovicskd ul.,

Jaroslav Sindeld¥, 4. ro¢nik gymndzia v Teplicich,
Lubomir Soltés, 4. roénik gymndzia v Michalovcich.

Uvéddime znéni vSech dtloh korespondenéniho semindfe
UV MO.
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Posloupnosti
1.1 Posloupnost {p,} je rekurentné definovina takto:
p1 =2, pron > 1 je p, nejvétsi prvociselny délitel Cisla

pip2 ... Pn—1 + 1.

DokaZte, Ze Zddny ¢len posloupnosti p, neni roven 5.

1.2 Je déno pfirozené Cislo k. Sestavte k-Clennou posloup-
nost ag, a1, ..., ap-1 tak, aby pro kazdé i (0 =7/ =k — 1)
byl ¢len a; roven poctu ¢lent rovnych 7.

1.3 Je déno pfirozené &islo n, (n = 2). Definujeme #-¢lenné
posloupnosti X1, X2, X3, « . . 5 X3 V15 V25 V35 « « -5 Vn
rekurentné: x3 =mn, y1 =1, pro i =1 je

1 n
X =|—(x; + Vi . = —.
T+1 [2 ( i yz)] s Yitl [xi n 1]

Dokazte, Ze nejmensi z ¢lent x1, xo, ..., X, je roven [Vn].
([ ] znamend celou cast Cisla.)
1.4 Necht {a,} je neklesajici posloupnost pfirozenych ¢i-

n
sel takovd, Ze posloupnost 4— je neomezend. Dokazte,
an

Ze nekonecné mnoho Clend posloupnosti {ai} jsou cela cisla.
n

1.5 Dokazte, Ze z kazdé posloupnosti pfirozenych Cisel lze
vybrat posloupnost, jejiz kazdé dva Cleny jsou nesoudélné,
nebo posloupnost, jejiz vSechny ¢leny maji spole¢ného délitele
vétsiho neZ 1.

1.6 Je ddna posloupnost pfirozenych &isel takovd, Ze pro
kazdé prirozené ¢islo 7z soucet ¢lend, které nejsou vétsi neZ »,
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neni mensi nez n. Dokazte, Ze ke kazdému pfirozenému Cislu
existuje jeji vybrand posloupnost, kterd md soulet Clenit
roven k.

1.7 Je ddno redlné ¢islo a. Posloupnost {a,} je rekurentné

) 1 1
definovéna takto: a; = a, a1 = — |ay, — —) pro a, #0,
ap/

ani1 = 0 pro a, = 0. Dokazte, Ze posloupnost {a,} obsahuje
nekonecné mnoho nekladnych ¢leni.

Geometrie

2.1 ABC je rovnoramenny trojuhelnik, | AC| = |BC|,
k je kruZnice se stfedem C, jejiz polomér je mensi nez |AC|.
Najdéte na % vSechny body 7, pro které je teCna kruZnice &
v bodé T osou thlu ATB.

2.2 Je dédna kruznice k se stfedem O, na ni body 4, B,
A # B, AB neni primérem kruznice k£, NN’ je pramér
kolmy k AB, pti¢emz N lezi na men$im oblouku kruZnice &
s krajnimi body A4, B. Oznatme M prusecik tétiv NN,
AB. Necht P je libovolny bod vétsiho oblouku, P = A, B, N'.
Dile je PQ tétiva kruznice k prochdzejici bodem M, a R
prusecik tétiv 4B, PN. Dokazte, ze QM| < |RN|.

2.3 ABC, AA1A4>, BB1Bs, CCiCs jsou Ctyfi rovnostranné
trojihelniky lezici v jedné roviné a stejné orientované.
Dokazte, ze stiedy usecek 41Cs, B1A2, C1Bs tvori rovnostran-
ny trojuhelnik.

2.4 ABCDE a A;B\C\D:E, jsou dva pravidelné pétitthelni-
ky lezici v jedné roviné a stejné orientované, pficemz 4 = Ai.
Dokazte, ze piimky BBi, CCi, DD; a EE; prochdzeji jednim
bodem.

2.5 Strany trojuhelniku jsou a, b, ¢, r = a® + b2 + (2,
s =(a + b + c¢)2 Dokazte, ze 2r < s = 3r.
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Matematickd indukce

3.1 a1, a2, ..., ap necht je koneCnd posloupnost nezi-
pornych Cisel, pro kterou plati: a1 < a2 =< 2a1, ag S a3 =
= 2a3, ..., a1 = ap = 2ay-1. DokaZte, Ze existuje kone¢nd
posloupnost by, ba, . . ., by, pro kterou plati: b; se rovnd 1 nebo
—1a0 = biay + beag + ... + bpan < a1

3.2 Budiz n pfirozené Cislo, x libovolné pfirozené Cislo
mensi nebo rovné »!. Potom existuji pfirozend Cisla &, a1, az,

. .» ax takovd, Ze plati ndsledujici podminky: 2 < n, a; déli
nlproi =1,2,...,kax=a1 + a2+ ... + a.

3.3 Vrcholy neorientovaného grafu (bez smycek) obarvuje-
me nékolika rdznymi barvami tak, aby Zddné dva vrcholy
spojené hranou nemély stejnou barvu. Dokazte: Jestlize
existuje pfirozené Cislo n takové, Ze z kazdého vrcholu
daného grafu vychdzi nejvySe n hran, potom je mozZno vrcholy
obarvit # + 1 barvami.

3.4 Najdéte vSechna pfirozend Cisla z, pro kterd plati:
Soucet zadnych n po sobé jdoucich Clentt Fibonacciovy po-
sloupnosti neni délitelny tiemi.

Fibonacciova posloupnost piirozenych Cisel je definovina
vztahy a1 = as = 1, ax+1 = ax + ax—1 pro vSechna k > 1.

3.5 V roviné je ddna jednotkovd tvercovd sit. UvaZujme
mnohothelnik (ne nutné konvexni) s vrcholy ve vrcholech
sité, jehoZ hranice je jedind lomend Cdra, kterd sama sebe
neprotind. Oznaéme P obsah tohoto mnohothelniku, V'
pocet mfizovych bodil lezicich uvnitf a S poéet mfiZovych
bodia lezicich na hranici tohoto mnohouhelniku. DokaZte,
Ze pro kazdy takovy mnohothelnik plati

1S+ V—P=1.
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