31. ro¢nik matematické olympiady

Spréva o 23. medzindrodnej matematickej olympiade

In: Jozef Morav¢ik (editor); Leo Bocek (editor); Lev Bukovsky
(editor); Miroslav Fiedler (editor): 31. ro¢nik matematické
olympiddy. Zprava o feSeni tiloh ze soutéZe konané ve skolnim
roce 1981-1982. 23. mezinarodni matematickd olympiada.

ﬁ%‘}‘fﬁlg)-o‘if?fgaé-Stémf pedagogické nakladatelstvi, 1984.
pp. 152-184.

bttt o W Tkemn ati g/ afnth ecGzkih 1 Aeatepay 66 Sciences
provides access to digitized documents strictly for personal use.
Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
L signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/404760
http://dml.cz

Sprava ‘o 23. medzinarodnej matematickej
olympiade

1. Organizicia a priebeh sutaze

V poradi uz 23. medzindrodnd matematickd olympidda
(MMO) sa konala v dnioch 5.—14. 7. 1982 v Madarskej
Tudovej republike, a to v prevaznej miere v jej hlavnom meste -
- Budapesti. Poriadatelom 23. MMO bolo ministerstvo
skolstva MR a pri priprave odbornej Casti sutaZe i rimcového
programu spolupracovali predstavitelia a ¢lenovia madarskej
matematickej spoloCnosti Jdnosa Bolyaia.

V organizdcii tohtoro¢nej MMO v porovnani s predchdd-
zajicimi doSlo k niekolkym zmendm. NajpodstatnejSou
z nich v8ak bolo, Ze usporiadatelia pozvali len $tvorclenné
druZstvd, zatial ¢o v minulosti sa MMO zucastiioval z jednot-
livych krajin dvojndsobny pocet sutaziacich Ziakov. Oficidlne
bolo pozvanych 32 krajin (z ucastnikov predchddzajtcich
MMO nepozvali organizdtori len Taliansko a Turecko,
ktoré sa nezucastnovali pravidelne), z ktorych ucast odriekli
iba Luxembursko, Mexiko a Spanielsko. Spolu s poriadajui-
cou MLR poslalo teda na 23. MMO svoje druzstvd tychto
30 zemi: Alzirsko (DZ), Austrdlia (AU), Belgicko (BE),
Brazilia (BR), Bulharsko (BG), Ceskoslovensko (CS), Finsko
(FI), Francuzsko (FR), Grécko (GR), Holandsko (NL),
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Izrael (IL), Juhosldvia (YU), Kanada (CA), Kolumbia (CO),
Kuba (CU), Kuvajt (KW), Madarsko (HU), Mongolsko
(MG), NDR (DD), NSR (DE), Polsko (PL), Rakusko (AT),
Rumunsko (RO), Svédsko (SE), Tunis (TN), USA (US),
Velkd Britdnia (GB), Venezuela (VE), Vietnam (VN) a ZSSR
(SU). Je to rekordny pocet, ked po prvy raz na MMO pri-
cestovala delegicia Kuvajtu, po niekolkoro¢nej prestivke
delegdcie AlZirska a Mongolska a po vlaiiajsej absencii na 22.
MMO v USA tiez NDR a Vietnam. Z 27 delegdcii zastipenych
na 22. MMO chybali len Luxembursko a Mexiko. Vsetky
delegdcie pricestovali so §tvorclennymi druzstvami, ale jeden
z alzirskych ziakov pre onemocnenie na sdtaZ nenastupil,
takze na 23. MMO si zmeralo svoje schopnosti 119 mate-
matickych nddeji zo vSetkych svetadielov.

Prevazna cCast vedudcich delegdcii, ktori s pracovnikmi
usporiadajucej krajiny tvoria medzindrodnu jury, pricestovala
do Budapesti v pondelok 5. 7. 1982. Stadial ich organizitori
po skupinkdch mikrobusom a automobilmi prepravili do
Ceglédu, Styridsattisicového mestecka leziaceho 70 km
juhovychodne od Budapesti. Predsedom jury bol akademik
Akos Csiszdr, veddci katedry na budapestianskej uni-
verzite Loranda Ectvosa. Ulohy tajomnika jury prikladne
plnil najcastejsi ucastnik doteraj$ich MMO prof. dr. Endre
Hadi, vedtici matematického oddelenia pedagogického tstavu
v Budapesti, ktory bol zdroven vedicim madarskej delegdcie.

Po svojom prichode do Ceglédu dostali veduci delegdcii
sir$i ndvrh uloh pre sutaz s rieSeniami v anglitine a textami
vo vsetkych Styroch oficidlnych jazykoch (anglictina, fran-
cuzstina, nemdcina, rustina). Obsahoval dva varianty Siestich
dloh tvoriace tematicky pestré celky a osem ndhradnych
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tloh pre pripadné doplilovanie. Nédvrh pripravila madarskd
tlohovd komisia vedend dr. Jézsefom Pelikinom z 57 tloh
navrhnutych zhcastnenymi krajinami, ked takmer polovica
krajin, ktoré prijali pozvanie na 23. MMO, do poZadovaného
terminu (15. 4. 1982) moznost poslat najviac 5 uloh pre sutaz
nevyuzila. Boli to AT, CO, CU, DE, DZ, GR, IL, KW,
MG, RO, SE, VE. V predlozenom S$irSom vybere 20 tloh
boli ndvrhy jednotlivych delegdcii zastiipené takto: CA a GB
po 3, NL a SU po 2 a AU, BG, BR, CS, FI, FR, PL, TN,
VN a YU po 1 dlohe. Neuplatnili sa teda len ndvrhy dloh
z BE, DD a US.

Prvé zasadnutie jury (6. 7. 1982 predpoludnim) bolo
venované vieobecnej rozprave o navrhovanych tlohdch.

Po obednajsej prestdvke, pocas ktorej prijal ¢lenov jury
a dal§ich dcastnikov 23. MMO mestanosta Ceglédu, roko-
vanie pokracovalo dalsou diskusiou o dlohdch, v zdvere ktorej
bol v podstate prijaty prvy navrhnuty variant s dvoma zmena-
mi, ked juhoslovanskd tloha o ploSnom obsahu konvexného
mnohouholnika a mreZovych bodoch bola nahradend mierne
archaickou holandskou planimetrickou doékazovou tulohou
a bulharskd tlohu o korefioch reciprokej rovnice 4. stupiia
vystriedala anglickd uloha o rieSeniach diofantickej rovnice
3. stupifia. Zvla$t prvd zmena, za ktord sa pri hlasovani
vyslovilo 18 delegdtov, sa v kone¢nom désledku ukdzala ako
nie prili§ $tastnd pre vicSinu druZstiev, nae nevynimajuc.

Na zdver stredaj$icho predpoludinajsicho zasadnutia jury
kone¢ne schvdlila vsetky 4 oficidlne formuldcie vybranych
uloh v oficidlnych jazykoch olympiddy a delegiti tak mali
moznost prikro¢it k prekladom textov uloh do materCiny
sutaziacich a k ich rozmnoZeniu v potrebnom pocte. Vedu-
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cim delegdcii uz pri tejto praci pomdhali aj ich zdstupcovia,
ktori 7. 7. priviedli do Budapesti sufaziace druzstvi.

Po relativne krdtkej diskusii na svojom popoludiiajSom
zasadnuti jury vidcSinou hlasov schvdlila ndvrh, aby pocet
bodov za dplné rieSenie kazdej tlohy bol rovnaky - sedem.
Z toho vyplyvalo, Ze kazdy stutaziaci mohol ziskat najviac
42 bodov. O dobe urcenej na rieSenie uloh sa v jury neroko-
valo, pretoZe organizacny poriadok 23. MMO stanovil na rie-
Senie kazdej trojice Styri a pol hodiny cistého Casu.

V piatok 9. 7. 1982 vo vcasnych rannych hodindch caka-
la veducich delegicii a ich zdstupcov cesta autobusom
do Budapesti na sldvnostné otvorenie 23. MMO, ktoré sa
konalo v aule gymndzia Margity Kaffkovej. Po kritkom
prihovore predsedu jury akad. Csdszdra sa ziaci roziSli do
tried, kde na nich Cakala prvd trojica nasledujiceho suboru
sttaznych uloh.

Prvy den sutaze - 9. jala 1982

1. Funkcia f je definovana pre vietky celé kladné » a nado-
btida len celé nezdporné hodnoty. Dalej plati:

a) f(2) =0, f(3) > 0, f(9 999) = 3 333;

b) pre vietky m, n nadobuda rozdiel

fOm + n) — f(m) — f(n)

hodnotu 0 alebo 1.
Urcte f(1982). (Velkd Britdnia)

2. Je dany nerovnoramenny trojuholnik A; 4243 so stranami
ai, az, az (a; je strana protilahld vrcholu 4;). Nech je pre vietky
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i=1, 2, 3 M; stred strany a;, T; bod dotyku strany a;
a kruZnice vpisanej trojuholniku 414243, S; bod simerne
zdruzeny k bodu T; podla osi vnutorného uhla daného troj-
uholnika pri vrchole 4;.

Dokazte, ze priamky M;S1, M2S2, M3Ss prechddzaji tym
istym bodom. (Holandsko)

3. Uvazujme o postupnostiach {x,}.” , kladnych redlnych
Cisel s vlastnostami: xo = 1 a pre vSetky z = 0 plati: x;,1 = x;.
a) Dokazte, ze pre kazdu takd postupnost existuje 7 = 1
tak, Ze plati
2 2 2
I S 1)
X1 X2 Xn

b) Ndjdite taku postupnost danych vlastnosti, pre ktoru
nerovnost

x(z) 1 xi~1
—+ —+ ... + < 4
X1 X2 Xn

plati pre vetky » = 1. (ZSSR)
Druhy den sutaze - 10. jila 1982
4. Je dand rovnica

x —3xy% + 33 =n.

Dokdzte, zZe ak celé kladné Cislo 7 je také, Ze dand rovnica md
celodiselné rieSenie x, y, potom md aspoil tri celociselné rie-
Senia.
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Ukdzte, ze pre n = 2 891 nemd dand rovnica celoCiselné
rieSenia. (Velkd Britdnia)

5. Na uhloprie¢kach AC a CE pravidelného Sestuholnika
ABCDEF su dané vnutorné body M, resp. N tak, Ze plati

lAM|  [CN|

|[AC] |CE]
Vypocitajte deliaci pomer 4, ak body B, M, N lezia na
priamke. (Holandsko)

6. Nech S je §tvorec so stranou dizky 100 a nech L je
lomend Ciara v S bez ndsobnych bodov zloZend z useciek
AoAr, A1As, ..., Ap—1An, Ao # Ay takd, Ze pre kazdy bod P
hranice Stvorca § existuje na L taky bod, ktorého vzdialenost
od P nie je vicSia neZ 1.

Dokdzte, Ze na L existuji také dva body X, Y, ktorych
vzdjomnd vzdialenost nie je vadSia nez 1, ale dizka tej casti
Ciary L, ktord je ohrani¢end bodmi X a Y, nie je mensia nez
198. (Vietnam)

V zdtvorke za textom tlohy je meno krajiny, z ndvrhu
ktorej uloha pochddza.

Pre zodpovedanie otdzok stutaziacich na pripadné nejasnosti
v texte sa aj v Budapesti pouzila tradicnd osvedCend forma,
ked Ziak md moznost poslat otdzku pisomne na listku k tomu
urcenom najneskorsie pol hodiny po obdrZani textov. Otdzka
sa precita a prelozi v jury, ktord schvaluje taktieZ plny text
odpovede. V case Cakania na otdzky Ziakov v prvy sutazny deil
predstavil predseda jury delegdtom vedticeho skupiny koordi-
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ndtorov, ktorym bol c¢len kore$pondent Madarskej akadémie
vied dr. Ldszl6 Lovdsz, dalsi z niekdajSich vynikajucich
madarskych olympionikov, ktory ziskal prvii cenu na rovna-
kych troch MMO ako dr. Pelikdn.

V sobotu 10. 7. opét zav¢as rdana odchddzali delegiti z Ce-
glédu, tentoraz uz definitivne. Po zodpovedani otdzok
k textom druhej trojice tloh sa ubytovali na zvySok pobytu
v MLR v osemndstposchodovom internite Zoltdna Schon-
herza patriacom budapestianskej vysokej Skole technickej,
kde sa konala tiez koordindcia hodnoteni a zdvere¢né zasad-
nutie jury.

Pre koordindciu bolo vyhradené v programe nezvykle
mdélo Casu: sobotiiajSie popoludnie a cely pondelok. Vdaka
tomu, Ze kazdu ulohu koordinovali dve skupiny madarskych
koordindtorov podla umne zostaveného grafikonu, nakoniec
sa tito ndro¢nu ulohu s vypdtim vSetkych sil podarilo zvlad-
nut tak, Ze zaliatok zdvere¢ného zasadnutia jury pldnovaného
na pondelok 12. 7. vecer sa oneskoril len asi o hodinu.

Popoludni po sutazi mali Ziaci v oba sutazné dni volny
program a v nedelu 11. 7. 1982 sa uskutolnila celodennd
spolo¢nd exkurzia vSetkych ucastnikov 23. MMO do Balaton-
ského pionierskeho tdbora v Zanke.

Na pondelok 12. 7. 1982 mali Ziaci pldnovany celodenny
vylet lodou po Dunaji do Visegradu spojeny s prehliadkou
tamojsich historickych pamiatok. Vecer sa uskutocnila beseda
s autorom svetozndmej »biivés koczky« a dalsich hlavolamov
prof. Rubikom.

V pondelok 12. 7. 1982 vecer na zdverenom zasadnuti
jury sa najskér rozhodlo o hodnoteni rieSeni v tych pripadoch,
ked nedoslo k dohode medzi vedenim delegicie a koordina-
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tormi. Také pripady boli celkom tri a ich rieenie nezabralo
mnoho casu. Potom nasledovalo rozhodovanie o potrebnom
pocte bodov pre ziskanie jednotlivych cien. Po kratkej diskusii
presiel nakoniec pdvodny ndvrh predsedu jury, aby cenu
dostali stitaziaci, ktori ziskali aspoit polovicu mozanych bedov.
Takych bolo celkom 61. Pre prvi cenu bolo stanovené roz-
pétie 42—37 bodov, pre druht cenu 36 —30 bodov a pre tretiu
cenu 29—21 bodov. Znamenalo to takmer idedlne rozdele-
nie cien, ked prva cenu dostalo 10, druht 20 a tretiu 31
sutaziacich. O udeleni zvlad$tnych cien za origindlne rieSenie
uloh sa nerokovalo, pretoze organizacny poriadok 23. MMO
s tym nepocital. V zdvere rokovania sa diskutovala otdzka
organizatorov budicich MMO. Vedici francizskej delegdcie
uviedol, Ze u nich sa uvazovalo o usporiadani MMO roku 1985
v Parizi. Vzhladom na to, Ze zZiadna delegdcia sa nehldsi
k usporiadaniu MMO roku 1983, pokusi sa po ndvrate do
vlasti ziskat stihlas k tomu, aby sa konala v Parizi uz 24. MMO
roku 1983. Vedenie delegicie CSSR informovalo o predbez-
nych tvahdch usporiadat 25. MMO roku 1984 v Prahe a zi-
stupca Finska prof. Lehtinen ozndmil, Ze o usporiadanie
26. MMO roku 1985 sa bude pravdepodobne uchddzat jeho
krajina. Veduci austrdlskej delegdcie prof. Williams informo-
val, Ze MMO r. 1988 by chceli usporiadat v Austrélii v rdmci
osldv 200. vyrocia vzniku austrdlskeho zvizu. V rdmci disku-
sie 0 buddcnosti MMO odznel o. i. ndvrh, aby sa oficidlnym
jazykom stala taktiez Spaniel¢ina. Podakovanim predsedu
jury akad. Csdszdra ostatnym ¢lenom za Cinorodu spolupricu
a veduceho francuzskej delegédcie prof. Deschampsa madar-
skym hostitefom za starostlivi pripravu a dobru organizdciu
23. MMO sa zdvere¢né rokovanie jury skoncilo.
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V utorok 13. 7. predpoludnim sa uskutoénilo roz$irené
zasadnutie komisie ICMI pre organizdciu MMO za ucasti jej
tajomnika J. Herseeho z Velkej Britdnie. S uspokojenim
konStatovalo, Ze pre najblizSie tri roky su usporiadatelia
MMO predbezne zabezpeceni.

Popoludni prijala vedenia zahrani¢nych delegdcii a do-
mdcich organizdtorov v zasadacej sieni rektora Vysokej skoly
zéhradnickej v Budape$ti ndmestnicka ministra $kolstva
MLR Mairia Hanga a hned potom nasledovalo sldvnostné
zakoncenie 23. MMO spojené s vyhldsenim vysledkov a odo-
vzdanim diplomov drZitelom cien 1 ostatnym stfaziacim
v aule tejto vysokej Skoly. Na niom v kratkom prejave predseda
jury zhodnotil priebeh a vysledky 23. MMO a ndmestnicka
ministra Skolstva MIR M. Hanga vo svojom vystupeni
vyzdvihla vyznam matematiky a medzindrodnych stretnuti
matematickych talentov a podakovala vSetkym, ktori sa
pricinili o odborny i spolocensky uspech podujatia. Stdcasne
s diplomami preberali vitazi 23. MMO 1 ostatni sutaziaci
vecné ceny a suveniry.

Definitivnou bodkou za tohtorocnou MMO sa stala zd-
vereCnd sldvnostnd vecera, ktord sa konala o 20,00 hod. v bu-
dapestianskom hoteli Ifjusdg. Prehovorili na nej predseda jury,
predstavite] ministerstva $kolstva MLR a veduci delegicie
Kuvajtu, ktori tak vyuzili prilezitost podakovat sa za pozvanie
ich delegdcie na 23. MMO, ¢im dostali po prvy raz prilezitost
zUcastnit sa na takomto podujati.

V stredu 14. 7. 1982 od skorych rannych hodin postupne
opustali jednotlivé delegdcie pohostinnd pddu hlavného mesta
Madarska. Ako jedna z prvych odcestovala rychlikom Hungd-
ria do svojej vlasti aj Ceskoslovenskd delegicia.
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2. Vysledky 23. MMO

Vyber sutaznych tloh na MMO byva kazdoroc¢ne najzod-
povednejSou ulohou jury a mé podstatny vplyv na priebeh
a vysledky sutaze. Madarski organizdtori sa usilovali ulah{it
tuto ulohu starostlivou pripravou navrhovanych variantov
Siestich problémov, z ktorych prvy svojou tematickou pest-
rostou 1 primeranou obtaznostou, ked obsahoval relativne
Tahké i ndro¢né tulohy, zodpovedal predstavim znaénej Casti
veducich delegdcii. V priebehu rokovania jury o ulohdch
sa v8ak prejavila snaha niektorych delegdcii zlah¢it navrhnuty
variant a tak sa stalo, Ze mechanickou vécSinou pri hlasovani
sa do vyberu dostala holandskd planimetrickd tloha zaradena
nakoniec ako druhd v poradi. Sutfaz ukdzala, Ze vicSina
sttaziacich nebola na tlohu tohto typu pripravend a nedoka-
zali si s flou poradit. Okrem niekolko mdlo delegdcii (NDR,
NSR, ZSSR, Madarsko, Vietnam, Velké Britdnia) vietky
na nej strdcali body, ¢o podstatne ovplyvnilo celkové vysledky
23. MMO. Pre zaujimavost spomefime, Ze ani druzstvo
Holandska, ktoré tulohu navrhlo, neziskalo za jej rieSenie
ani bod. Mozno povedat, Ze ostatné ulohy boli vhodne vole-
né a umoznili presadit sa najschopnej$im wcastnikom sutaZe.

Svoju suverenitu z vlanajSka potvrdili najmid druZstvd
NSR, ZSSR a USA. Po vlaiiaj$ej netidasti sa opit umiestnili
medzi najlep$imi druZstvd NDR a Vietnamu. Viac sa ¢akalo
na domdcej péde od Madarska i od tradi¢ne velmi dspe$nej
Velkej Britdnie, aj ked vSetci ¢lenovia oboch druZstiev ziskali
ceny rovnako ako reprezentanti CSSR a Bulharska, ¢m
potvrdili dobry $tandard z poslednych rokov. V porovnani
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Krajina . Stcet bodov zZiaka ¢. Celkom Neofic. Pocet cien

1 2 3 4 Dbodov porad. I.II IIL
Alzirsko (DZ) 11 10 2 — 23 27.-28. — — —
Austrélia (AU) 20 23 10 13 66 20.—21. — — 1
Belgicko (BE) 7 2 22 19 50 24. - — 1
Brazilia (BR) 24 10 19 13 66 20.—21. — — 1
Bulharsko (BG) 26 29 26 27 108 9. — — 4
CSSR (CS) 29 21 31 34 115 7. - 2 2
Finsko (FI) 16 35 28 34 113 8. - 21
Francuzsko (FR) 38 17 14 20 89 15. 1 - —
Grécko (GR) 14 19 9 13 55 23, 4
Holandsko (NL) 17 22 34 19 92 14. - 11
Izrael (IL) 22 18 17 18 75 18. - — 1
Juhoslavia (YU) 30 20 18 30 98 12. - 2 —
Kanada (CA) 14 12 23 29 78 17. - = 2
Kolumbia (CO) 3 9 18 4 34 26. - — —
Kuba (CU) 17 7 17 3 44 25. - - —
Kuvajt (KW) 2 1 1 0 4 30. - - -
Madarsko (HU) 21 36 33 35 125 6. - 31
Mongolsko (MG) 21 12 13 10 56 22. - — 1
NDR(DD) 37 40 27 32 136 3.-4. 2 1 1
NSR (DE) 42 35 31 37 145 1. 2 2 —
Polsko (PL) 30 23 16 27 96 13. - 1 2
Rakusko (AT) 11 11 38 22 82 16. 1 -1
Rumunsko (RO) 26 14 26 33 99 11. — 1 2
Svédsko (SE) 23 15 11 25 74 19. - = 2
Tunis (TN) 7 8 1 3 19 29. — -
USA (US) 40 35 29 32 136 3.-4. 1 2 1
Velk4 Britania (GB) 23 23 28 29 103 10. — — 4
Venezuela (VE) 1 10 1 1 23 27.—28. — — —
Vietnam (VN) 42 30 32 29 133 5. 1 21
ZSSR (SU) 37 42 30 28 137 2. 2 1 1
Celkom 2474 10 20 31
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s vlafiajSkom znacne stratili Rakusko a Kanada, kym ostatné
tu nemenované druzstvd dosiahli v podstate ocakdvané
vysledky. Podrobny prehlad o vysledkoch 23. MMO poddva
tabulka.

Tabulka zdroven ukazuje, Zze 3 Ziaci: Bruno Haible (DE),
Le Tu Quoc Thang (VN) a Grigorij Perelman (SU) ziskali
plny pocet bodov a stali sa tak absolutnymi vitazmi 23. MMO.
Skutocnost, Ze ucastnici 23. MMO ziskali spolu 2 474 bodov,
¢o je 49,5 9, z celkového mozného poctu, potvrdzuje, Ze aj
napriek vysSie uvedenym vyhraddm sa vyber uloh podaril
jury lepSie nez v minulom roku a ukdzal sa byt pre sutaz
primeranym. Kvoli uplnosti eSte dodajme, Ze na 23. MMO
satazilo 7 dievéat (HU 1, IL 1, MG 1, TN 3, VE 1), z kto-
rych len Rita Csdkdny (HU) ziskala tretiu cenu, ked dosiahla
21 bodov.

3. Hodnotenie Ceskoslovenskej tcasti

Ceskoslovenské druzstvo pre 23. MMO vybralo predsed-
nictvo UV MO predovietkym na zdklade vysledkov II.
a III. kola kategérie A 31. ro¢nika MO. Pri nomindcii viak
prihliadalo tiez k poznatkom z dvoch sustredeni SirSicho
vyberu, ktoré sa konali v Stifine od 5. do 10. 4. 1982 a od
7. do 19. 6. 1982, k poznatkom z koreSpondenc¢ného semindra
a predchddzajicej dcasti Clenov SirSieho vyberu na MMO.
Prilezitost zmerat svoje matematické tvorivé schopnosti
s reprezentantmi 29 krajin vSetkych svetadielov tak dostali
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tito Ziaci tried so zameranim na matematiku z Gymndzia
W. Piecka v Prahe 2: Petr Couf, 4. tr.; Miroslav Englis,
4. tr.; Igor Kiiz, 3. tr.; Jifi Sgall, 3. tr. Vedenim delegdcie
bol povereny predseda UV MO prof. dr. Jozef Moravéik,
CSc., prorektor Vysokej 3koly dopravy a spojov v Ziline,
a jeho zdstupcom bol podpredseda UV MO dr. Frantidek
Zitek, CSc., zdstupca riaditela Matematického tstavu CSAV
v Prahe. V suvislosti s predpokladanym usporiadanim 25.
MMO roku 1984 v Prahe v3ak bola naSa delegdcia pocetnejsia
nez obvykle, pretoze 23. MMO sa zucastnil ako pozorovatel
tiez tajomnik UV MO dr. Leo Bocek, CSc., z MFF UK
v Prahe, vyslany MS CSR a na ndklady UV JCSMF, resp.
UV JSMF, tiez dr. Véclav Stla z MS CSR,resp. dr. Ladislav
Berger, predseda pobo¢ky JSMF v Ziline a ¢len UV MO.

Ako uz bolo vysiie spomenuté, podielalo sa Ceskoslo-
vensko na organizdcii 23. MMO aj zaslanim ndvrhu troch
stitaznych tloh do pozadovaného terminu. Jednu z nich orga-
nizdtori zaradili aj do SirSicho vyberu, ale do prijatej Sestice
sa uz nedostala.

Vysledky, ktoré nasi Ziacina 23. MMO dosiahli, st zhrnuté
v tabulke:

Ziak Pocet bodov za Celkom  Udelena cena a
rie§enie ulohy &. celkové umiest.
1 2 3 4 5 6

Couf Petr 70 2 7 6 7 29 III. 31.—36.

Engli§ Miroslav. 7 0 7 0 7 0 21 III. 59.-—61.

Kriz Igor 71 7 7T 7 2 31 II. 24.—25.

Sgall Jiti 6 0 7 7 7 7 34 II. 16.—18.

CSSR spolu 27 123212716 115
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Tabulka ukazuje, Ze na$i Ziaci si suverénne poradili
s 1. a 5. ulohou, ked strata jedného bodu bola v oboch pri-
padoch spdsobend nepozornostou pri jednoduchom nume-
rickom pocitani. Prekvapenim bola strata bodov u M. Englisa
za 4. ulohu, pretoze ide o tilohu zo skolskej tedrie Cisel, o ktord
sa pomerne silne zaujima. V podstate uspokojivy je vysledok
v 3.1 v 6. ulohe, ktoré boli vSeobecne povaZované za najna-
rocnejiie, ale velmi neprijemnym prekvapenim je doslovny
vybuch celého druZstva v planimetrickej 2. dlohe. Okrem
toho, ¢o uz bolo uvedené vysSie, je treba konStatovat, Ze
v triedach so zameranim na matematiku sa podobnej proble-
matike venuje mdlo pozornosti, ale ¢o je horSie, pozabudlo
sa na fiu aj v tohtoro¢nych pripravnych sustredeniach.

I ked ceskoslovenskiu ticast na 23. MMO mozZno povazovat
celkove za tdspe$ni - ved vSetci Clenovia druzstva ziskali
ceny, pri kritickej ndroCnosti musime po pravde povedat,
Ze v sildch druzstva bolo podstatne viac. Staci, ak pripome-
nieme, ze uz na 22. MMO Kiiz a Couf ziskali 2. cenu so
stratou len 2, resp. 4 bodov a Sgall si z USA priviezol 3. cenu.
Ak na budidcich MMO chceme pokracovat v tuspe$nom
trende poslednych rokov, bude treba eSte lepSie vyuzit
podmienky, ktoré ndm ministerstvd $kolstva pre pripravu
druZstva poskytuju,a v_pripravnych sudstredeniach opravdu
ni¢ neponechat na ndhodu. Podla poznatkov z krajin najdspes-
nejsich na 23. MMO i podla naSich vlastnych skusenosti
by malo mat aprilové sustredenie prednd$kovo-semindrny
charakter a jinové formu samostatného rieSenia dloh s réznou
tematikou spojeného s rozborom rbéznych metdd rieSeni.
Bude potrebné v predsednictve UV MO edte starostlivejsie
zvazovat tematiku ststredeni a podla vopred schvilenej
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tematiky vyberat tych najvhodnejsich lektorov. V tematike
stustredeni by nemali chybat: elementdrna Ciselnd tedria
(vety o delitelnosti, kongruencie, neurcité rovnice, Ciselne-
-teoretické funkcie), zdklady matematickej analyzy (postup-
nosti, limity, nekonecné rady), nerovnosti a odhady, reku-
rentné postupnosti, mnohocleny jednej a viac premennych
(vlastnosti koreiov, apod.), zdklady funkcnej tedrie (limita,
spojitost, trigonometrické, exponencidlne a logaritmické
funkcie), rovnice a sdstavy rovnic, diferencné a funkciondlne
rovnice, kombinatorika (kombindcie, binomické koeficienty,
vytvdrajuce funkcie), geometrické zobrazenia v rovine (zhod-
nost, podobnost, rovnolahlost), dokazové planimetrické ulohy
(trojuholnik, kruznica, apod.), stereometria (Stvorsten a jeho
vlastnosti, apod.), metrické vlastnosti geometrickych tutvarov
v rovine a priestore (trojuholnikovd nerovnost, kruZnica a jej
Casti, gula), konvexné mnohouholniky, kombinatorickd geo-
metria.

Pokial ide o pripravu na organizovanie MMO roku 1984,
mozno ocakdvat, Ze nasi delegdti i pozorovatelia na 23. MMO
mali o¢i otvorené a pozorne sledovali tak dobré, ako aj tienisté
stranky organizdcie,a odpozorované skusenosti uplatnia pri
priprave podujatia, ktoré by sa malo stat dalSou prileZitostou
pre Sirenie dobrého mena nasej socialistickej vlasti vo svete.
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4. RieSenia uloh 23. MMO

Riesenie 1.ulohy. Z casti a) zadania ulohy vyplyva, ze
f(2) = 0,a z casti b) zasa, zZe bud f (2) = 2f(1),alebo f(2) =
= 2f(1) + 1. Vzhladom na nezdpornost hodnét funkcie f
z toho vyplyva, Ze musi byt f(1) = 0. Z b) taktiezZ vyplyva

fm) + f(n),
@ f(m +n) =
f(m) +f(m) + 1,

z ¢oho pre m = 1, n = 2 dalej dostaneme

f)+£2) =0,
f@3 =
fO+f@+1=1

odkial vzhladom na podmienku f (3) > 0 plynie, ze f(3) = 1.
Pre m = 1 a TubovoIné celé kladné 7 z (1) dostaneme

f) + F1) =),
@ for+ 1) =
fO)+ )+ 1 =F(m) + 1,

z Coho vyplyva, Ze funkcia f je neklesajica. Podobne pre
m = 2 a lubovolné celé kladné » z (1) dostaneme, Ze f (n +
+ 2)=f(n), ale pre m =3 uz z (1) vyplyva, ze f(n +
+ 3)= f(n) + 1 pre kazdé celé kladné n. Z toho mdme, Ze
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fO=fB) +1=2, f(9=f(6) + 1=3, atd. Uplnou
indukciou Iahko dokdZeme, Ze pre celé kladné » plati:

3) f(Gn)=n.

Videli sme, Ze pre n = 1 vztah (3) plati. Nech teda plati pre
nejaké celé kladné k: f(3k)= k. Potom pre n = 3k, m =3
z (1) mdme

]f(3k)+f(3)zk+
f(Bk + 3) =
lf(3k) +fB3)+ 1=k + 2,

Co znamend, ze f(3(k + 1))=k + 1, tj., Ze (3) plati pre
k + 1, ako sme potrebovali dokdzat. Ak pre nejaké celé
g > 0 plati f (3g) > ¢, potom

fBY+fB)>q+ 1,
fBg+3)= :
fEN+fBA+1>9¢+2
z Coho je zrejmé, Ze pre kazdé celé kladné n= ¢ uz plati
v (3) ostrd nerovnost. :
Z Casti a) zadania ulohy vSak vieme, Ze f(9 999) = 3 333,

¢o znamend, Ze pre vSetky » = 3 333 plati v (3) rovnost.
Specidlne preto plati

1982 =f(3.1982)=f(2.1982) + f(1982)=
> 3. f(1982).
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Z toho vsak priamo vyplyva, Ze
1982
661 > Tg f(1982)=f(1980) + f(2) =

1980
= —— =660 .
3

Teda f (1 982) = 660.

Iné rieSenie (podla M. Englisa). Rovnost f (1) = 0 a vztah
(2) dostaneme ako hore. Vztah (2) prakticky znamend, Ze pre
kazdé celé kladné # plati

©) fm=fr+ H=f(m) + L

Nech 7z je ITubovolné celé kladné Cislo. DokdZeme uplnou
indukciou, Ze pre IubovoIné celé kladné % plati

5
®) Fm) = [f (:n)] ,

kde symbol [c] znamend celd Cast &isla c. Pre 2 = 1 rovnost
(5) zrejme plati. Nech (5) plati pre nejaké celé K > 0,
tj. nech

© Kfm=f(Kn) < Kf@n) + K.

Potom podla bj je f(Kn + n) =f(Kn) + f(n) + & kde
e€{0; 1}. Je teda f(Kn + n)= f(Kn) + f(n)= Kf (n) +
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+ f(n) = (K + 1)f(n) podla (6) a taktiez f(Kn + n) =
SfRn)+fn)+ 1<K+ 1)f(m)+ K+ 1 cize
i

K+ Dfm=fK+ Hn) <K+ DM + 1),

odkial
fUK + IM

o =—p—

<fm+1,
¢o sme mali dokazat.
Teraz podla (5) pre n = 11 a £ = 909 a podla a) dostaneme

[f999)] [3333
f(n)—[ 909 }_[909

] = 3. Na druhej strane vSak

z (5) pre k =8, n =11 mame f(11) = [f(8i8)] =3, z ¢oho

vyplyva, ze f (88) = 31. Preto podla (4) je f(89) = 32. Analo-
. . f(9 999)] l3 333] [f(90)]
ky zistime, Ze f(9) = = =3 =|—
gicky zistime, % /(9) l 1111 1111 10
z Coho vyplyva, Ze f(90)= 30 a stadial podla (4) mdme
f(89)= 29. Plati teda

) 20 = f(89) = 32.
Z b) pre m = 9910, n = 89 mame
f(9999) = 3333 = f(9910) + f(89) + &,
kde ¢ € {0; 1}. Z toho vzhladom na (7) vyplyva
8) 3300 = f(9910) = 3 304.
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Kedze 9910 =5 . 1982, z (8) podla (5) dostaneme

f(1982) =

&59#0)] — 660.

Pozndmka. Dé sa dokdzat, Ze vlastnosti a), b) poZzadované
n

v ulohe ma napr. aj funkcia f(n) = l?]

RieSenie 2. alohy. Pri osovej sﬁmer;losti podla osi uhla
trojuholnika 414243 pri vrchole A4; je obluk 8173 kruZnice
vpisanej trojuholniku A4;A424s simerne zdruZeny k obliku
T1To tejto kruznice (pozri obr. 43). Pri sumernosti podla
osi uhla pri vrchole As analogické tvrdenie plati pre obliky
T3S a T Ts tejto kruznice. Plati teda:

—_~

Tgsl = — TQT] = Tsz = — T3Sz.
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Z toho vyplyva, ze S18: || A1432, ale pretoze MiMs || A1A43,
je tiez 8182 || MiMs. Analogickou uvahou prideme k zdveru,
ze 8183[[M1M3 a SgSgHMzMg. Trojuholniky M1M2M3
a 85185283 maju teda odpovedajiice strany rovnobezné, ¢o
znamend, Ze ich mozno na seba transformovat bud posunu-
tim, alebo stredovou rovnolahlostou (homotetiou). Je zrejmé,
ze v rovnakom vzdjomnom vztahu su aj kruZnice tymto
trojuholnikom opisané. Trojuholnik M;M>Ms je vSak ne-
" rovnoramenny rovnako ako dany trojuholnik A;A424s, a tak
jemu opisand kruznica pretina strany a; daného trojuholnika
v dvoch roznych bodoch. Z toho vyplyva, Ze jej polomer je
vacsi ako polomer kruZnice opisanej trojuholniku 818283,
ktord je zhodnd s kruZnicou vpisanou trojuholniku 4;A424s.
Spominané zobrazenie nemdze byt preto posunutim, ale
stredovou rovnolahlostou. Potom vSak priamky AM;Si,
M>S2, M3S3 musia prechdadzat stredom tejto rovnolahlosti,
¢im je tvrdenie dokdzané. Poznamenajme eSte, Ze vzhladom
na to, Ze trojuholnik 4;A42A3 je nerovnoramenny, je M; %= S;
pre vietky 7 =1, 2, 3.

Pozndmka. Dd sa dokdzat, Ze tym stredom rovnolahlosti
je spolo¢ny dotykovy bod kruznic opisanych trojuholnikom
MMMz a 818283 (tzv. Feuerbachova veta).

RieSenie 3. alohy. a) Predpokladajme, Ze existuje postup-
nost {c,}7 , kladnych redlnych ¢&isel tak, Ze pre kazdu
postupnost {x,},° , danych vlastnosti plati

2 2 2

X,
(1) TR et
X1 X2 Xn

2 CnX0.

Potom z (1) a nerovnosti medzi aritmetickym a geometric-
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kym priemerom dvojice nezdpornych redlnych cisel vyplyva

2 (% ey, B %
—F+{—+ ...+ —+ —)=—+
X1 X2 Xn Xn+1 X1

+ cn 212 2 )/xgen = x0 2 Jen

Mozno preto poloZit ¢j.1 = 2 ]/cn pre kazdé n= 1, a kedze

22
« . 0 v g
x2= x2, z ¢oho vyplyva . = xj, stadi zvolit ¢; = 1. Potom
1

viak platic; = 2,03 = 2 |/2 = 21712, ¢4 = 2 |fog = 2! ¥ 121k
a-vieobecne ¢, = 21F12+, .. +1/227  92Q0=12"0 4 -1
pre n = 2. Vzhladom na (1) a predpoklad, Zze xo = 1, stai
teraz n zvolit tak, aby platilo 4. 272" = 3,999, ¢o je ekviva-

21;‘2
lentné s nerovnostou ( ) = 2. Pretoze zrejme plati

3,999
4 4,001

> — je
3,099 4

4 271»2 1 21 2 212_2
( ) > (1 + —) > 1+ A
3,999, 4000 4000
Co je vicSie nez 2 pre kazdé n= 14. Tym je prva Cast ulohy
dokdzand.
b) Staci zvolit postupnost s vSeobecnym cClenom x, =
= 2-7, Potom
n xidl \{1 272k+2 n

= > — 2702 =24+ 1+214+ ...+
k=1 Xk =1 27F k=1

+ 2-nt2 =4 — 2-7+2 < 4 pre vetky n= 1.
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Pozndmka. Dé sa dokdzat, Ze je to jedind postupnost po-
zadovanych vlastnosti. Z toho, Co sme ukdzali v Casti a),
vyplyva totiz, Ze pre kazdu postupnost {x,},” , danych

2 2
"X
: ) k1 0 s
vlastnosti plati > —— = — + ¢;—1 x1 pre kazdé n= 2.
k=1 Xk X1
Pretoze lim ¢, = lim 4 . 27 Y2"" = 4, potom, ak vo vztahu
n—x0 n—oe
2 2
n x x
k—1 0
4> > = — + cp1 X1,
k=1 Xk X1

ktory mad platit pre vSetky »= 1 pri ¢y = 0, prejdeme k limite
pre n— oo, dostaneme

x2 1
4= 2 ¢ 4x =4 + — (%0 — 2x1)2
1 X0 x1)% ,

X1 X1

z ¢oho uz vyplyva, ze musi byt xp = 2x;. Metédou uplnej
indukcie z toho uz teraz analogickou tivahou lahko dokdZems,
ze pre kazdé n=1 musi platit x, = 2x,41, z Coho zrejme
vyplyva, ze x, = 2"

Iné rieSenie Casti a) (podla M. Englisa). Ozna¢me

n x: 1 n
Snzz 5 Un:z Xk -
k=1 Xk k=0

Pretoze x; > 0 pre vsetky 2= 0, plati pre vietky n= 1:
sn > 0,04 > 0, 5501 > Spy Oni1 > Op.
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Pouzitim Cauchyho nerovnosti dostaneme, Ze pre kazdé
n= 1 plati

n x}ze 1 n n
22— 2 u=(2 )2,
k=1 Xk k=1 k=1
Cize
@) sn(0n — x0)= 02 _,.

Zrejme je viak o, — xo > 01 — x9 = x1 > 0, a kedze xo =
=1, z (2) mdme

3) o?

Rozozndvajme nasledujice dva pripady:

1. Postupnost {o,},° | je neohranitend. PretoZe pre vietky
k=0 plati: xx=x0=1, je 0, —1= 0,1 pre kaidé
n= 1. Z toho vyplyva, ze

2

(o
—1
Up = ——— = Oy-1

on—1

plati pre kazdé n= 1, Cize postupnost {v,};” , je taktiez
neohrani¢end. Existuje teda prirodzené d&islo N tak, Ze
oy > 3,999,z Coho vzhladom na (3) vyplyva,Ze sy = 3,999,
ako bolo treba dokdzat. .

2. Nech postupnost {o,},> ; je ohrani¢end. Vzhladom na
to, Ze je to postupnost rastiica, md podla Bolzano-Weier-
strassovej vety vlastnd limitu, ktorti ozna¢ime L. Pre kazdé
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n= 1zrejme plati g, < L,tedatiez o1 =1 + x1 < L,z oho
vyplyva, Ze musi byt L > 1. Dalej je zrejmé, ze (L — 2)2=0
2

Cize 12> 4L — 4, z ¢oho médme =4,

Preto vzhladom na (3) plau

4 Iim s, = lim v, = lim % = L = 4.
nswo  now aseOp—1 L—17

Vzhladom na to, Ze postupnost {s,},° , je rastica, vyplyva

z0 (4), ze aj v tomto pripade existuje dokonca nekoneéne

mnoho prirodzenych Cisel N tak, Ze plati: sy = 3,999.

| Dalsie rieSenie &asti a) (podla ¥. Sgalla): Oznaime
0 42

Xy
pre xo > 0 f(xo) infimum zo suttov > —2=!
k=1 Xk

postupnosti {xx},” , danych vlastnosti. Vzhladom na to, Ze
ide o rady s kladnymi ¢lenmi, je zrejmé, Ze f(xo) existuje
pre kazdé xo > 0 a plati: f (xo) > 0. Dalej sa Iahko vidi, Ze

cez vsetky

pre ka*dé a > 0, b > 0 plati f(a) = % F(b). Ak totiz pre

[¢ o] 2
1 . , : Xp—
nejaki nerasticu postupnost {x}>, plati > 57! —y,
k=1 Xk

xo = b, potom pre nerasticu postupnost {yz}° o, Yo = a,

pre ktort y; = % xr pre vetky k= 0, zrejme bude s’ =

2 o 42
A L

= 3%ty

k=1 Yk b =1 Xk

a d <2 b
=5 Je teda f(a)=—b—f( )-

b
Ak navzijom vymenime a a b, dostaneme f(b) = — f(a)
: a
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Cize f(a)= % f(b), z ¢oho uz vyplyva dokazovand nerov-

nost.

o) x2

w . o o v v . k—1

Oznaéme dalej g (xo, x1) infimum zo suétov >
k=1 Xk

cez vietky postupnosti {xx},” , danych vlastnosti. Potom
podla definicie funkcii f a g plati:

1 x? x% |
£(1) = infg (1; x1) — inf (_ P ) _

x1€(031> x1€(031) ‘X1 X2 X3

—iinf (L +f(x1)) — inf (l + af (1)\).

x1€(0;1) \X1 x1€(0;1) \X1

1
Funkcia y = — + xf (1) je spojitd pre x € (0;1) a v pravom
x p

okoli bodu x = 0 je neohraniend. Bude preto nadobudat
infimum v nejakom Cdisle x; € (0; 1), ¢o znamend, Ze bude

©) f(l):éerlf(l).

Zrejme nemoze platit x; = 1. Staci preto uvazovat o x; € (0; 1),
pre ktoré z (5) dostaneme

fFOQA =) =$ tize f (1) = —

— >
X1 (l e x1)

pre vietky x1 € (0; 1).
Z toho vyplyva, Ze pre vietky postupnosti {xx},”, danych
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2

e 2]
. . v . =1 ;v , ¥
vlastnosti md nekoneény rad > suet rovny aspoil 4
k=1 Xk

alebo nekonverguje, tj. postupnost jeho Ciastoénych siétov
je neohrani¢end. V oboch pripadoch vSak zrejme existuje
Ciastocny sucet s, tohto radu, pre ktory plati s,= 3,999,
ako sme mali dokdzat.

Riesenie 4. ulohy. Nech [x, y] je nejaké celociselné riesenie
rovnice

(1) x —3xy2 + 93 =mn,

kde 7 je dané celé kladné cislo. Pretoze (y — x)3 = y3 —
— 3y2x + 3yx2 — x3, je x3 — 3xy2 + 33 = (y — x)3 —
—3x%y + 2x3 =(y — x)3 —3(y — x) x2 — x3, Co zname-
nd, Ze rovnici (1) vyhovuje tieZ usporiadand dvojica [y — x,
—x] celych cisel. Kedze dalej plati (x — )3 = x3 — 3x2y +
+ 3xy2 — 33, bude x3 —3xy2 4+ 33 = (x —y)3 — 6x)2 +
+3x% + 28 =(x —yP +3y(x—y)?2—3 = (—yP —
—3(—y)(x — )2 + (x — »)3, z coho vyplyva, Ze rovnici
(1) vyhovuje potom tiez usporiadand dvojica [—y, x — y]
celych cisel.

Lahko sa vidi, Ze dvojice [x, y], [y — %, —x] a [—y,
x — y] si navzdjom roézne. Ak by napr. platilo [x, y] =
= [y — x, —x], muselo by byt x =y — x a sucasne y =
= —x, z ¢oho uz vyplyva x = y = 0. T4to dvojica rovnici (1)
vSak pri celom kladnom # nemdze vyhovovat. Podobne do6jde-
me k sporu aj v zostdvajicich dvoch pripadoch. Tym sme
dokdzali, Ze ak rovnica (1) md nejaké celoCiselné rieSenie,
potom m4d asponl tri také rieSenia.
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Nech teraz pre nejaké celé Cisla x, y plati
x —3xy2 + 3 =2891 =9 . 231 + 2.

Potom zrejme je x3 — 3xy%2 4+ 33 =2 (mod 9). To viak
znamend, ze musi byt x3 + y3 = 2 (mod 3) Cize x3 + 3% =
= —1 (mod 3). Uvazujme o jednotlivych moznych pri-
padoch:

a) Nech x = 0 (mod 3). Potom musi byt y3 = —1 (mod 3)
Cize y = —1 (mod 3). Existuju teda celé Cisla s, ¢ tak, Ze
plati: x = 3s, y = 3¢ — 1. Potom vSak x3 — 3xy2 + 33 =
=27s3 —3.3s(3¢t — 124+ 2763 — 27124+ 9t — 1 = —1
{mod 9), Co je spor.

b) Nech x = —1 (mod 3). Potom x3 = —1 (mod 3)
a musi platit y = 0 (mod 3). Existuju teda celé cisla u, v
tak, ze plati x = 3u — 1, y = 3v. Analogicky ako v pripade
a) dostaneme x3 — 3xy2 + 3 = —1 (mod 9), ¢o je opit spor.

¢) Nech konetne x =1 (mod 3). Potom tiez x3 =1
(mod 3) a musi preto platit y3 = 1 (mod 3) ¢iZze y = 1 (mod 3).
Podla vyssie dokdzaného musi danej rovnici vyhovovat tiez
usporiadand dvojica [y — x, —x], pre ktort vSak v tomto
pripade plati y — x =0 (mod 3), —x = —1 (mod 3), ale
také rieSenie sme vyludili uz v pripade a). Dand rovnica teda
nemdze mat celodiselné rieSenie, ako sme mali dokazat.

Riesenie 5. ulohy. PretoZe trojuholnik ACE je rovnostran-
ny (pozri obr. 44), zo zadania dlohy vyplyva, ze |CM| =
= |EN|. Pretoze zrejme |BC| = |DE|a <¢. DEC = <. BCA=
= 30°, su trojuholniky BMC a DNE zhodné. Z toho dalej
plynie, Ze <C NBC = <t EDN. Kedze <. ECB =907, je
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<t BND = < BNC + <. CND = (90° — <£ NBC) +
+ <€ CED + <¢ NDE = 120°. To znamend, Ze useCku BD
vidno z bodu N pod uhlom 120° rovnako ako zo stredu S
kruZnice opisanej danému Sestuholniku. Z toho vyplyva, Ze
bod N lezi na kruznici so stredom C a polomerom |CB| =
= |CD|. Plati preto: |[CN| = |CB|. Pre deliaci pomer A
z toho vyplyva, Ze

4 =|CN|:|CE| = |CB|:|CE| =1:3
/3 . .
cize A =35 pretoze v pravouhlom trojuholniku BCE je
<. EBC = 60°.

Iné rieSenie (podla I. K¥#ia). Zvolme v rovine daného
Sestuholnika stradnicovi sustavu so zaCiatkom v bode B
a oznacujme polohové vektory jednotlivych bodov rovnakymi
symbolmi, ako st oznalené tieto body. Plati teda B = O

aM=2C+0Q—-—NDA N=2E+ (1 —2)C,kde 0

180



# A # 1, pretoze M, N su podla predpokladu vnitornymi
bodmi uhloprie¢ok AC, CE daného 3estuholnika. Z vlast-
nosti pravidelného Sestuholnika vyplyva, ze E = 2 (A + C).
Preto N =21(A+C) + (1 —2)C=21 A+ (1 + »C.
Z toho, Ze body B, M, N lezia na jednej priamke, vyplyva,
Ze vektory M, N su kolinedrne. To viak znamend, Ze musi
platit

® e

Rovnost (1) viak plati préve vtedy, ked 242 = 1 — J2, &ize'

1
vtedy, ked 12 = rR Pretoze musi byt 4 > 0, je jedinym rie-

o, U3
Senim 4 = -“—,
3 .
Dalsie rieSenie (podla J. Sgalla): Zobrazme vrcholy

daného Sestuholnika v rovine komplexnych &isel tak, Ze

Obr. 45
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A=1,D= —1a8 = 0,kde Sje stred daného Sestuholnika
(pozri obr. 45). Pretoze ACE je rovnostranny trojuholnik,
je |AC| = |CE| a zo zadania tlohy vyplyva, ze |AM| =
= |CN|. Kedze je tiez |SA| = |SC| a <t SAC = < SCE =
= 30°, su trojuholniky SAM a SCN zhodné. Z toho vyplyva,
ze |SM| = |SN|. Pretoze <t MSN = <t MSC + <t CSN =
=< ASC — L ASM + < CSN = <t ASC = 120°,je bod
N obrazom bodu M v otoceni o 120° okolo stredu S. Oznaéme
1 )3, E
g=—+ —1. PotomA:I,B:s:~—+——1, C =
2 2 2 2

1

2

=
/3
+ %i. Podla zadania ulohy je dalej M =

=4+ 21(C — A)—l——l+1l/ A. Potom vSak N =

L

2 2
V3 .35, S
+ CH A V3 7. Ak body B, M, N, ktoré su navzdjom

rozne, lezia na priamke, potom musi existovat redlne Cislo
k = 0 tak, Ze plati

B—N=k(M—N) &ize

1+ wé“i:k[%(1~z) +L/2§(3z_1)i].

Porovnanim redlnych a imagindrnych casti stadial mdme
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) I:k%(l—Z), A]/gzkv—;(%——l).

Z (2) po jednoduchej uprave dostaneme
2 =3k —3kk, 24 =3ki— k,

z Coho séitanim oboch rovnosti vyplyva 2k = 214 + 2 CiZe
k=1 + 1. Ak teraz dosadime za k do prvej rovnosti (2),
dostaneme

2 1
1= 7.(1 — 22), z ¢oho uz je A2 = 3

a stadial rovnako ako v predchddzajicom rieSeni mdme 1 =
V3
3

RieSenie 6. ulohy (podla P. Coufa). Vrcholy Stvorca S
ozna¢me A, B, C, D a pre body lomenej ¢iary L definujme
usporiadanie takto: Oznaéme I (Ao, U) dizku tej Casti L,
ktord je ohraniend bodmi A4y, U. Nech U, V& L. Potom
U=V, ak (Ao, U)=1(Ao, V). Vzdialenost bodov U, V'
v rovine oznacujeme d (U, V). Nech 4’, B’, C’, D’ su ta-
ké body z L, pre ktoré plati: d (4, A") = %, d(B, B') = §,
d(C, CY=14%, d(D,D) < }. Bez ujmy na vSeobecnosti
mézeme predpokladat, Ze plati A" < D’ < B’ (pozri obr. 46).
Oznatme Ly ={ZeL|Z<=D'}, Lo={ZeL|Z=D'}.
Nech L; ={WeAB|3W € L;:d(W,W) < 1},i = 1,2.
Je zrejmé, 26 A € L, Be L), tize L, + 0, i =1, 2.
Podla zadania tlohy taktiez plati: AB = L; U L. Dalej
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Obr. 46

je zrejmé, ze L, i = 1, 2 je zjednotenim kone&ného poltu
intervalov alebo jednobodovych mnozin. Preto plati: L; N
NL,# @ Nech teraz Me L, N L, a Xel, YelL;
st také body, Ze plati d (M, X) = %, d(M, Y) = }. Potom
z trojuholnikovej nerovnosti vyplyva, ze d (X, Y) = d (M,
X)+ d(M,Y)=<1. Na druhej strane vSak pre dizku
I(X, Y) tej Casti lomenej Ciary L, ktord je ohrani¢end bodmi
X, Y, zrejme plati: I(X, Y)=I(X, D)+ 1D, Y)=
=d(X, D)+ d(D, Y)=99 + 99 =198, ¢o sme mali
dokdzat.
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