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Kategorie B

ULOHY I. KOLA — DOMACI CAST
B-1-1

Dokazte, Ze 2zidné z Cisel 31982 4 21981 3 31982 __ 21981
neni prvodislo.

ReSeni. DokiZeme, Ze prvni &islo je délitelné jedendcti
a drubé sedmi. Je totiz 31982 4 21981 — (32)991 4 21981 —
= (11 —2)%1 4 21981 — 1] T — 2991 21981 — 11 T +
+ 2991 (2990 — 1), Nyni stali dokdzat, Ze Cislo 299 — 1 je
délitelné &slem 11. Je 2990 — ] — (210)99 — ] — 10249 —
— 1 =(1024 — 1) Q, kde Q je stejné jako T &islo pfirozené.
A protoze je ‘1023 délitelné jedendcti, je prvni Cdst
tilohy dokdzdna. Vezmeme druhé ze zadanych d&isel. Je
31982 _ 21981 — (7 4 2)991 — 21981 — 7 R 4 2991 _ 21881 —
=T7R —2%1[(28)330 — 1] 2 830 — 1 =(8 — 1) §, &isla R,
S jsou pfirozend. Prvni &islo je tedy délitelné jedendcti, druhé
sedmi a pfitom se témto &islim nerovnaji, jsou mnohem vétsi.
Proto to nejsou prvocisla.

B-1-2

Urlete mnoZinu vSech bodd v roviné, kterd je grafem
relace
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G:{[x,yleRxR:(x—m)2+(y_,,)z§
1 1 2 , 1 2<(21/5_1)2
16"(""2"P)+(y—2—q): T

pro nékterd celd Cisla m, 7, p, q} .

IA

ReSeni. Pro redlnd &isla m, » je mnoZinou viech bodi

1
[x, y], splityjici podminku (x —m)? + (y —n)2 < 16’ kruh

1
se stfedem v bodé [m, n] o poloméru e Podobné je mno-

Zinou vSech bodu, jejichZ soufadnice x, y spliiuji nerovnici

SR A

1 1 22 —1
kruh se stiedem | p + 29 + —2—] o poloméru 3 Bod

[x, ¥] patii tedy do grafu relace G pravé tehdy, lezi-li v né-

kterém kruhu o poloméru Ve jehoz stied md celoliselné
soufadnice, a sou¢asné patfi bod [x, y] do né€kterého kruhu
22 —1

0 poloméru 7

, pfi¢emZ soufadnice stfedu tohoto

1
kruhu se 1i8i od celého &isla o > MiZeme také fici, Ze stfed

tohoto kruhu splyvd se stiedem jednotkového Ctverce, jehoZ
vrcholy maji celodiselné souradnice. Budeme struéné& mluvit
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o kruzich prvni soustavy a kruzich druhé soustavy. Bod
patii do grafu relace G pravé tehdy, patfi-li do né&kterého
kruhu prvni soustavy a zdroveil do nékterého kruhu soustavy
druhé. Kazdy kruh jedné soustavy se dotykd ¢tyf kruha
druhé soustavy (obr. 18). Hledand mnoZzina se sklddd ze
viech takto obdrZenych bodu dotyku, tedy ze vSech boda

I x [
—_t T —\
Obr. 18
12 2 2 2
o P B 2,2
2 )2 2 2
[m o s n + 8],[771—8,"—‘8—],
kde m, n jsou celd Cisla.
B-1-3

Linedrnim mnohoclenem tfi proménnych x, y, 2 rozumime
funkci tvaru (x, ¥, 2) P ax + by + ¢z + d, kde a, b, ¢, d
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jsou redlnd &isla, (a, b, ¢) # (0, 0, 0). Cisla a, b, ¢, d se nazy-
vaji koeficienty mnohollenu. Zjistéte, zda existuji takové
linedrni mnohoCleny L1, Lo, Ls, L4 tfi proménnych x, y, 2
s redlnymi koeficienty, aby pro vSechny (x, y, z) € R3 platilo
Ly (%, 9, 2) . L2 (%, 35 ) + L3 (%, 3,2) . La (% 3, 2) =
= x2 + y2 + 2%

Reseni. Nulovym bodem mnoho&lenu R(x, y, 2) ti pro-
ménnych nazyvidme takovou uspofddanou trojici (xo, Yo, 20)
realnych &isel, pro kterou plati R (xp, yo, 20) = 0. Pfedpo-
klddejme, 2e mnoholleny Li, Lo, L3, L4 s vlastnosti popsa-
nou v textu ulohy existuji. ProtoZze mnohoclen P (x, y, 2) =
=Li(x, 9, 2).La(x, 3, 2) + L3 (x, 3, 2).Ls (x, ¥, 2) se md
pro kaZdou trojici redlnych &isel (x, y, 2) rovnat mnohoclenu
O(x, ¥, 2) =2x%+ 2+ 22, musi mit oba mnohotleny
stejné nulové body. Mnohotlen QO md viak jediny nulovy
bod, je jim trojice (0, 0, 0). Je tedy také P(x, y, 2) =0
pouze pro x =y =z = 0. M4d-li né€ktery z mnohollenu
Ly, Ly spole¢ny nulovy bod s nékterym z mnohoclend Ls, Lg,
je to téZ nulovy bod mnoho¢lenu P. Proto nemuZe mit
Z4dnd z dvojic mnoho&lend (Li, Ls), (L1, La), (L2, Ls) nebo
(L2, L) spole¢ny nulovy bod rizny od bodu (0, 0, 0). Je-li
Ly(x, y, 2) = ax + by + ¢z + d, musi se Lz rovnat aZ na
nenulovy ndsobek mnohollenu ax + by + cz + ds, kde je
ds %~ d. V opainém piipadé¢ by mély mnohodleny L; a Ls
dokonce nekoneéné mnoho spole¢nych nulovych bodid. Je
tedy Ls(x, vy, 2) = p (ax + by + cz + d3), podobné&

Ly(x,y,2) =g (ax + by + cz + ds) ataké Lo (x, y, 2) =
=r(ax + by + cz + do), kde pgr£0, dss%d, dy#d,
do 5~ d3, ds 7 ds. ProtoZze je P(0, 0, 0) =0, je drdy +
+ dsdspg =0 a P(x, 3, 23) = (r + pg) (ax + by + c2)? +
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+ (dr + dor + pgds + pqds) (ax + by + cz). Mnohotlen
ax + by + cz md viak nekoneéné mnoho nulovych bodi,
a tim jsme dosli ke sporu. Linedrni mnohocleny L1, Lo, L3,
L4 poZadované vlastnosti neexistuji.

B-1-4

Sestrojte trojﬁhelm’k ABC, je-li dina délka strany c,
vyska v na stranu c¢ a rozdil ¢ uhlt pfi vrcholech 4, B hleda-
ného trojuhelniku.

ReSeni. Bez ijmy na obecnosti mizeme ptedpoklddat, Ze
je « > B, tedy ¢ > 0. Pfedpoklddejme, Ze trojihelnik ABC
md pozadované vlastnosti. Bodem C vedme piimku p rovno-
béZnou s pfimkou AB. Necht je B’ bod soumérné sdruZeny
k bodu B podle piimky p. Pak je thel ABB’ pravy a thel
ACB’ mi velikost y + 2 = 180° — ¢ (obr. 19). Z popsa-
ného rozboru jiZ vyplyvd konstrukce. Sestrojime pravoidhly
trojuhelnik ABB’ s pravym udhlem pifi vrcholu B tak, Ze
|AB| = ¢, |BB’| = 2v. Nad tsetkou 4B’ sestrojime v polo-
roviné opa¢né k poloroviné AB’B kruhovy oblouk %, ktery

Obr. 19
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je mnoZinou viech téch bodi X této poloroviny, pro néz
plati |<{ AXB'| =180° — ¢. Vrchol C je pak prinikem
oblouku % a ptimky p, kterd je osou tsetky BB'. Uloha
m4 vzdy pravé jedno feSeni.

Jiné ¥eSeni vyuzivd stejnolehlosti. Pfedpoklddejme, Ze
trojuhelnik ABC spliiuje podminky ulohy. Necht je C’ bod
soumérné sdruzeny k bodu C podle osy o usetky 4B (obr. 20).

D c s ¢ p
YAy e G
i ~

G

Obr. 20

Potom md thel BAC' velikost g, a tedy tihel CAC’ velikost ¢.
Toho vyuzijeme pifi konstrukci trojihelniku ABC. Sestro-
jime useCku AB délky ¢ a na jeji ose o zvolime bod § tak,
aby mél od pfimky AB vzdéilenost v. Déle zvolime tselku
DD’ tak, aby byla rovnobé&Znd s pfimkou AB a bod S byl
jejim stfedem. Na polopfimce SA zvolime bod E tak, aby
|<C DED’'| = ¢. Trojuhelnik DED’ je s hledanym trojihel-
nikem CAC’ stejnolehly, stfedem stejnolehlosti je bod S.
Stadi tedy bodem A vést rovnob&zku s pfimkou ED; jeji
pruseik s pfimkou DD’ je vrchol C hledaného trojihelniku.



B-I-5

V kruhu K o poloméru 1 lezi kruhovy oblouk C; o tomtéz
poloméru, jehoZ krajni body leZzi oba na hrani¢ni kruZnici
kruhu K. Oblouku C; se dotykd dal$i kruhovy oblouk Ca
o poloméru 1, ktery lezi v kruhu K a jehoZ krajni body P, Q
leZi na hrani®ni kruZnici kruhu K. Najdéte mnoZinu stfedit
tétiv PQ vSech moznych oblouki Cp popsanych vlastnosti.

ReSeni. Oblouk C; le#i na kruZnici k; se stfedem S,
podobné oblouk C: je &isti kruZnice, kterou oznalime kg
a jeji stfed Sa. Oznalme jesté & hrani¢ni kruZnici kruhu K
a § jeji stfed. ProtoZe kruZnice k, k2 maji stejn& velké polo-
méry a protinaji se v bodech P, Q, splyvd stied U tuseky
PQ se stiedem tuseCky SSe. Obdobné splyvd bod dotyku T
obloukii C1, C; se stiedem tseCky S1S:. Je tedy tsetka UT
stiedni pfitkou v trojihelniku S2SS81 (obr. 21). Proto je
bod U obrazem bodu T v posunuti, ve kterém se zobrazi
bod 81 na stfed tselky S;S. ProtoZe kazdy bod oblouku C;

Obr. 21
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je bodem dotyku oblouku C; a nékterého oblouku Cs poZa-
dovanych vlastnosti, je mnoZinou stfedd vSech v textu
tlohy popsanych uselek PQ oblouk C’, ktery dostaneme
z oblouku C; zminénym posunutim.

B-1-6

Dvé protilehlé hrany %3, A2 &tyfsténu jsou na sebe kolmé,
jejich vzddlenost oznalime v. Zbyvajici hrany &tyfsténu jsou
stejn€ dlouhé, jejich délku oznadime d.

a) Ukazte, Ze vysky Ctyfsténu, které jsou vedeny krajnimi
body hrany %1, jsou rtznob&Zné. Jejich priselik oznalime
Xi. Podobné oznatime X» pruselik vySek Ctyfsténu, které
jsou vedeny krajnimi body hrany #s.

b) Dokazte, Ze vzddlenost boddi X; a Xz zdvisi pouze na
hodnotich v, d a Ze nezdvisi na velikostech hran A1, As.

ReSeni. Oznaime vrcholy uvaZovaného &tyfsténu A, B,
C, D a necht AB, CD jsou ty hrany &tyfsténu, které jsou
na sebe kolmé, |AB| = ki, |CD| = h2. Trojtihelnik ABC
je rovnoramenny, proto jsou pfimky 4B a CP na sebe kolmé,
kdyZz je P stfed hrany AB (obr. 22). Stejné tak jsou kolmé

D

Q

. Hﬁ—-—

N

B
Obr. 22
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piimky DP a AB, takze rovina CDP je kolmd na pfimku AB.
V této rovin& leZ tudiz vy3ky &tyfsténu vedené body D, C,
protoZe jsou téZ kolmé na pfimku AB. Bod X3 je proto
pritsecikem vysek v trojahelniku CDP, a leZi tedy na spojnici
PQ, kde Q je stfed hrany CD. Z podobnosti trojihelnikil

(h2)?
POD a DQX; plyne |QXp| = o

protoZze [PQ| = v

h1)?
(obr. 23). Podobné& odvodime, Ze |PX1| = (—4% a | X1 X5 =
= |v — |PXi1| — |QX3||. Z pravodhlych trojihelniki PCQ

a PBC pak plyne

D Q C
XZ
P
Obr. 23
2 7 \2
IPC2 = o2 + (——) —dz— (—1) ,
2 2

tedy
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|202 — d2| ]
a proto |X1Xo| = Y Vidime, Ze vysledek zavisi

pouze na hodnotich v, d, coZ jsme méli dokdzat.

ULOHY I. KOLA - SKOLNI CAST

B-S-1

Usetky PQ a UV jsou dvé tétivy kruznice o stiedu S, kte-
ré nejsou spolu rovnobézné. V bodech P a Q vedeme kolmi-
ce k pfimce PQ, body U, V vedeme kolmice k pfimce UV.
ObdrzZené &tyfi pfimky tvoii rovnobéZnik. Dokazte, Ze jeho
thlopfi¢ky prochazeji bodem S.

ReSeni. Osy tsetek PQ a UV jsou stfednimi ptitkami uva-
Zovaného rovnobéZniku a prochdzeji stfedem S kruZnice,
protozZe to jsou osy tétiv kruZnice o stfedu S (obr. 24). Je tedy

Obr. 24

bod S stfedem uvaZovaného rovnobézniku, a proto jim pro-
chézeji téZ obé jeho whlopricky.

82



B

B-§-2

V roviné je ddna kruZnice k o stfedu S a v jeji vnéjsi oblasti
bod A. Pfimka r prochdzi bodem A4 a dotykd se kruZnice &
v bodé T. Oznatme P, Q prusetiky pfimky AS s kruznici &,
teny kruZnice k v bodech P, Q oznatime p, ¢. Prisecik pfi-
mek p a QT oznacime M, prisecik pfimek ¢ a PT oznacime
N. Dokazte, Ze body M, N, A leZ na pfimce.

ResSeni. Oznaime K prisetik pimek p,  (obr. 25) a obdob-
né L prusetik pfimek ¢, z. ProtoZe jsou pfimky p, g rovno-

N

L]
M . ¢

k
K
A P Q

pwi ?
Obr. 25

bézné, prochdzi pfimka MN privé tehdy bodem A, kdyz
plat [NQ| : |[MP| = |LQ| : |KP|. V pravoihlém trojihelniku
NTQ je |TL| = |LQ)|, protoze tiseky na te¢ndch kruZnice ve-
denych bodem L jsou stejné dlouhé. Je tedy bod L stfedem
pfepony NQ. Stejné tak je bod K stiedem tsecky MP. Plati
tudiz |MP| = 2|KP| a |[NQ| = 2|LQ|, a tim také vySe uvede-
ni uméra. Proto také lezi body N, M, A na pfimce.
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B-S-3a
Dokazte, ze Cislo
1984.124 —1983.123 + 1982.122 —1981.12

je délitelné cislem 13.

ReSeni. ProtoZe mdme dokdzat délitelnost daného &isla
¢islem 13, napiSeme si &islo 12 jako 13 — 1. Dané &islo napi-
Seme tedy ve tvaru 12[1 984(13 — 1)3 — 1983(13 — 1)z +
+ 1982(13 — 1) — 1981] = 12[1 984(13% — 3,132 +
+3.13 —1) —1983(132 —2.13 + 1) + 1982(13 — 1) —
—1981] =12(13¢ — 1984 — 1983 — 1982 — 1 981), kde
je a celé &islo. Staci proto jiZ jen dokdzat, Ze je tfindcti délitelné
Cislo 1981 + 1982 + 1983 + 1984, coz je zfejmé, protoze
se tento soucet rovnd &islu 2.3 965 = 2. 13. 305.

B-S-3b
V roviné se zvolenou kartézskou soustavou soufadnic urlete
mnozinu viech boda [x, ], pro které plati: existuji celd &isla

m, n tak, ze (x —mp2 + (y —n)2 = 2 zdroveinl existuji

. 5 1 2 1 2 1
celd Cisla ry stak, Ze (x -5~ r) + (y =5 -——s) =
ResSeni. Prvni podminka fikd, Ze bod [x, y] leZi v n&kterém

1
kruhu o poloméru — X jehoz stfed md celo¢iselné soufadnice.
R SRR
Druhd podminka ulohy fikd, Ze bod [x,y] leZiv nekterem kruhu

1 1 1
o poloméru — X jehoz stfed md soufadnice r + — 5> s+ — 2°
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kde 7, s jsou libovolnd celd ¢&isla. Hledand mnoZina se
tedy sklddd ze vSech praniki libovolného kruhu prvni sku-
piny s libovolnym kruhem druhé skupiny (obr. 26).

ULOHY II. KOLA

B-1II-1

Je dén ctverec ABCD se stfedem S a kruZznice k, kterd je
mu vepsdna. Uréete mnozinu vSech boda X s touto vlastnosti:
k bodu X existuje na kruZnici k£ bod Y tak, Ze bod X leZ na
useéce SY a vzddlenost bodu X, Y se rovnd vzdélenosti bodu
Y od obvodu ¢&tverce ABCD.

ReSeni. Podle textu ulohy mime ke kazdému bodu ¥
kruZnice % najit bod X tak, aby leZel na tsetce SY a aby se
vzddlenost bodti X, Y rovnala vzddlenosti bodu Y od obvodu
Ctverce, a pak urcit, co vyplni vSechny takto obdrzené body X.
Uvazujme nejdfive jen ty body Y kruZnice &, které lezi zé-
roveii v trojihelniku DSC (obr. 27). Pro kazdy takovy bod Y
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S

Obr. 27

se jeho vzddlenost od obvodu ¢tverce rovnd jeho vzddlenosti
od pfimky DC. Splyvi-li bod Y se stiedem F usetky DC, je
X =Y =F. Pro Y = F ozname jesté¢ Z patu kolmice ve-
dené bodem Y k pfimce DC. Trojuhelnik YFS je rovnoramen-
ny, proto je H: S YFf =|X SF Y[. Z rovnobéznosti pfimek ¥YZ
a SFplyne|X SFY| = | ZYF|,tedy|X XYF| = | ZYF|.
Podle véty sus jsou tedy trojuhelniky ZYF a XYF shodné,
proto jsou piimky FX a XS kolmé. Vidime, Ze body X lezi
podle Thaletovy véty na kruznici nad prumérem SF, a protoZe
leZi téZ v trojuhelniku DSC, lezi body X na polokruZnici nad
priumérem KL, kterd obsahuje bod F, pfi¢emz K, L jsou
stiedy useCek SD, SC. Necht je obricené X bod této polo-
kruZnice, Y pruselik polopfimky SX s kruznici 2 a Z pata
kolmice vedené bodem Y k piimce DC. Pak jsou trojuhelniky
ZYF a XYF pravouhlé se spoleénou pieponou YF. Stejné
jako v predchdzejici ¢dsti odvodime shodnost uhld ZYF
a XYF, jde tedy o shodné pravouhlé trojihelniky. Proto je
|YZ| = |XY|, a bod X je tudiz bodem hledané mnoZiny.
Probiha-li tedy bod Y ¢tvrtkruznici, kterd je pranikem kruz-
nice % a trojihelniku DSC, probihd bod X celou polokruZnici
nad pramérem KL, obsahujici stfed use¢ky DC. Celd hledand
mnoZina se pak sklddd ze ¢tyf polokruZnic (obr. 28).
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N,

Obr. 28

B-Il1-2

Dokazte, Ze pro Zidné prvocislo p nemd jeho mocnina p¥
s kladnym sudym exponentem £ tvar 25 — 1, kde je &islo s celé.

ReSeni. Predpoklidejme, Ze p* — 25 — 1, s celé. Je vidét,
Ze nemiiZe byt s = 0, protoZe 20 — 1 = 0; s nemiZe byt také
zdporné, nebot pro zdporné s je i 25 — 1 zdporné. Je-li p = 2,
je p¥ délitelné dv&€ma, ponévadz se pfedpoklddd % kladné,
zatimco 25 — 1 je Cislo liché, a proto se &isla 2% a 25 — 1 ne-
mohou sob& rovnat. Je-li p jiné prvocislo, je p liché. PoloZi-
me-li £ = 2/, je p! = 2m + 1 také liché a p¥ = 2m + 1)2 =
= 4m? + 4m + 1. Toto Cislo davd pfi déleni ¢tyfmi zbytek 1.
Avsak ¢isla tvaru 28 — 1 maji pfi déleni ¢tyfmi zbytek tfi pro
kazdé celé s, s= 2.V pfipadé¢ s =1 by vSak muselo byt
p = 1, coZ neni prvocislo. Tim je tloha dokdzina.

B-Il-3a

Linedrnim mnoho¢lenem tfi proménnych x, y, 2 rozumime
funkci tvaru (x, y, 2) & ax + by + cz + d, kde a, b, ¢, d jsou
redlnd &isla a aspoil jedno z &isel a, b, ¢ je ruzné od nuly.
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Ukaizte, Ze linedrni mnohotleny L, L1, Lo, L3, L, tii promén-
nych x, y, z takové, Ze pro viechna redlnd &sla x, v, 2 a redlny
parametr % plati :
2B+ 3+ kB =L(x, 9, 2).
[Li(x, ¥, 2) . Lo(x, 3, 2) + Ls(x, ¥, 2) . La(x, ¥, 2)],
existuji tehdy ajen tehdy, kdyZ je & = 0.

Reseni. Pro £ = 0 mame
B+yP=>x+y) -3 +y.5)

stali tedy poloZit L = x + y, L1 = x, Le = x — y,
L3 = L4 = y. Pfedpoklddejme, Ze pro k 7= 0a kazdé x, v, z
je x8 + 33 + k2% = L[L1Ls + LgL,). PoloZme L(x, y, 2) =
=ax + by + cz + d. ProtoZe je k 5~ 0, musi byt také ¢ == 0.
V opaéném pfipadé by mnohollen L[L;Lg + LgL4] neobsa-
hoval proménnou z ve tieti mocniné. Pak se vSak tento mno-
ho¢len rovnd nule pro libovolné hodnoty x, y a z =
= —(ax + by + d)[c. To oviem znamend, Ze pro libovolni
x, y je x8 + 33 — k(ax + by + d)3/c® = 0. Dosadime-li po-
stupné za x, y uspofddané dvojice &isel (0, 0), (1, 0), (0, 1),
(1, 1), (1, —1), dostaneme spor.

B-II-3b

Uvnitf usecky PQ jsou ddny dva ruzné body 4, B. KruZnice
k ma stied v bod€ Q a polomér r. Zvolme si libovolny bod X
kruZnice &, ktery neleZi na pfimce PQ, a oznaéme p pfimku
rovnobéZnou s pfimkou QX prochizejici bodem P. Dile
oznatme A; prise¢ik pfimky p s pfimkou XA a B; praseéik
pifimky p s pfimkou XB. Jakou &dst roviny vyplni tsecky
A1By, kdyZz bod X probihd celou kruZnici £ kromé boda
piimky PQ?
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ReSeni. Probihi-li bod X kruinici k, probihd bod A

kruZnici o stfedu P a poloméru r, z obou kruZnic musime

PA

|4Q|
oviem vynechat body na pfimce PQ. Bod A4 je totiZ obra-
zem bodu X ve stejnolehlosti se stfedem A, ve které bodu O

odpovid4 bod P (obr. 29). Podobné probihd bod B; kruZnici

By

Obr. 29

B| . .,
B er. Usectky A1B; jsou usecky,

které jsou prinikem mezikruZi ohrani¢eného uvedenymi kruz-
nicemi a polopfimkami s potiteénim bodem P. Ze stejno-
lehlosti vyplyvd, Ze i obrdcené patfi kazdd takovd isetka
s vyjimkou t&ch, které leZi na ptimce PQ, do hledané mnoZiny.
Vysledkem je tedy mezikruZi se stfedem v bod€ P bez téch
bodd, které lezi na pfimce PQ.

se stiedem P a polomérem
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