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Kategória A

ÚLOHY I. KOLA - DOMÁCA ČASŤ

A - I - 1

Nech k, n sú prirodzené čísla, n ^ 2. Ak prirodzené čísla
x, у vyhovujú nerovnici

1X
— у£2 +1 < ,

у * yn
(1)

potom platí
x

+ k >yn~2 — 1 .

У

Dokážte.

Riešenie. Je zřejmé, že za daných predpokladov je číslo

x
— +Ш+\
у

kladné, a ak ním vynásobíme obe strany nerovnosti (1), do-
staneme
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7~(**+1) < ^ (7 + ^ + >)■ (2)

Po vynásobení nerovnosti (2) kladným číslom yn a po jedno-
duchej úpravě dostáváme ďalej

x

yn-2 |x2 _ jy2(£2 + 1)| < — + ]jk2 + 1. (3)

Teraz najskór ukážeme, že za daných predpokladov musí
platiť

x2 — y2(k2 + 1) Ф 0 . (4)

Ak by totiž neplatil vztah (4), muselo by byť x2 — y2(k2 + 1),
čo znamená, že číslo k2 + 1 by muselo byť štvorcom pri-
rodzeného čísla; to však nie je možné, pretože pre každé
prirodzené číslo k platí

k2 < k2 + 1 < {k + l)2.

Tým je platnost’ vztahu (4) dokázaná a vzhladom na to, že
číslo na jeho Tavej straně je celé, vyplývá z toho, že

I x2 — y2(k2 + 1)1 ^ 1 . (5)

Ďalej je zřejmé, že pre prirodzené číslo k platí k + 1 >

> ]jk2 + 1, z čoho vyplývá, že

x X
— + k + 1 > — + Vk2 4- 1. (6)
v V
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Vzhladom na (5) a (6) však z nerovnosti (3) vyplývá, že

x
n-2 < + k + 1 ,У

У

odkiaT už bezprostředné plynie správnost’ dokazovanej ne-
rovnosti.

A - I - 2

Nech aif a-z, ..., an sú kladné reálne čísla. Pre každú w-ticu
kladných reálných čísel xi9 x2, ..., xn platí nerovnosť

ШушуXI . x2 *1»

ai . a2 an

Dokážte. Kedy platí rovnost’ ?
Riešenie. Podlá známej Cauchyho nerovnosti platí

/ П

'
i— 1 i=l i— 1

(1)

a podlá nerovnosti medzi aritmetickým a geometrickým prie-
merom zasa

" /
1 V* ^ > “ i /
W Z_J (Ц

XnXI . *2
(2)

ai . a2
i=l
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1
Z nerovnosti (1) vynásobené j kladným číslom — a z nerovnosti

(2) však už vyplývá správnost’ dokazovanej nerovnosti. Rov-
nosť v danom vztahu nastane zrejme právě vtedy, keď nastáva
rovnost’ vo vztahu (1) a súčasne vo vztahu (2). Rovnost’ vo
vztahu (1) však nastáva právě vtedy, keď platí

(3)xiai = X2CI2 — ... = xnan ,

a rovnost’ vo vztahu (2) nastáva právě vtedy, keď

Xl X-2 Xn
(4)

Ul Д2 вп

Rovnosti (3) a (4) však súčasne platia právě vtedy, keď

xi = X2 — ... — xn a ai — аг — ... = an .

А- I -3

Množina cp bodov v rovině q má tieto dve vlastnosti:
Vi: Spolu s každými svojimi dvorná navzájom róznymi bodmi

A, В obsahuje celú úsečku AB.
V2: V každom kruhu s polomerom 1 leží aspoň jeden bod z cp.

Potom platí cp — q. Dokážte.
Riešenie. Ak nějaká množina bodov v rovině má vlastnost’

Vi, voláme ju konvexnou množinou. Množina cp je teda
konvexnou množinou so špeciálnou vlastnosťou V2. Vzhladom
na to, že každý nenulový uhol v rovině obsahuje nějaký kruh
s polomerom 1, vyplývá z V2, že každý nenulový uhol v ro-
vine q obsahuje aspoň jeden bod množiny cp.
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Nech X je lubovolný bod roviny o. Z vlastnosti V2 vy-

plýva, že množina cp je neprázdná. Nech A e cp. Ak je X = A,
potom zrejme X e cp. Nech X Ф A. Uvažujme o priamke
AX3 ktorá rozdělí rovinu g na dve polroviny. Vzhladom na

vyššie uvedené vyplývá, že v každej z oboch polrovín, ktoré
sú priamymi uhlami, leží bod z <p. Označme jeden z nich B.
Bod В neleží na priamke AX. Preto dutý uhol určený pol-
priamkami opačnými ku polpriamkam ХА a XB je nenulový
a nachádza sa v ňom aspoň jeden bod Cg cp (obr. 30). Označ-

A

X
c в

Obr. 30

me Y priesečník priamok СВ a XA. Bod Y leží zrejme na
úsečke ВС a vzhladom na to, že bod C leží v polrovine
opačnej к polrovine obsahujúcej bod A a určenej priamkou
BX, leží bod Y taktiež na polpriamke opačnej к polpriamke
XA. Z toho však podlá Vi vyplývá, že Y e (p ako bod úsečky
BC, a taktiež, že X e (p ako bod úsečky YA.

Tým sme dokázali, že každý bod roviny g patří do množiny
99, z čoho už vyplývá, že cp — g.

А- I -4

Je daná коска ABCDEFGH s hranou dížky a. Označme
O střed steny BCGF a r gulu so stredom O a priemerom a.
Bodom E veďte rovinu a a zostrojte bod X na hrané AE tak,
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aby guli s priemerom AX v súmernosti podlá roviny cr

odpovedala gula najvačšieho priemeru, ktorá leží celá v guli r.

Vypočítajte dížku tohto najvačšieho priemeru.
Riešenie (obr. 31). Pri lubovolnej polohe roviny a, ktorá

prechádza bodom E, leží obraz bodu A v súmernosti podlá

GH

E

°y C
/X

s
Lž

A В

Obr. 31

roviny a na gulovej ploché x(E; a). Gula so stredom S na
hrané AE s polomerom SA sa dotýká gulovej plochy x

(v bode A) a to isté platí i pre jej obraz v súmernosti podlá
roviny a. Gulová plocha у požadovaných vlastností bude mať
maximálny priemer právě vtedy, keď sa jej symetrický obraz y'
bude dotýkať oboch gulových ploch x a r a jej střed S' bude
ležať súčasne na úsečke EO ako strednej oboch gulových
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ploch. Označme P, O v uvedenom poradí body dotyku gufo-
vej plochy у s gurovými plochami ^ a r.

Hladaná rovina súmernosti a zrejme rozpoluje uhol AEO
a je kolmá na rovinu AEO. Verkosť iP<2j priemeru gule ý
vypočítáme teraz z pravoúhlého trojuholníka EFO. Zrejme
platí:

\EP\ + \OQ\ = \EO\ + \PQ\ , (1)

a z pravoúhlého trojuholníka EFO máme

\EO\* = 1 EF\2 + jFOí2,
čiže

a2
\eo\2 = <č +

odkial

a]jb
\EO\ - 2 '

Z (1) po dosadení dostaneme

a aló
a + — = —2- + «а •2

z čoho po jednoduchej úpravě vyplývá

a

\PQ\ = \лх\ = — (3 - 1'6).
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A- I - 5

V rovině je daný štvorec ABCD so stranou \AB\ = 1.
a) Určte v rovině množinu M, ktorú vyplnia tretie vrcholy

všetkých rovnostranných trojuholníkov, ktorých dva vrcholy
ležia vo vnútri alebo na hranici daného štvorca ABCD.

b) Vypočítajte obsah množiny M,
Riešenie úlohy nájde čitatel v ročenke 30. ročníka MO

na str. 133-136 (úloha A-III-1).

A - 1 - 6

Pre dané prirodzené číslo n riešte sústavu n rovnic o n ne-

známých xi, X2, ..., xn:

(2)= (í)*
(2) ^+ (2) ^ = (4)'

(а)'-('П

(10

(12)

cn—o •0»). X2 + ... +

Riešenie. Ak od rovnice (1*) odčítáme rovnicu (ljt-i)
postupné pre k = n, n — 1, ..., 2 a využijeme známe pravidlo
o súčte kombinačných čísel
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ktoré platí pře každú dvojicu nezáporných celých čísel r, í,
dostaneme sústavu rovnic

= 1,xi

2xi + X2 — 4,

-CV).(n — 1)xl + (n — 2)X2 + ... + 2хп-г + xn-i

nx1 + (n — 1)дГ2 + ... + 3*«,_2 + 2xn-i + Xn

ktorá je zrejme s danou sústavou ekvivalentná. Ak pre tuto
sústavu zopakujeme algoritmus odčítania (k — l)-tej rovnice
od Л-tej pre k =n,n — 1, ..., 2, dostaneme opáť ekvivalent-
nú sústavu

= 1,Xl

= 3,Xl + X2

-(;)•«1 + X2 + ... + Xn—2 + Xn-1

Xl "г X2 "b ... + Xn-2 + Xn-1 + Xn

Po dalšom zopakovaní použitého algoritmu dostáváme ко-
nečne sústavu

Xl = 1, X2 = 2, ..xn = n,

ktorá představuje jediné riešenie danej sústav}?.
Poznámka. Skutočnosť, že daná sústava má jediné riešenie,
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je zřejmá už z jej tvaru. Toto riešenie by bolo možné určiť
aj tak, že z prvej rovnice vypočítáme xi = 1 a dosadíme do
druhej rovnice, z ktorej jednoznačné určíme *2, atď.

ÚLOHY I. KOLA - ŠKOLSKÁ ČASŤ

A-S-t

Nech je n prirodzené číslo. Uvažujme o všetkých uspo-

nadaných w-ticiach reálných čísel Xi (i — 1, 2, ..., n) takých,
že pre žiadne i = 1, 2, ..., n nie je xi celočíselným násobkom

n

čísla — a platí 2 tg2 = 1. Nájdite najmenšiu možnú hodnotu2 í=i

súčtu

5=2 COtg2*i .
i=l

Riešenie. Je

^ 12 cotS J = »2= ( 2 COtg2JTi\*=i
2 cotg2^i
ť=l

podlá Cauchyho nerovnosti. Z toho je zřejmé, že pri lubovol-
nej volbě hodnot Xi vyhovujúcich podmienkam úlohy je
5 ^ я2. Ak však zvolíme všetky hodnoty xi rovnaké a tak, aby

1
platilo tg Xi = -=, je

1/»
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nn n n

У 'tg2*, = — = 1, ^ C0tg2X; = ^ n ~
ť=i i=l i—1i= l

Preto je n2 najmenšia možná hodnota súčtu s.

A - S - 2

Určte všetky prirodzené čísla n, pre ktoré možno rovno-

stranný trojuholník so stranou dížky n rozložit’ na navzájom
sa neprekrývajúce lichoběžníky so stranami dížky 1, 1, 1, 2.

Riešenie. Rovnostranný trojuholník so stranou n (n prirod -

zené) sa dá rozložit’ (obr. 32) na 1 + 3 + ... + (2n — 1) = n2

rovnostranných trojuholníkov so stranou 1. Lichoběžník so
stranami dížok 13 1, 1, 2 sa dá rozložit’ na 3 rovnostranné
troju holníky so stranou 1. Z toho vyplývá, že ak sa rovno-
stranný trojuholník so stranou n dá rozložit’ na lichoběžníky
uvažovaného tvaru, musí byť n2 dělitelné číslom 3, čo zna-

mená, že číslo n musí byť dělitelné číslom 3.
Nech obrátene platí: n = 3k, kde k je prirodzené číslo.
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Potom sa rovnostranný trojuholník so stranou n dá rozložiť
na rovnostranné trojuholníky so stranou 3 a každý rovnor

stranný trojuholník so stranou 3 sa dá rozložiť na 3 lichobež-
niky uvažovaného tvaru (obr. 33). Tým je dokázané, že tiež
trojuholník so stranou 3k sa dá rozložiť na lichoběžníky so
stranami 1, 1, 1, 2.

A - S - 3a

Vo vnútri kruhu К so stredom S a poloměrem r je daný
bod A. Nájdite množinu bodov v rovině, ktorú vyplnia
vrcholy D všetkých rovnobežníkov ABCD, ktorých vrchol В
i priesečník uhlopriečok leží vo vnútri alebo na hranici
kruhu K.

Riešenie. Ukážeme, že hladanou množinou И je kruh K\
so stredom 5 a polomerom 3r, z ktorého sú v případe S = A
vyňaté všetky hraničně body a v případe S Ф A dva body
X, Y, v ktorých hranicu kruhu K\ přetíná priamka SA.

Nech je totiž D e M a ABCD rovnoběžník vyhovujúci
úlohe. Označme T priesečník jeho uhlopriečok. Potom platí:

\SD| ^ \ST\ + |TD\ = |5T| + \TB\ ^
^ |5Г| + !Г5| + ISB\ ^ 3r.
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Bod D leží teda v K\. Je zřejmé, že v případe S = A nemože
D ležať na hranici K\ a v případe S Ф A nemože byť bod D
totožný s bodom X alebo Y.

Nech obrátene leží bod D v množině Ki(S; 3r) s výnimkou
uvedených bodov. Rozlišíme dva případy:

a) S Ф A. Ak neleží D na priamke SA, stačí za bod В
zvolit’ vzdialenejší priesečník priamky DS s hranicou К
a doplnit’ body A, B, D na rovnoběžník ABCD vyhovujúci
požiadavkám úlohy. Ak D leží na priamke SA, je X Ф D Ф Y
podlá předpokladu. Označme Kd kruh, ktorý vznikne z К
rovnolahlosťou so stredom D a koeficientom 2. Potom

existuje bod BeKc\Kd, ktorý neleží na priamke SA.
Stačí body B, D doplnit’ na rovnoběžník ABCD vyhovujúci
požiadavkám úlohy.

b) S = A. V tomto případe volíme bod В podra druhej
konštrukcie časti a).

A - S - 3b

V rovině je daný pravouholník ABCD so stranami \AB\ =
= a, |BCJ = b. Bodom В veďte priamku p tak, aby obsah
trojuholníka ohraničeného polpriamkami DC, DA a priam-
kou p bol minimálny.

Riešenie (obr. 34). Bodom В vedieme priamku rovno-
bežnú s priamkou AC. Jej priesečníky s polpriamkami DA,
DC v uvedenom poradí označme Q, R. Zrejme je |Ci?| = a,

1
\AQ\ =b a obsah trojuholníka DQR bude ab + — ab 4-

1
+ — ab — 2ab. Veďme bodom В inú priamku, ktorá přetíná
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N. ftсд
b

у
/

А/ а
В

О
L

Mi
Obr. 34

polpriamku DA v bode AÍ a polpriamku DC v bode N.
Je zřejmé, že buď 2V leží vo vnútri úsečky CR, alebo AÍ
leží vo vnútri úsečky AQ. Nech nastane například prvá
možnost’. Označme L priesečník priamky MN s priamkou
vedenou bodom Q rovnoběžně s priamkou DC. Potom sú
trojuholníky QLB, RNB zhodné. Obsah lichoběžníka
QLND sa rovná obsahu trojuholníka QRD, kým obsah
trojúhelníka DMN je pře N ф R vačší než obsah trojuhol-
nika DQR. Hladanou priamkou p je teda rovnoběžka s priam-
kou AC vedená bodom B.

a ы.D
У

b
aA

Б
x

M,

Obr. 35
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Iné riešenie (obr. 35). Veďme bodom В priamku p,
ktorá přetíná polpriamku DA v bode M a polpriamku DC
v bode N. Označme \AM\ = x, \CN\ —у. Z podobnosti
trojuholníkov BNC, MBA, ktoré majú zrejme všetky uhly
zhodné, vyplývá, že x :b = a : у číže xy — ab. Pre obsah P
trojuholníka DMN platí:

1 1 / ab2 \
— (a* + by) = ab + ~ (a* + — J =P = ab +

a b2 + x2
= aí+ -

X

Použitím nerovnosti b2 + x2 ^ 2bx vyplývajúcej zo zná-
me) nerovnosti medzi aritmetickým a geometrickým prie-
merom dvoch nezáporných čísel dostáváme: P ^ 2ab, pri-
čom znamienko rovnosti platí len pře x — b3 kedy musí byť
tiež у = а. V tom případe však je zrejme priamka p rovno-
běžná s priamkou AC.

ÚLOHY II. KOLA

A- 11 - 1

Nech n je prirodzené číslo a nech pre reálne čísla o*,
i — 1, 2, ..., n platí

2 sin2 оц = 1.
%=i
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Potom

П

2 sin 2ai 5^ 2y« — 1.
i=i

Dokážte.

Riešenie. Podlá známej Cauchyho nerovnosti pre reálne
čísla Xi, уi, i = 1,2, ..., я platí

(,?,*■) *4 (1)

Ak v (1) položíme Xi = sin ai, уi — cos a*, i = 1, 2, ..я,
dostaneme

( i sin* *,) ( 2 cos*«i) Й ( i Sin ) • (2)эц cos ai

П

Pretože podía předpokladu 2 sin2 <*í = 1> postupné dostá-
i=i

vame

П П n n

2 COS2 0Ц = 2 (1 — sin2 Xi) — 2 1 — 2 SŮ*2 ai — n — 1>
*=1 i= 1 i= 1 » = 1

na základe čoho z (2) vyplývá

(l,sin f ^ n — 1, (3)aj cos af
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a pretože sin 2aj = 2 sin a* cos a*, i — 1, 2, я, po
jednoduchej úpravě z (3) dostaneme

2 sin 2ai ^ 2|/n — 1,
i= i

čo sme mali dokázat’.

A- II -2

Dětská skladačka pozostáva z kameňov (plochých dosti-
čiek) týchto troch typov:

a) rovnoběžník so stranami dížky 12 mm a 24 mm a ostrým
vnútorným uhlom velkosti 60°;

b) rovnostranný trojuholník so stranou dížky 24 mm;

c) pravidelný šesťuholník so stranou dížky 12 mm.

Rozhodnite, či je možné z kameňov uvedených typov zložiť
rovnostranný trojuholník so stranou dížky 180 mm tak, aby
každý z bodov trojuholníka bol pokrytý niektorým kameňom,
pričom by sa kamene vzájomne nepřekrývali, ak predpokla-
dáme, že kameňov každého typu je dostatočne velký počet.

Riešenie. Odpověď bude záporná, čo dokážeme nepriamo.
Připusťme, že naša snaha bola úspěšná, a kvóli zjednodušeniu
zvolme za jednotku dížky úsečku 12 mm dlhú. Potom náš
předpoklad znamená, že rovnostranný trojuholník so stranou
dížky 15 možno vyjadriť ako zjednotenie konečného počtu
navzájom sa neprekrývajúcich konvexných mnohouholní-
kov, z ktorých každý patří к niektorému z týchto troch
typov (obr. 36):
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2
Ш'

0.

Obr. 36a, b, c

a) rovnoběžník so stranami 1 a 2 a ostrým vnútorným
uhlom velkosti 60°;

b) rovnostranný trojuholník so stranou dížky 2;
c) pravidelný šesťuholník so stranou dížky 1.
Plošný obsah rovnostranného trojuholníka so stranou

dížky 1 označme p (hodnotu p možno zrejme íahko vyčíslit’,
ale nebudeme ju potřebovat’). Pomocou p možno íahko
vyjadriť plošné obsahy mnohouholníkov všetkých troch
typov z obr. 36, ako ukazuje obr. 37.

A
/

Obr. 37a, b, c

Dostáváme teda, že plošný obsah rovnoběžníka typu a)
je 4p, plošný obsah trojuholníka typu b) je taktiež 4p a plošný
obsah šesťuholníka typu c) je 6p. Z podobnosti rovnostran-
ného trojuholníka so stranou 15 s rovnostranným trojuhol-
nikom so stranou 1 (koeficient podobnosti je zrejme 15)
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dostáváme, že plošný obsah trojuholníka so stranou dížky 15
je 152p.

Ak použijeme na zloženie trojuholníka so stranou 15
x rovnobežníkov typu a)3y trojuholníkov typu b) a z šesťuhol-
níkov typu c), kde л:, у, z sú nezáporné celé čísla, potom
platí:

4px + 4py + 6pz = 152p čiže 4x + 4y + 6z — 152.
V poslednej rovnosti však na lávej straně máme číslo

párne a na právej číslo nepárne, čo znamená, že rovnosť
neplatí pre žiadne celé nezáporné x, y3 z. Tento spor po-

tvrdzuje správnost’ nášho tvrdenia, že sa uvedený trojuholník
z kameňov skládačky zložiť nedá.

A - II - 3a

Je daný kváder ABCDEFGH s rozmermi a, b, c. Jeho
vrcholom F veďte rovinu q tak, aby objem štvorstena ohra-
ničeného rovinami ADC, CDH3 HDA, q a obsahujúceho da-
ný kváder bol minimálny.

Riešenie (obr. 38). Označme M3 N3 P v uvedenom po-

P

\z
H

T
Pc

У
NM

Obr. 38
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radí priesečníky roviny q s polpriamkami DA, DC, DH.
Nech ďalej \AB\ = a, \BC\ = b, \BF\ — c. Predpokladajme,
že štvorsten DMNP už má požadovanú vlastnost’, a označme
\DM\ — x, |DiV| = jy, |DP| = z. Objem V štvorstena
DMNP sa zrejme rovná súčtu objemov štvorstenov FMDP,
FNDP, FMND, ktorých výšky v uvedenom poradí majú
velkosti a, b, c. Preto platí:

1 xz 1 yz 1 xy
CL + ~Z~ ~~~~ Ь + ~ —C.

3 2 3 2 (1)V =
3 2

Na druhej straně však zrejme platí:

1 xy
г = ТТг = ~бхуг-

1
(2)

Preto z rovností (1), (2) vyplývá

axz + byz + cxy — xyz. (3)

1
Ak rovnost’ (3) vynásobíme kladným číslom , dostaneme

ba c

(4)— + — + — = 1.
.У .v z

К tomu, aby sme zistili, pri ktorých hodnotách x, y, z bude
objem V minimálny, využijeme známu nerovnost’ medzi
aritmetickým a geometrickým priemerom
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и + v + w
^ 3|fuvw, (5)3

ktorá platí pre lubovolné kladné reálne čísla u, v, zv, pričom
rovnosť vo vztahu (5) nastáva právě vtedy, keď и = v — го.

a

Ak teraz vo vztahu (5) položíme и — —, v = —, го = —,do-

staneme vzhladom na (4)

b c

X

3b ca

1 = — + — +—^3
У x z

z čoho vyplývá, že xyz ^ 21abc. Vzhladom na (2) preto platí

27 9
V ^ — abc = — abc. (6)

Rovnosť vo vzťahu (6) však nastane zrejme právě vtedy, keď

b ca

5

У x z

z čoho vzhladom na (4) vyplývá

(7)x — 3b, у — 3u, z = 3c.

Pre hodnoty x} y3 z určené vzťahom (7) bude teda objem V
9

štvorstena DMNP minimálny, rovný — abc.
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Z toho už priamo vyplývá konštrukcia roviny q požadova-
ných vlastností.

A- II -3b

V rovině je daný štvorec ABCD so stranou \AB\ — 1.
Určte v rovině množinu M ťažísk všetkých takých rovno-

stranných trojuholníkov, ktorých všetky tri vrcholy ležia
na stranách daného štvorca ABCD.

Riešenie. Nech PQR je rovnostranný trojuholník, kto-
rého všetky tri vrcholy ležia na stranách štvorca ABCD
(obr. 39). Nech T je jeho ťažisko, V střed strany PQ, čiže

pata výšky z vrcholu R na stranu PQ a S střed štvorca
уз

ABCD. Pretože \RV\ = — \PQ\, je zřejmé, že žiadne dva

vrcholy tohto trojuholníka nemóžu ležať na tej istej
straně daného štvorca. Vzhladom na osovú symetriu rovno-
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stranného trojuholníka i osovú a stredovú symetriu štvorca
stačí preto uvažovať například o případe, keď P e AD,
Q g BC, R e CD. V ostatných prípadoch bude totiž situácia
analogická. Označme Ro střed strany CD a Po e AD, Qo e
e BC také body hranice štvorca ABCD, pre ktoré platí:
|РоДо| = |<2oPol = 1. Potom PoQoRo je rovnostranný troj-
uholník požadovaných vlastností. Nech Го je jeho ťažisko
a Vo střed strany Po<2o- Oba tieto body ležia zrejme na pol-

2 1/3 1/3
priamke RqS a platí: |РоГо| = — . — = —. VzhTadom na3 2 3

už spomenutú symetriu stačí dokonca uvažovať o případe,
ked! <2 e QoB, R e RoC, P e PqD. Označme K, resp. L,
patu kolmice z bodu Q, resp. T, na stranu AD, resp. CD
(pozři obr. 39). Potom zrejme [<£ LTR\ — |<£ KQP\ a pra-
vouhlé trojuholníky PKQ a RLT sú podobné. Vieme, že
platí:

2 1/3 1/3
\RT\ = Y2 lPQ] = 3 lPQl

Z toho však vyplývá, že

уз уз уз
\LT\ = Y \KQ\ = Y\AB\ = -y.

Znamená to teda, že ťažisko T každého rovnostranného
trojuholníka uvažovaných vlastností leží vo vzdialenosti
уз
— od strany CD do vnútra štvorca ABCD. Z vyššie uve-

112



denej symetrie preto vyplývá, že ťažiská Г všetkých rovno-
stranných trojuholníkov s vrcholmi na stranách štvorca
ABCD ležia na stranách štvorca AiB\C\Di rovnořahlého
so štvorcom ABCD v rovnofahlosti (homotetii) so stredom 5

= (P_l\.±
\ 3 2 / ’ 2

a s koeficientom rovnolahlosti k

1
= (21/3-3) (obr. 40).

Zostáva nám ešte ukázat’, že každý bod Г hranice štvorca
AiBiCiDi má požadovanú vlastnosť, tj. existuje rovnostranný
trojuholník PQR s vrcholmi na stranách štvorca ABCD
a s ťažiskom v bode T. Vzhladom na symetriu zrejme stačí,
ak dókaz urobíme pre body úsečky TqB\. Z predchádzajúcej
časti riešenia vieme, že pre bod Го je takým trojuholníkom
trojuholník PoQqRo so stranou 1. Nech T ф Го je Tubo-
volný bod úsečky TqB\. Polpriamka VqT přetíná stranu CD
štvorca ABCD v bode R. Kolmica к priamke VqR v bode Vq
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přetíná stranu AD štvorca ABCD v bode P a stranu BC
v bode Q. Trojuholník PQR je už rovnostranným trojuhol-
nikom s ťažiskom v bode T.

Je totiž RoVoR\ = |<£ TV0To\ = |<£ LTR,| kde TLI/VoRo
(obr. 40), z čoho vyplývá, že pravoúhlé trojuholníky VoRoR,
VoToT, TLR sú podobné. Pretože \VqTq\ : \ ToRo\ = 1:2,
bude tiež |К0Г| : |ГД| = 1 : 2. Ďalej platí: |<£ PV0P0\ =
= |<C QoVoQ\ = |< PQK\3 kde QKI/AB. Preto sú podobné
tiež pravoúhlé trojuholníky PqVqP, QoVoQ a PQK. Kedže
)P0V0\ = |<2oFo|, bude tiež \PVq\—\VqQ\. Preto právo-
uhlé trojuholníky RVqP3 RVqQ sú zhodné. Z toho vyplývá,
že RVo je ťažnica trojuholníka PQR а Г je jeho ťažisko.
Kedže platí jPFo| : \PVq\ = |JRoFo|: |PoFo|, sú tiež právo-
uhlé trojuholníky RVqP a RoFoPo podobné, čo znamená, že
|<í PRV0j = К PoRoV0\ = 30° a [<£ RPV0\ = |<£ R0P0V0\ =
= 60°. Trojuholník PQR je teda rovnostranný, ako sme
chceli dokázať.

Závěr: Množinou M ťažísk všetkých rovnostranných
trojuholníkov, ktorých všetky tri vrcholy ležia na stranách
daného štvorca ABCD, je hranica štvorca A\B\C\D\ rovno-
Táhlého so štvorcom ABCD v rovnolahlosti so stredom S

1
a koeficientem rovnolahlosti — (2 j/3 — 3).
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ÚLOHY III. KOLA

A - III - f

Nech n ^ 1 je dané prirodzené číslo. Uvažujme o vset-
kých w-ticiach takých reálných čísel Xu i — 1, 2, ..n,

pre ktoré platí:

П

2 sin2x(- = k, (1)
i=l

kde 0 ^ k 5^ n je dané reálne číslo. Určte, akú najváčšiu
hodnotu nadobúda výraz

П

s — 2 sin 2Xi .

i = l

Riešenic. Podlá známej Cauchvho nerovnosti platí

( 2 Sin***) ( 2 COS2**) ^ ( 2 Si\i=l / \» = 1 / \i=1
Г. (2)n ** COS Xi

Ak platí (1), potom

П П n n

У COS2** =2(1— SÍn2Xj) =2 1 — 2 SÍn2JCi = n — k,
i= 1 i= 1 i=l i=1

z čoho po dosadení do lávej strany (2) a jednoduchej úpravě
máme
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^ 2sin 2xi^ 3
\k (n-k)^

odkiaí

2 sin 2Xi ^ 2]!k (n — k). (3)s =

i=l

k
Ak zvolíme Xi pře i = 1,2, .. .,n tak, že sin Xi = / — ^ 1,

n

n — k~

= 2 у^(я — &).О ^ , je cos Xi =

Vzhfadom na (3) je teda táto hodnota za daných podmienok
maximalna.

a s
n

A - III -2

V rovině je daný trojuholník ABC. Dokážte, že pre každý
bod F vnútra strany АВ tohto trojuholníka platí:

|РС|.|ЛЯ| < \PA\.\BC\ + \PB\.\AC\,

kde \XY\ znamená vzdialenosť bodov X a Y.
Riešenie. Nech bod P je lubovolný pevný bod vnútra

strany AB trojuholníka ABC (obr. 41). Vo vnútri strany AC
zostrojíme bod A' a vo vnútri strany BC bod B' tak, aby
platilo PA'1/BC, РВ'ЦАС. Z trojuholníkovej nerovnosti
vyplývá

|PC| < \PA'\ + \A'C\ = \PA'| + |PB'|. (1)
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Z podobnosti trojuholníkov APAABC, PBB' dostaneme

\PA\ \PB\
\PA'\ = \BCI, \PB'\ = \AC\,

\AB\ I AB\

z čoho po dosadení do (1) dostaneme

\PA\ \PB\
I BC\ + \AC\.\PC\ < (2)\AB\ \AB\

Vynásobením nerovnosti (2) kladným číslom \AB\ už dostá-
vame nerovnost’, ktorej správnost’ bolo třeba dokázať.

Iné riešenie. Zaveďme v rovině pravouhlú súradnicovú
sústavu a označme o, b, c, p v uvedenom poradí polohové
vektory bodov A, В, С, P. Označme ďalej |v] dížku vektora v.
Zrejme platí:

p = (1 — 0 a + t b,

kde reálne číslo 0 < t < 1 vyhovuje vzťahom

\Р-ь\
'~\b-a\- C3)
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Použitím trojuholníkovej nerovnosti vzhladom na (3) po-
stupně dostaneme:

\PC\ = |c — p\ = \ tc + (1 — t)c — tb — (1 — t)a\ =

= |(1 — t) (c — o) + t (c — b)| <

< (1 — ř) |c - a\ + t\c — b| =

IP - oI ,

!b — o| |c
-b|

1^1 \PB\
\BC\ + |i4C|,

1^1 \AB\

z čoho už priamo vyplývá dokazované tvrdenie. Ostrá ne-
rovnosť v trojuholníkovej nerovnosti platí preto, lebo vektory
c — a, c — b sú lineárně nezávislé.

A- 111 -3

Polia šachovnice 8x8 tvoria štvorce so stranou dížky
3 cm. Na šachovnicu položíme obdížnikový prúžok papiera
s rozmermi 6 cm a 3 cm. Budeme hovořit’, že prúžok sa

překrývá s polom šachovnice, ak má s ním spoločný aspoň
jeden vnútorný bod. Zistite, aký je najváčší počet čiernych
polí, s ktorými sa móže daný obdížnikový prúžok papiera
překrývat’.

Riešenie. Kvóli zjednodušeniu zvolíme úsečku velkosti
3 cm za novů jednotku dížky. Potom je každé pole šachovnice
štvorec so stranou 1 a na šachovnicu kladieme obdížnik so

stranami 2 a 1.

Najskor ukážeme, že nie je možné nájsť takú polohu
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obdížnika, aby sa překrýval so siedmimi poliami šachovnice.
Predovšetkým si uvědomíme, že obdížnik sa nemóže prekrý-
vať súčasne so štyrmi poliami označenými I na obr. 42.

ъ/

Г Z
/

z

Obr. 42

V opačnom případe by musel totiž obsahovať aspoň jeden
vnútorný bod každého z polí označených I, a teda aj celý
konvexný obal týchto bodov. Vo vnútri konvexného obalu
však leží zrejme celé pole označené II, čo je štvorec so stra-
nou 1. Tento by však mal ležať vo vnútri obdížnika rozme-
rov 2 x 1, čo je spor.

Obr. 43
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Najdlhšou úsečkou daného obdlžnika je zrejme jeho uhlo-
priečka, ktorej velkost’ je J/5 < 3. Z toho vyplývá, že daný
obdížnik móže mať neprázdný prienik najviac so štyraii
riadkami a najviac so štyrmi stípcami šachovnice. Bude
teda určité vždy ležař v nejakej časti šachovnice s rozmermi
4x4 polia (obr. 43). V tejto časti je právě 8 čiernych polí,
ktoré označíme symbolmi I a II. Zo štyroch polí označe-
ných I sa však podlá vyššie uvedeného obdížnik prekrýva
najviac s troma a analogicky sa dokáže, že i z polí označe-
ných II sa m6že překrývat’ najviac s troma. Z toho vyplývá,
že daný obdížnik sa móže prekrývať najviac so 6 čiernymi
poliami.

Teraz ukážeme, že skutočne existuje taká poloha obdížnika,
pri ktorej sa prekrýva so 6 čiernymi poliami šachovnice.
Stačí ho položiť tak, ako je to znázorněné na obr. 44: jeho

Obr. 44

střed 5 leží v bode dotyku polí Ь23 c3 a jeho strany zvierajú
so stranami šachovnice uhol 45°. Ak použijeme označenie
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1/2
ako na obr. 45, je \BS\ = 1 > |£5|, |BC| = \AB\ =

1
= \AS| - \BS\ = ]/2 - 1, \BD\ = у > jBC|. Preto obsa-

b c

Obr. 45

huje úsečka Ш) vnútorný bod роГа b4. Zo súmernosti ob-
dížnika podlá středu 5 i роаГа osi AS však vyplývá, že
obdížnik má spoločné vnútorné body tiež s poliami аЪь cl a d2
a samozřejmé aj s poliami b2 a c3.

Podlá riešenia J. Sgalla, 4. tr.
gymn. W. Piecka, Praha

A - III -4

Nech я ^ 2 je dané prirodzené číslo a ao, ai, ..., On sú
za sebou nasledujúce členy aritmetickej postupnosti. Potom
platí:
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!'-»■(:) (1)ак = 0.

Dokážte.

Riešenie. Pre každé k (0 ^ k ^ n) zrejme platí a* =
= ao + kd, kde d je diferencia danej aritmetickej postup-
nosti. Označme L lavú stranu rovnosti (1). Je teda

[ю-сю
r-(T)-Mí)—(í)

■C)-••• +(-l)L = ao +
***?& -mí

"ШЯШК2 ' Wi*
+ ... + (—1)” n O]+ d

Výraz v prvej hranatej zátvorke je však podlá binomickej
vety и-tou mocninou dvoj člena 1 — 1 a tak sa pre и ^ 2
zrejme rovná nule. V druhej hranatej zátvorke sú sčítance
tvaru

и!

Q =(-!)**(-1)* k (n-k)\k\
(и — 1)!

= (-1)» и (и —£)!(£ —1)!

k = \3 2, ..., и. Súčet v tejto zátvorke sa teda rovná
—n (1 — 1)M_1 = 0. Oba sčítance v L sú teda rovné nule,
čím je správnost’ rovnosti (1) dokázaná.
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A- lil -5

Určte všetky dvojice (*, y) prirodzených čísel, pre ktoré
platí

1я

P <7- (1)
У

Riešenie. Najskór dokážeme, že pre každé riešenie (л:, у)
danej nerovnice (x, у prirodzené) je у < 3. Ak totiž vyná-

sobíme danú nerovnost’ kladným číslom y2 + ]/2^,dos-
taneme

ý(f+ 4| jc2 — 2y2| < (2)

Vzhladom na iracionálnosť čísla ]/2 nie je x2 — 2y2 — 0.
Je teda | x2 — 2y2| ^ 1 a vzhladom na to z (2) vyplývá

(3)

1 x — 1

7<У2 +7>
x

Zo vztahu — — ]/2 < — však vyplývá, že
1

~s+
1

z čoho vzhladom na (3) máme 1 < —
У

у ^ 3 je však

Pre
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1 1 1 1

3 (27 2,84) <1,-Z + < —
— +

У U'3

čo je spor.
Stačí teda vyšetřovat’ případy у — 1 а у = 2, čo vedie

к riešeniu nerovnic

1
\x - p\ < 1 , \x-Í\2\<—.

Prvá z nich má právě dve riešenia: x = 1, x = 2, a druhá
jediné riešenie: x — 3.

Všetky riešenia v obore prirodzených čísel nerovnice (1)
teda sú: (1, 1), (2, 1) a (3, 2).

A- lil -6

Je daná kružnica k — (S; r). Nech M je množina všetkých
takých trojuholníkov s vpísanou kružnicou k, ktorých naj-
váčší uhol sa rovná dvojnásobku najmenšieho uhla. Nájdite
množinu všetkých bodov, ktorú vyplnia druhé od bodu 5
najvzdialenejšie vrcholy všetkých trojuholníkov z množiny M.

Riešenie. Nech T je Iubovolný trojuholník z množiny M
a a ^ (3 ^ у sú velkosti jeho vnútorných uhlov. Platí teda
a = 2y. Druhý od S’ najvzdialenejší vrchol trojuholníka T
je vrchol odpovedajúci uhlu /5 a jeho vzdialenosť od 5 bude

rj sin — (obr. 46). Zrejme je

y.+ j3 + y = p + 3y—7: а у ^ ^ 2y.
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a

T

Obr. 46

Z toho vyplývá, že musí platit’

2rTC

(1)

Nech teraz /3 je uhol vyhovujúci podmienke (1). Potom
2 1

— (тс — /3), у = —(тс — /3) vyhovujú rovnostiam a +

-f-/3 + y=TC,a — 2ya nerovnostiam a ^ /? ^ y. To zna-
mená, že trojuholník T s vnútornými uhlami a, /3, y, ktorý
patří do množiny M, existuje.

Hfadanou množinou bodov je preto uzavreté medzikružie

a =

= ^5, r/sin ~f)>k2 = (5j r/sin ~8 ) ‘
ohraničené kružnicami
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