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Kategoria A

ULOHY I. KOLA - DOMACA CAST

A-1-1

Nech &, n si prirodzené &isla, n = 2. Ak prirodzené &isla
x, y vyhovuji nerovnici

l" w1
— — V2 +
5 |

= !
prE (M

potom plati

x

5 + k>yn2—1.
Dokazte.

RieSenie. Je zrejmé, Ze za danych predpokladov je Cislo
x [
—+ JR2 + 1
P

kladné, a ak nim vyndsobime obe strany nerovnosti (1), do-
staneme
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xz
‘:;é' — (k2 + 1)

<yin (;x + VkTﬁ). )

Po vyndsobeni nerovnosti (2) kladnym &islom y* a po jedno-
duchej tprave dostdvame dalej

x —
2 x2 —y2(k2 + 1) < 3"' + JR2 + 1. 3)
Teraz najskor ukdZeme, Ze za danych predpokladov musi
platit
x2 — y2(k2 + 1) #£0. 4
Ak by totiZ neplatil vztah (4), muselo by byt x2 = y2(k2 + 1),
¢o znamend, Ze Cislo k2 + 1 by muselo byt $tvorcom pri-
rodzeného ¢&isla; to vSak nie je moZné, pretoZe pre kazdé
prirodzené Cislo % plati

B2 <R+ 1< (k+1)02.

Tym je platnost vztahu (4) dokdzand a vzhladom na to, Ze
¢islo na jeho lavej strane je celé, vyplyva z toho, Ze

[x2 —32(k2 + DI = 1. ©)

Dalej je zrejmé, Ze pre prirodzené &islo k plati 2 + 1 >
> k2 + 1, z &oho vyplyva, Ze

X x —
—+k+1>—+ |JR2+ L (6)
y y
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Vzhladom na (5) a (6) vsak z nerovnosti (3) vyplyva, Ze
P E+1
2 < —+ kot 1,
7 y

odkial uZ bezprostredne plynie spravnost dokazovanej ne-
rovnosti.

A-1-2

Nech ay, ag, . . ., ap st kladné redlne Cisla, Pre kazdua n-ticu
kladnych redlnych &isel x1, x2, ..., x» plati nerovnost

/ n n e ——————————
11/ 2 " z 1 wY/x1.xe. ... . %Xn
S x ). — = .
n a; a.az.....an

i=1 i=1

Dokdzte. Kedy plati rovnost?
RieSenie. Podla znimej Cauchyho nerovnosti plati
n

AL

a podla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym prie-
merom zasa

HV

MM3|
°‘l\’)

1 X; n ,,/xl.xz.....x,,
LN HS l/,» 38 com e B0 @)
n a;

i=1
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Z nerovnosti (1) vyndsobenej kladnym ¢islom — a z nerovnosti
n

(2) vsak uz vyplyva spravnost dokazovanej nerovnosti. Rov-
nost v danom vztahu nastane zrejme prave vtedy, ked nastdva
rovnost vo vztahu (1) a stcasne vo vztahu (2). Rovnost vo
vztahu (1) viak nastdva prive vtedy, ked plati

X141 = Xod2 = ... = Xpdpn » (€))

a rovnost vo vztahu (2) nastdva prdve vtedy, ked

X1 X2 Xn
== = )
a az an

Rovnosti (3) a (4) viak sudasne platia prave vtedy, ked

X1=X2=...=Xpadaq =0a2= ... =4d4p .

A-1-3

MnozZina @ bodov v rovine ¢ mi tieto dve vlastnosti:

V1:Spolu s kazdymi svojimi dvoma navzdjom réznymi bodmi
A, B obsahuje celd tdsecku AB.

V2:V kazdom kruhu s polomerom 1 leZi aspoii jeden bod z ¢.
Potom plati ¢ = p. Dokézte.

Riesenie. Ak nejakd mnoZina bodov v rovine m4d vlastnost
Vi, volime ju konvexnou mnoZinou. MnoZina ¢ je teda
konvexnou mnoZinou so $pecidlnou vlastnostou Vz. Vzhladom
na to, Ze kazdy nenulovy uhol v rovine obsahuje nejaky kruh
s polomerom 1, vyplyva z V2, Ze kazdy nenulovy uhol v ro-
vine ¢ obsahuje aspoil jeden bod mnoZiny .
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Nech X je IubovoIny bod roviny ¢. Z vlastnosti Vg vy-
plyva, Ze mnoZina ¢ je neprdzdna. Nech 4 € ¢. Ak je X = A4,
potom zrejme X € ¢. Nech X 7 A. UvaZujme o priamke
AX, ktord rozdeli rovinu ¢ na dve polroviny. Vzhladom na
vyssie uvedené vyplyva, Ze v kazdej z oboch polrovin, ktoré
st priamymi uhlami, leZi bod z ¢. Oznatme jeden z nich B.
Bod B nelezi na priamke 4X. Preto duty uhol uréeny pol-
priamkami opa¢nymi ku polpriamkam XA a XB je nenulovy
a nachddza sa v fiom aspoii jeden bod C € ¢ (obr. 30). Oznac-

Obr. 30

me Y priese¢nik priamok CB a XA4. Bod Y leZi zrejme na
tusetke BC a vzhladom na to, Ze bod C leZi v polrovine
opatnej k polrovine obsahujicej bod 4 a urenej priamkou
BX, lezi bod Y taktieZ na polpriamke opa¢nej k polpriamke
XA. Z toho vsak podla Vi vyplyva, Ze Y € ¢ ako bod dseCky
BC, a taktieZ, Ze X € ¢ ako bod usetky YA.

Tym sme dokdzali, Ze kaZdy bod roviny g patri do mnoZiny
@, z ¢oho uz vyplyva, Ze ¢ = p.

A-1-4

Je dand kocka ABCDEFGH s hranou dizky a. Ozna¢me
O stred steny BCGF a 7 gulu so stredom O a priemerom a.
Bodom E vedte rovinu ¢ a zostrojte bod X na hrane AE tak,
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aby guli s priemerom AX v stmernosti podla roviny o
odpovedala gula najvicSieho priemeru, ktord leZi celd v guli 7.
Vypotitajte dizku tohto najviSicho priemeru.

RieSenie (obr. 31). Pri Tubovolnej polohe roviny o, ktord
prechddza bodom E, leZi obraz bodu 4 v sumernosti podla

H G
E
C
X
S
A

Obr. 31

roviny o na gulovej ploche %(E; a). Gula so stredom S na
hrane AE s polomerom SA sa dotyka gulovej plochy x
(v bode A) a to isté plati i pre jej obraz v stimernosti podla
roviny ¢. Gulové plocha y poZadovanych vlastnosti bude mat
maximélny priemer préve vtedy, ked sa jej symetricky obraz y’
bude dotykat oboch gulovych ploch x a 7 a jej stred S’ bude
lezat st¢asne na useCke EO ako strednej oboch gulovych
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ploch. Ozna¢me P, Q v uvedenom poradi body dotyku gulo-
vej plochy 9" s gulovymi plochami x a 7.

Hladand rovina stimernosti ¢ zrejme rozpoluje uhol AEO
a je kolmd na rovinu AEO. Velkost |PQ| priemeru gule »’
vypocitame teraz z pravouhlého trojuholnika EFO. Zrejme
plati:

|EP| + |0Q| = |EO| + |PQ|, ¢))
a z pravouhlého trojuholnika EFO mdme

|[EO|2 = |EF|2 + |FOJ?,

cize
a2
|[EOR2 =a? + PR
odkial
al/6

|EO| = -
Z (1) po dosadeni dostaneme

a dJ6

a+ 2 =5 + |PO|,

z ¢oho po jednoduchej tprave vyplyva
a _
|PQl = [AX| =—( — 16).
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A-1-5

V rovine je dany $tvorec ABCD so stranou |AB| = 1.

a) Urcte v rovine mnoZinu M, ktord vyplnia tretie vrcholy
vietkych rovnostrannych trojuholnikov, ktorych dva vrcholy
lezia vo vnitri alebo na hranici daného $tvorca ABCD.

b) Vypoditajte obsah mnoZiny M.

RieSenie ulohy ndjde Citatel v roCenke 30. ro¢nika MO
na str. 133—136 (dloha A-III-1).

A-1-6

Pre dané prirodzené &islo 7 rieSte ststavu 7 rovnic o # ne-
zndmych X1, X2, ..., Xp:

(3)-x1=(:), (1)
(3)me(3)=-()

(”Z 1).x1+ (;).x2+ +(§).x”—("+é) .(1n)

RieSenie. Ak od rovnice (1z) odgitame rovnicu (1z_1)
postupne pre k = n,n — 1, ..., 2 a vyuZijeme znime pravidlo
0 stcte kombinaénych &isel

() D)=(50)
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ktoré plati pre kazdd dvojicu nezdpornych celych &isel 7, s,
dostaneme stistavu rovnic
X1 =1,

2x1 + x2 =4,

........................

m—Dx1+m—2Dx2+ ... +2%p2+ Xp1 = (”_;l),

nx1+ (m— Dxz+ ... + 3% 2+ 251 + Xp = (n;Z),

ktord je zrejme s danou sustavou ekvivalentnd. Ak pre tuto
sistavu zopakujeme algoritmus od&itania (B — 1)-tej rovnice
od k-tej pre k =n,n — 1, ..., 2, dostaneme opit ekvivalent-
nu sustavu

X1 =1,
X1 + X2 =3,

n
X1+ X2+ ... + Xp-2 + Xp-1 =(2),

n+1
X1+ X2+ .. F Xp-2+ Xp1+ Xp= 2 .

Po dalSom zopakovani pouzitého algoritmu dostivame ko-
necne sustavu

x1=1Lx=2,...,x;, =mn,

ktord predstavuje jediné rieSenie danej sustavy.
Pozndmka. SkutoCnost, Ze dana sustava ma jediné rieSenie,
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je zrejma uz z jej tvaru. Toto rieSenie by bolo moZné urdit
aj tak, Ze z prvej rovnice vypolitame x; = 1 a dosadime do
druhej rovnice, z ktorej jednoznatne urime xs, atd.

ULOHY I. KOLA - SKOLSKA CAST

A-S-1

Nech je n prirodzené &islo. Uvazujme o vsetkych uspo-
riadanych n-ticiach reélnych tisel x; 1 = 1, 2, ..., n) takych,
Ze pre ziadne 7 = 1, 2, .. ., n nie je x; celotiselnym nasobkom

c‘.isla —aplati Z tg2 x; = 1. Najdite najmensiu moznd hodnotu
=1
sﬁétu

n
s = > cotg?x;.
i=1

RieSenie. Je
n n 2
> cotg2x; = (2 cotgzxt) (2 tgzxz\) (Z cotg x; tg x,) = n?
i=1 i=1 i=1 i=1

podla Cauchyho nerovnosti. Z toho je zrejmé, Ze pri Iubovol-
nej volbe hodnét x; vyhovujicich podmienkam tlohy je
s = n2. Ak vSak zvolime vSetky hodnoty x; rovnaké a tak, aby

1
platilo tg x; = —, je
|/n
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i
z ‘tg2x; = P 1, z cotg?x; = Z n = nZ

i= ‘ i=1 1=1 i=1

Preto je #2 najmensia moznd hodnota sutu s.

A-S-2

Urcte vsetky prirodzené Cisla 7, pre ktoré moZno rovno-
stranny trojuholnik so stranou dizky 7 rozloZit na navzdjom
sa neprekryvajtice lichobezniky so stranami dizky 1, 1, 1, 2.

Riesenie. Rovnostranny trojuholnik so stranou # (z prirod -
zené) sa dd rozloZit (obr. 32)nal+3 + ... + (2n — 1) = n2

Obr. 32

rovnostrannych trojuholnikov so stranou 1. Lichobeznik' so
stran ami diZok 1, 1, 1, 2 sa dd rozlozit na 3 rovnostranné
troju holniky so stranou 1. Z toho vyplyva, Ze ak sa rovho-
stranny trojuholnik so stranou 7 dd rozloZit na lichobeZniky
uvaZovaného tvaru, musi byt n2 deliteIné Cislom 3, ¢o zna-
mend, Ze &islo # musi byt deliteIné Cislom 3. .
Nech obritene plati: » = 3k, kde k je prirodzené Eislo.
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Potom sa rovnostranny trojuholnik so stranou » di rozloZit
na rovnostranné trojuholniky so stranou 3 a kazdy rovno-
stranny trojuholnik so stranou 3 sa d4 rozlozit na 3 lichobez-
niky uvaZovaného tvaru (obr. 33). Tym je dokdzané, Ze tieZ
trojuholnik so stranou 3k sa dd rozlozit na lichobeZniky so
stranami 1,1, 1, 2.

A-S-3a

Vo vnitri kruhu K so stredom S a polomerom r je dany
bod A. Niéjdite mnoZinu bodov v rovine, ktord vyplnia
vrcholy D vsetkych rovnobeznikov 4BCD, ktorych vrchol B
i priese¢nik uhloprieok leZzi vo vnutri alebo na hranici
kruhu K.

RieSenie. UkdZeme, Ze hladanou mnoZinou M je kruh K;
so stredom S a polomerom 3r, z ktorého si v pripade § = 4
vyiiaté vSetky hrani¢né body a v pripade S % 4 dva body
X, Y, v ktorych hranicu kruhu K; pretina priamka SA4.

Nech je totiz DeM a ABCD rovnobeZnik vyhovujici
tlohe. Oznaéme T priese¢nik jeho uhloprietok. Potom plati:

|SD| = |ST| + |TD| = |ST| + |TB| =
< |ST| + ITS| + |SB| < 3r.

101



Bod D lezi teda v Kj. Je zrejmé, Ze v pripade S = A nemodze
D lezat na hranici K a v pripade S 7= A nemdZe byt bod D
totozny s bodom X alebo Y.

Nech obrdtene lezi bod D v mnoZine Ki(S; 3r) s vynimkou
uvedenych bodov. Rozli§ime dva pripady:

a) § = A. Ak nelezi D na priamke SA4, stati za bod B
zvolit vzdialenej$i priesednik priamky DS s hranicou K
a doplnit body 4, B, D na rovnobeznik ABCD vyhovujuci
poziadavkdm ulohy. Ak D leZi na priamke S4,je X 4D # Y
podla predpokladu. Ozna¢me Kp kruh, ktory vznikne z K
rovnolahlostou so stredom D a koeficientom 2. Potom
existuje bod Be Kn Kp, ktory neleZi na priamke SA4.
Staéi body B, D doplnit na rovnobeZnik ABCD vyhovujici
poziadavkdm ulohy.

b) § = A4. V tomto pripade volime bod B podla druhej
konstrukcie Casti a).

A-S-3b

V rovine je dany pravouholnik ABCD so stranami |AB| =
=a, |BC| = b. Bodom B vedte priamku p tak, aby obsah
trojuholnika ohrani¢eného polpriamkami DC, DA a priam-
kou p bol minimdlny.

Riesenie (obr. 34). Bodom B vedieme priamku rovno-
beinti s priamkou AC. Jej prieseéniky s polpriamkami DA,
DC v uvedenom poradi oznaéme Q, R. Zrejme je |CR| = a,

1
|AQ| = b a obsah trojuholnika DQR bude ab + 7ab +

1
5 ab = 2ab. Vedme bodom B ind priamku, ktord pretina
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e
Y b
A /a
B
Q)
M L
Obr. 34

polpriamku D4 v bode M a polpriamku DC v bode N.
Je zrejmé, Ze bud N lezi vo vmitri usetky CR, alebo M
lezi vo vnitri useCky AQ. Nech nastane napriklad prvi
moznost. Oznalme L prieseénik priamky MN s priamkou
vedenou bodom Q rovnobezne s priamkou DC. Potom su
trojuholniky QLB, RNB zhodné. Obsah lichobeZnika
OLND sa rovnd obsahu trojuholnika QRD, kym obsah
trojuholnika DMN je pre N % R va&i ne% obsah trojuhol-
nika DQR. Hladanou priamkou p je teda rovnobeZka s priam-
kou AC vedend bodom B.

D C, N
Y
b}

p T — Z

X

D
M
Obr. 35
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Iné rieSenie (obr. 35). Vedme bodom B priamku p,
ktord pretina polpriamku D4 v bode M a polpriamku DC
v bode N. Oznatme |AM| = x, |CN| =y. Z podobnosti
trojuholnikov BNC, MBA, ktoré maja zrejme vSetky uhly
zhodné, vyplyva, Ze x : b = a: y liZze xy = ab. Pre obsah P
trojuholnika DMN plati: '

1 ab?
P=ab+~2—(ax+by)=ab+—(ax+~;)=

PouZitim nerovnosti b2 + x2 = 2bx vyplyvajicej zo znd-
mej nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym prie-
merom dvoch nezdpornych &isel dostivame: P = 2ab, pri-
¢om znamienko rovnosti plati len pre x = b, kedy musi byt
tiez y = a. V tom pripade vsak je zrejme priamka p rovno-
beznd s priamkou AC.

ULOHY II. KOLA

A-ll-1
Nech n je prirodzené &islo a nech pre redlne &isla ay,
i=1,2,...,nplati
n
> sin? oy = 1.

=1
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Potom

n [
[Z sin 20 | < 2)n — 1.
i=1

Dokadzte.
RieSenie. Podla znimej Cauchyho nerovnosti pre redlne
tisla xi, yi, 2 =1, 2, ..., n plati

%3'%2 2.y 2 XY i ¢))
(£3) (2%)2 (£ 200)°

Ak v (1) polozime x; = sin oy, ys =cos @i, ¢ =1, 2, ..., m,
dostaneme

(.2 sin2 a;) ( ‘;‘_cosz ai) = ("”2 sin oy COS ai)z. )

1 d=1 i=1

PretoZe podla predpokladu 3 sin? o; = 1, postupne dostd-
i=1

vame

Zcoszou Z(l—smza;)—-—ZI—Zsmzai—n—l

i=1 f=1 i= i=

na ziklade ¢oho z (2) vyplyva

n 2
(izlsin o COS az) <n-—1, 3
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a pretoze sin 2y =2singgcosax, ¢ =1, 2, ..., 7, po
jednoduchej uprave z (3) dostaneme

n
I > sin 2 [ < 2)n — 1,

i=1

o sme mali dokdzat.

A-11-2

Detskd skladacka pozostdva z kamefiov (plochych dosti-
¢iek) tychto troch typov:

a) rovnobeZnik so stranami dizky 12 mm a 24 mm a ostrym
vanttornym uhlom velkosti 60°;

b) rovnostranny trojuholnik so stranou dizky 24 mm;

c) pravidelny $estuholnik so stranou dizky 12 mm.

Rozhodnite, ¢i je moZné z kametiov uvedenych typov zloZit
rovnostranny trojuholnik so stranou dizky 180 mm tak, aby
kazdy z bodov trojuholnika bol pokryty niektorym kameiiom,
pri¢om by sa kamene vzdjomne neprekryvali, ak predpokla-
ddme, Ze kamefiov kazdého typu je dostatone velky pocet.

RieSenie. Odpoved bude zdpornd, ¢o dokdZeme nepriamo.
Pripustme, Ze nasa snaha bola tispe$nd, a kvoli zjednoduseniu
zvolme za jednotku dizky use¢ku 12 mm dlhd. Potom nds
predpoklad znamend, Ze rovnostranny trojuholnik so stranou
dizky 15 moZno vyjadrit ako zjednotenie koneného poétu
navzdjom sa neprekryvajicich konvexnych mnohouholni-
kov, z ktorych ka?dy patri k niektorému z tychto troch
typov (obr. 36):
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Obr. 36a, b, ¢

a) rovnobeznik so stranami 1 a 2 a ostrym vnidtornym
uhlom velkosti 60°;

b) rovnostranny trojuholnik so stranou dizky 2;

¢) pravidelny $estuholnik so stranou dizky 1.

Plosny obsah rovnostranného trojuholnika so stranou
dizky 1 ozna¢me p (hodnotu p mo¥no zrejme fahko vy&islit,
ale nebudeme ju potrebovat). Pomocou p mozZno Iahko
vyjadrit plo$né obsahy mnohouholnikov vSetkych troch
typov z obr. 36, ako ukazuje obr. 37.

Obr. 37a,b, ¢

Dostdvame teda, Ze ploSny obsah rovnobeZnika typu a)
je 4p, plosny obsah trojuholnika typu b) je taktieZ 4p a plo$ny
obsah Sestuholnika typu c) je 6p. Z podobnosti rovnostran-
ného trojuholnika so stranou 15 s rovnostrannym trojuhol-
nikom so stranou 1 (koeficient podobnosti je zrejme 15)
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dostivame, Ze plo$ny obsah trojuholnika so stranou dizky 15
je 152p. ‘
Ak pouzijeme na zloZenie trojuholnika so stranou 15
x rovnobeZnikov typu a), y trojuholnikov typu b) a z Sestuhol-
nikov typu c), kde x, y, 2 si nezdporné celé &isla, potom
plati:
4px + 4py + 6pz = 152p CiZe 4x + 4y + 62 = 152

V poslednej rovnosti viak na lavej strane mdame dCislo
pirne a na pravej Cislo nepdrne, ¢o znamend, Ze rovnost
neplati pre Ziadne celé neziporné x, y, z. Tento spor po-
tvrdzuje spravnost nasho tvrdenia, Ze sa uvedeny trojuholnik
z kameniov skladatky zloZit nedd.

A-ll-3a

Je dany kvider ABCDEFGH s rozmermi a, b, c. Jeho
vrcholom F vedte rovinu g tak, aby objem Stvorstena ohra-
ni¢eného rovinami ADC, CDH, HDA, ¢ a obsahujiceho da-
ny kviader bol minimdlny.

RieSenie (obr. 38). Oznatme M, N, P v uvedenom po-
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radi priesetniky roviny g s polpriamkami D4, DC, DH.
Nech dalej |AB| = a, |BC| = b, |BF| = c. Predpokladajme,
Ze Stvorsten DMNP uz md pozadovanu vlastnost, a ozna¢me
|DM| = x, |DN| =y, |DP|==z. Objem V S3tvorstena
DMNP sa zrejme rovnd suctu objemov Stvorstenov FMDP,
FNDP, FMND, ktorych vysky v uvedenom poradx ma)u
velkosti a, b, c. Preto plati:

1

X2 b 1
V=g at + c. (1)

Na druhej strane vsak zrejme plati:

1 x

V 24 ! 2
=73 5 F= ¢ W 2
Preto z rovnosti (1), (2) vyplyva

axz + byz + cxy = xy=z. 3)

1
Ak rovnost (3) vyndsobime kladnym &islom —5’;, dostaneme
a b c
—+—+—=1 @
y x 2
K tomu, aby sme zistili, pri ktorych hodnotich x, y, z bude

objem V minimdlny, vyuZijeme zndmu nerovnost medzi
aritmetickym a geometrickym priemerom
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u-+ o+ w
—— = juem, (5)

ktord plati pre Tubovolné kladné redlne &isla #, v, , pricom

rovnost vo vztahu (5) nastdva prive vtedy, ked u = v = w.
a b c

Ak teraz vo vztahu (5) poloZime # = Ty—, V=W = do-

staneme vzhladom na (4)

a b ¢ 31/ abc
l=—"+—+—2=3 s
x z xyz

z oho vyplyva, Zze xyz = 27abc. Vzhladom na (2) preto plati

9
abc = > abe. (6)

z Coho vzhladom na (4) vyplyva
x = 3b,y = 3a, 2 = 3c. @)
Pre hodnoty x, y, 2 urené vztahom (7) bude teda objem V

9
Stvorstena DMNP minimalny, rovny > abc.
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Z toho uz priamo vyplyva konstrukcia roviny ¢ poZadova-
nych vlastnosti.

A-I1l1-3b

V rovine je dany $tvorec ABCD so stranou |AB| = 1.

Urcte v rovine mnoZinu M taZisk vSetkych takych rovno-
strannych trojuholnikov, ktorych vSetky tri vrcholy lezia
na strandch daného $tvorca ABCD.

RieSenie. Nech PQR je rovnostranny trojuholnik, kto-
rého vsetky tri vrcholy leZia na stranich Stvorca ABCD
(obr. 39). Nech T je jeho taZisko, V stred strany PQ, CiZe

» X0

Obr. 39

pita vySky z vrcholu R na stranu PQ a § stred $tvorca

3
ABCD. Pretoze |RV| = 1/2— |PQ|, je zrejmé, Ze Ziadne dva

vrcholy tohto trojuholnika neméZu leZat na tej istej
strane daného Stvorca. Vzhladom na osovi symetriu rovno-
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stranného trojuholnika i osovi a stredovi symetriu $tvorca
stali preto uvaZovat napriklad o pripade, ked Pe 4D,
Q€ BC, Re CD. V ostatnych pripadoch bude totiZ situdcia
analogickd. Ozna¢me Ry stred strany CD a Py AD, Qo €
€ BC také body hranice Stvorca ABCD, pre ktoré plati:
|PoRo| = |QoRo| = 1. Potom PoQyRp je rovnostranny troj-
uholnik poZadovanych vlastnosti. Nech Ty je jeho taZisko
a V) stred strany PoQy. Oba tieto body leZia zrejme na pol-
: 2 3 I3
priamke RoS a plati: |RoTo| = 33 =3 Vzhladom na
uz spomenutd symetriu sta¢i dokonca uvaZovat o pripade,
ked Qe QoB, R RyC, Pe PyD. Oznatme K, resp. L,
pitu kolmice z bodu Q, resp. T, na stranu AD, resp. CD
(pozri obr. 39). Potom zrejme |<¢ LTR| = |<¢ KQP)| a pra-
vouhlé trojuholniky PKQ a RLT si podobné. Vieme, Ze
plati:

Z toho vsak vyplyva, Ze

3 3 3
ILT| = 1/3— IKQ| =M§ |AB| = l/_;;

Znamend to teda, Ze taZisko T kaZdého rovnostranného
trojuholnika uvaZovanych vlastnosti leZzi vo vzdialenosti

3
y3— od strany CD do vnitra $tvorca ABCD. Z vyssie uve-
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denej symetrie preto vyplyva, Ze taZiskd T v3etkych rovno-
strannych trojuholnikov s vrcholmi na stranich S$tvorca
ABCD lezia na stranich Stvorca A1B1CiD; rovnofahlého
so §tvorcom ABCD v rovnolahlosti (homotetii) so stredom S

. . 3 1 ) 1
a s koeficientom rovnolahlosti & = (—3— -5z =
1 o

= (23 — 3) (obr. 40).

\/! /

DA G
A s \
¢

P / e

S ——— 1

A B
Obr. 40

Zostdva ndm eSte ukdzaf, Ze kaZdy bod T hranice Stvorca
A;B:C1D; mé poZadovani vlastnost, tj. existuje rovnostranny
trojuholnik PQR s vrcholmi na strandch S$tvorca 4ABCD
a s taziskom v bode 7. Vzhladom na symetriu zrejme stadi,
ak dbkaz urobime pre body dse¢ky ToBi. Z predchddzajicej
Casti rieSenia vieme, Ze pre bod T je takym trojuholnikom
trojuholnik PoQoRo so stranou 1. Nech T # Ty je Iubo-
volny bod usetky ToBi. Polpriamka V(T pretina stranu CD
$tvorca ABCD v bode R. Kolmica k priamke VR v bode Vo
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pretina stranu AD $tvorca ABCD v bode P a stranu BC
v bode Q. Trojuholnik PQOR je uZ rovnostrannym tro;uhol-
nikom s faZiskom v bode T.

Jetotiz | <L RoVoR| = | X TVoTo| = | <L LTR,|kde TL|[VoRo
(obr. 40), z &oho vyplyva, Ze pravouhlé trojuholniky VoR¢R,
VoToT, TLR st podobné. PretoZe |VoTo|:|ToRo| =1:2,
bude tiez |VoT|:|TR| =1:2. Dalej plati: |<C PVoPo| =
= |<x QoVoQ| = |<X POK|, kde QK|/AB. Preto si podobné
tiez pravouhlé trojuholniky PoVoP, QoVoQ a PQK. KedZe
|PoVo| = |QoVo|, bude tiez |PVy| = |VoQ|. Preto pravo-
uhlé trojuholniky RVoP, RV,Q st zhodné. Z toho vyplyva,
Zze RVy je taznica trojuholnika POR a T je jeho taZisko.
Kedze plati |RVy| : |PVo| = |RoVo|: |PoVo|, su tiez pravo-
uhlé trojuholniky RV,P a RoVoPo podobné, o znamend, Ze
|t PRV| = | PoRoVo| = 30°a [ RPVy| = | RoPoVo| =
= 60°. Trojuholnik PQR je teda rovnostranny, ako sme
chceli dokdzat.

Zdver: MnozZinou M tazZisk vSetkych rovnostrannych
trojuholnikov, ktorych vSetky tri vrcholy leZia na strandch
daného $tvorca ABCD, je hranica §tvorca A1B;1Ci1D; rovno-
Iahlého so $tvorcom ABCD v rovnolahlosti so stredom S

1 —
a koeficientom rovnolahlosti 3 (23 —3).
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ULOHY III. KOLA

A-IlE-1

Nech n=1 je dané prirodzené Cislo. Uvazujme o viet-
kych m-ticiach takych realnych ¢&isel x4, 1 =1, 2, ..., m,
pre ktoré plati:

n
> sin?x; = k&, O
i=1

kde 0 § k = n je dané redlne ¢&islo. Urlte, akd najva&siu

hodnotu nadobuda vyraz

n
=|> sin 2x; |.

i=1

RieSenie. Podla znimej Cauchyho nerovnosti plati

i=1 =1 i=1

(1% sinzaéi) (}_ cos2x¢) % sin x; COs xi)2 2)

Ak plati (1), potom

n n n n
2 cos2x; = > (1 — sin2x;) Z Z in?x; =n — k,
i=1 i=1 i=1 i=1

z &oho po dosadeni do Tavej strany (2) a jednoduchej tGprave
méme
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n 2
4k (n — k) = ( sin 2xi) 5
i=1

=

odkial

n
s = l > sin 2x;

i=1

< 2k(n — k). 3)

&
Ak zvolime x;prei =1,2, ...,ntak, Ze sin x; =V——- <1,

n
T n—k
0 x < —, je cos x; =
2 n

Vzhladom na (3) je teda tito hodnota za danych podmienok
maximdlna.

a s = 2|kn — k).

A-ll1-2

V rovine je dany trojuholnik ABC. Dokdzte, Ze pre kazdy
bod P vnitra strany AB tohto trojuholnika plati:

|PC|.|4B| < |PA|.|BC| + |PB|.|AC|,

kde |XY| znamend vzdialenost bodov X a Y.

RieSenie. Nech bod P je Iubovolny pevny bod vniitra
strany AB trojuholnika ABC (obr. 41). Vo vaitri strany AC
zostrojime bod A’ a vo vnutri strany BC bod B’ tak, aby
platilo PA’/|[BC, PB'[|/AC. Z trojuholnikovej nerovnosti

vyplyva
|PC| < |P4’| + |A'C| = |PA4'| + |PB'|. (1)

116



Obr. 41

Z podobnosti trojuholnikov APA’, ABC, PBB’ dostaneme

, P4l , _IPB]
IPA'| = 51 1BCL [PB| = o 14C),

z &oho po dosadeni do (1) dostaneme

|PA| [PB

|PC| <|AB[ |BC| + IAB!

14Cl. 2
Vyndsobenim nerovnosti (2) kladnym &islom |4B| uZ dostd-
vame nerovnost, ktorej spravnost bolo treba dokdzat.

Iné rieSenie. Zavedme v rovine pravouhli stradnicovia
ststavu a ozname d, b, ¢, p v uvedenom poradi polohové

vektory bodov 4, B, C, P. Oznatme dalej |v| dizku vektora v.
Zrejme plati:

p=({1—1t)a+ th,
kde redlne ¢islo 0 << 7 << 1 vyhovuje vztahom

p — al ip — bl
t=lb—_;7|, l—tz}—b—_a—l. ‘ (3)
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Pouzitim trojuholnikovej nerovnosti vzhlfadom na (3) po-
stupne dostaneme:

|IPCl=|c —p| =ltc + (1 —t)c —th — (1 — t)a| =
=|(1—t)(c—a) + t(c —b) <
< (—208lc—al+tlc—b|l =
Ip — a p—
=£t—lc—b II;%—*IC—G[:
lAl |PB|

= 25 BCI + 57 14C1

z Coho uZ priamo vyplyva dokazované tvrdenie. Ostrd ne-
rovnost v trojuholnikovej nerovnosti plati preto, lebo vektory
C — a, ¢ — b st linedrne nezdvislé.

A-lI1-3

Polia $achovnice 8x8 tvoria 3tvorce so stranou dizky
3 cm. Na $achovnicu polozime obdi#nikovy pruZok papiera
s rozmermi 6 cm a 3 cm. Budeme hovorit, Ze prizok sa
prekryva s polom Sachovnice, ak md s nim spolo¢ny aspoii
jeden vnitorny bod. Zistite, aky je najvialsi pocet Ciernych
poli, s ktorymi sa méze dany obdiZnikovy priZok papiera
prekryvat.

RiesSenie. Kvoli zjednoduSeniu zvolime useCku velkosti
3 cm za novd jednotku diZky. Potom je kazdé pole Sachovnice
$tvorec so stranou 1 a na $achovnicu kladieme obdiZnik so
stranami 2 a 1.

Najskor ukiZeme, Ze nie je mozné ndjst taki polohu
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obdiznika, aby sa prekryval so siedmimi poliami $achovnice.
Predovietkym si uvedomime, %e obdi#nik sa neméd%e prekry-
vat sti¢asne so Styrmi poliami oznalenymi I na obr. 42.

/R
—K V4 ’// /},'/
Obr. 42

V opa¢nom pripade by musel totiZ obsahovat aspoii jeden
vnitorny bod kazdého z poli oznacenych I, a teda aj cely
konvexny obal tychto bodov. Vo vmitri konvexného obalu
viak leZi zrejme celé pole oznacené II, ¢o je §tvorec so stra-
nou 1. Tento by viak mal leZat vo vnitri obdiZnika rozme-
rov 2 X1, ¢o je spor.
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- Najdlh%ou tsetkou daného obdiZnika je zrejme jeho uhlo-
prietka, ktorej vefkost je /5 < 3. Z toho vyplyva, Ze dany
obdiznik méze mat neprizdny prienik najviac so Styrmi
riadkami a najviac so Styrmi stipcami 3achovnice. Bude
teda uréite vidy leZat v nejakej &asti Sachovnice s rozmermi
4 x4 polia (obr. 43). V tejto Casti je prave 8 Ciernych poli,
ktoré oznatime symbolmi I a II. Zo Styroch poli oznate-
nych I sa viak podla vys$ie uvedeného obdiZnik prekryva
najviac s troma a analogicky sa dokiZe, Ze i z poli oznale-
nych IT sa méZe prekryvat najviac s troma. Z toho vyplyva,
e dany obdiznik sa méze prekryvat najviac so 6 iernymi
poliami.

Teraz ukdZeme, Ze skutolne existuje takd poloha obdiznika,
pri ktorej sa prekryva so 6 Ciernymi poliami Sachovnice.
Stali ho polozZit tak, ako je to zndzornené na obr. 44: jeho

374

A
N,
2| A4

a b ¢ d

WS

Obr. 44

stred S lezi v bode dotyku poli 42, ¢3 a jeho strany zvieraji
so stranami Sachovnice uhol 45°. Ak pouZijeme oznalenie
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2

akona obr. 45,je |BS| =1 > - = |ES], |BC| = |AB| =

— 1
= |AS| — |BS| =}2 — 1, |BD| = - > |BC]|. Preto obsa-

2
A D
N g/{ ]
3 B)\ [
fx\E\iS
AN
(NN
b “c
Obr. 45

huje tsec¢ka BD vnttorny bod pola b4. Zo sumernosti ob-
diznika podla stredu S i podla osi 4S viak vyplyva, Ze
obdlZnik m4 spolo¢né vniitorné body tieZ s poliami a3, c1 a d2
a samozrejme aj s poliami b2 a ¢3.

PodIa rieSenia 7. Sgalla, 4. tr.
gymn. W. Piecka, Praha

A-lil1-4

Nech #n = 2 je dané prirodzené &islo a ag, a1, ..., @y SU
za sebou nasledujice ¢leny aritmetickej postupnosti. Potom
plati:
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éo(—l)k ( :) ax = 0. , )

Dokazte.

RieSenie. Pre kazdé k2(0 = k2 < n) zrejme plati ax =
=ap + kd, kde d je diferencia danej aritmetickej postup-
nosti. Ozna¢me L lavid stranu rovnosti (1). Je teda

o[ (6= ()« (3) e ()] -
A= ()2 (5) - () e ()]

Vyraz v prvej hranatej zdtvorke je vSak podfa binomickej
vety n-tou mocninou dvojélena 1 — 1 a tak sa pre n= 2
zrejme rovnd nule. V druhej hranatej zdtvorke sd scitance
tvaru

n n!
0 ) = 0 e =

(n —1)! n—1
= etk —nr — U (k — 1)’

k=1, 2, ..., n. Suilet v tejto zdtvorke sa teda rovnd
—n(l — 1)»1 =0. Oba s¢itance v L st teda rovné nule,
&im je spravnost rovnosti (1) dokdzand.
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A-I1ll-5

Uréte vietky dvojice (x, y) prirodzenych &isel, pre ktoré
plati

_x__vé'

y

1
<F. 1)

 RieSenie. Najskor dokdZeme, Ze pre kazdé rieSenie (x, y)
danej nerovnice (x, y prirodzené) je y << 3. Ak totiZ vynd-

x _
sobime dani nerovnost kladnym &islom y2 (; + VZ),dos-

taneme
1 x —
2 902 — — [—
[x2 — 292 < 5 (y + ]/2) 2

Vzhladom na iraciondlnost &isla VE nie je %2 —2y2 =0.
Je teda |x% — 292| =1 a vzhladom na to z (2) vyplyva

1< (x 1/5) ©)
<—|=+ .
y\y
Zo vatahu|— — |2 L 3ak vypl Z 12 L
o vztahu — < vsa yva, Ze < + =,
y y3 PV, 2y = Ve T 3

1 /1 —
z ¢oho vzhfadom na (3) mdme 1 < n (ﬁ + 2J/2 ) Pre
y = 3 jeviak
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s 1
—(-+2 2 —(2—7+ 284)

o je spor.
Stali teda vySetrovat pripady y =1 a y =2, o vedie
k rieSeniu nerovnic

_ = 1
lx—)2l <1, |x—2]/2|<7.

Prvd z nich md prdve dve rieSenia: x = 1, x = 2, a druhd
jediné rieSenie: x = 3.

Vsetky rieSenia v obore prirodzenych ¢&isel nerovnice (1)
teda su: (1, 1), (2, 1) a (3, 2).

A-l1l1-6

Je dand kruZnica k& = (S; r). Nech M je mnoZina vSetkych
takych trojuholnikov s vpisanou kruZnicou k, ktorych naj-
valdsi uhol sa rovnd dvojndsobku najmensicho uhla. Néjdite
mnoZinu vSetkych bodov, ktord vyplnia druhé od bodu S
najvzdialenejsie vrcholy vSetkych trojuholnikov z mnoZiny M.

RieSenie. Nech T je Iubovolny trojuholnik z mnoZiny M
a == =y su velkosti jeho vndtornych uhlov. Plati teda
« = 2y. Druhy od S najvzdialenejsi vrchol trojuholnika T
je vrchol odpovedajici uhlu f a jeho vzdialenost od S bude

7/ sin —g (obr. 46). Zrejme je
o+t B+y=F+3y=m a y=p=2.
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Obr. 46

Z toho vyplyva, Z¢ musi platit

2%
5 1)

IA
IA

T
4

B

Nech teraz f je uhol vyhovujici podmienke (1). Potom
2 1
@= 7 (®—B)sy= ?(T: — B) vyhovuji rovnostiam o +

+ B + y =, « = 2y a nerovnostiam « = f = y. To zna-
mend, Ze trojuholnik 7' s vnutornymi uhlami «, S, y, ktory
patri do mnozZiny M, existuje.
Hladanou mnoZinou bodov je preto uzavreté medzikruZie
™

¥
ohrani¢ené kruZnicami &; = (S, r/sin -5—),k2 e (S, r/sin 5 )
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