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Kategéria Z

ULOHY 1. KOLA

Z-1-1

Nijdite vietky pitciferné &isla delitelné Cislom 84, ktoré
maja tato vlastnost: Prvé tri Cislice tvoria &islo, ktoré je
trikrdt vac3ie ako Cislo zo zostavajucich dvoch &islic. Poradie
Lislic je pritom rovnaké ako v pitcifernom disle.

RieSenie. Oznalme x dvojciferné &islo tvorené poslednym
dvojtislim hladaného pitciferného &isla, y trojciferné ¢islo
tvorené jeho prvymi troma ciframi; potom hladané pitci-
ferné &islo n je rovné 100y + x. Podla zadania tlohy ma
platit y = 3x, tedy n = 300x + x = 30lx = 7.43.x. Kedze
84 deli 7.43x vtedy a len vtedy, ked 12 deli 43x, preto
nutne x sa rovind jednému z Cisel 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84,
96. Kedze pre 12 a 24 &islo 3x nie je trojciferné &islo, tak
ostava tychto 6 rieSeni pre n:

10836, 14448, 18060, 21672, 25284, 28 896.

Z-1-2
Pre ktoré prvolislo p je ¢islo 2p + 1 trefou mocninou
nejakého prirodzeného &isla?

RieSenie. PoloZzme 2p |+ 1 = m3, kde m je prirodzené
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Cislo a p prvocislo. 2p + 1 je vidy nepéarne cislo, preto nutne
m? teda aj m je neparne. Zrejme 2p = m® — 1 a odtial po
rozklade pravej strany méme

2p =(m — 1)(m% + m + 1). (D)

PretoZe m je neparne, mozno ho vyjadrit v tvare m = 2k + 1,
kde & > 0 je prirodzené Cislo. Po dosadeni do rovnosti (1)
méame

20 =2k(AR2 + 4k + 1+ 2k +1 +1)
a odtial
= k(4R + 6k + 3).

Pretoze prvolislo moze byt delitelné len Cislom 1 a sebou
ssmym,nutne 2k =lap =4+ 6 + 3 = 13.

Teda len pre p = 13 je 2p + 1 tretou mocninou prirodze-
ného &isla, 2.13 + 1 = 27 = 33,

Z-1-3

Na linke elektricky je Cas jazdy medzi konednymi stani-
cami 45 minut. Na obidvoch kone¢nych staniciach cakaja
elektricky 5 minat. Pridanim piatich elektri¢iek na linku sa
interval medzi elektrickami zniZil o jednu minutu. Kolko
suprav jazdi teraz na linke a v akom intervale? (DIZka inter-
valu vy¢islend v minttach je prirodzené ¢islo.)

RieSenie. Jedna clektricka prejde celd trat tam i spit za
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100 minat. Pred zmenou jazdi x vlakov s intervalom y
minat. Po zmene jazdi x + 5 vlakov s intervalom y — 1
minat. Polet intervalov nisobeny dizkou intervalu diva
vzdy Cas, potrebny k prejdeniu celej trati.

x.y = 100
(x +5).(y —1) =100

Riefenim stGstavy rovnic: ¥ = 20,y = 5.
Po trati jazdi 25 sGprav s intervalom 4 minuty.

Z-1-4

Je dany rovnoramenny trojuholnik ABC, d(AC) = d(BC).
Na prediZeni strany CB za bod B zvolte bod D tak, aby
d(BD) = d(AB). Priesetniky osi uhlov BAC a BAD s uset-
kou CD oznalte E a F. Ak velkost mid uhol EAF, ak
v(<CAB) = u?

Obr. 1
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Riegenie (obr. 1). Polpriamka AE je osou uhla «, preto

1
o(<LEAB) = 5 % Trojuholnik ABC je rovnoramenny, preto

a = 3. Uhol ABD je susedny k uhlu ABC, preto z(<tABD) =
= 180° — «. Trojuholnik 4BD je rovnoramenny, d(AB) =
180° — (180° — o) =
= d(BD). Potom v(</BAD) = 2 =5 Po-
1

lopriamka AF je osou uhla BAD, preto o(<{BAF) = 2"

1
Sucet uhlov EAB a FAB je > 1 «. Pre uhol «
v rovnoramennom trojuholniku ABC plat « << 90°. Potom

%4 o=
‘x

3
musi platit pre stcet uhlov EAB a FAB ik < 67°30'.

Uhol EAF zostrojeny vy3iie popisanym spdscbom je pre
kazdy rovnoramenny trojuholnik ABC vzdy mens$ iako 67,5°.

Z-1-5

Je dany $tvorec KLMN s dizkou strany 6 cm. Zostrojte
trojuholnik ABC, ktory ma4 tieto $tyri vlastnosti:

1. vrchol 4 lezi na priamke KL,

2. vrchol C lezi na priamke KN,

3. bod M ma od kazdého z bodov A a C vzdialenost

7 cm,

4. d(AB) :d(BC):d(CA) =15:2:1.
Kolko rieSeni mé tloha?

RieSenie. Zostrojime kruznici & = (M, 7 cm) (obr. 2).
Jej priese¢niky s KL oznatime A, A" a jej prieseniky s KN
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Obr. 2

oznatime C, C’. Kazd4 z dvojic bodov 4, C; 4, C'; A, C;
A’, C’; predstavuje vidy dva vrcholy zostrojeného trojuhol-
nika.

Uvazujme dvojicu 4, C. Potom bod B je prieselnikom
kruZnic k4 = (4; 1,5.4C) a k¢ = (C; 2. AC). Obdobne je
tomu v pripade dvojic 4, C’; A’, C; 4’, C".

Uloha mé celkom 8 rieeni.
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Z-1-%

Je dany rovnostranny trojuholnik ABV, d(4AB) =8 cm.
Zostrojte obdiznik ABCD, ktorého strana CD prechidza
stredom K tGsetky AV. Dalej zostrojte v polrovine s hranié-
nou priamkou CD a vnltornym bodom A rovnostranny
trojuholnik CDU. Vypotitajte obsah tych casti obdlZnika
ABCD, ktoré lezia mimo trojuholnika ABV 1 trojuholniks
CDU.

RieSenie. Priesetniky priamok AV a DU, BV a CU
ozna¢me (obr. 3), po rade £ a F. Zvonku obidvoch uvazova-
nych trojuholnikov leZia v obdIZniku len trojuholniky ADE
a BCF. V obidvech tychto trojuholnikoch maji uhly pri
stranich 4D a CB velkost 30°. Strany 4D a CB su proti-
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Obr. 3
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Tahlé strany obdiznika ABCD. Teda trojuholniky ADE
a BCF su podla vety usu zhodné rovnoramenné trojuhol-
niky. Sta&i vypocitat obsah jedného z nich.

Oznatme L priesenik priamok BV a DC. Z konstrukcie
obdiznika ABCD vyplyva, ¢ KL je stredni priecka troj-
uholnika ABV, takie d(KL) =4. Z osovej sumernosti
obdiznika ABCD a trojuholnika ABV podla osi UV vyplyva,
ze d(DK) = 2. Trojuholnik DKE mé pri strane DK uhly
o velkosti 60°, a preto je rovnostranny. Teda ADE je rovno-
ramenny trojuholnik o ramenich dizky 2 a uhloch pri 24-
kladni o velkosti 30°, takZe m4d ten isty obsah ako rovno-
stranny trojuholnik o strane dIZky 2. Obsah A\ AED je teda

1 —

pP= 3.2.]/5 =13 cm?.

Celkovy obsah &asti obdiznika ABCD, ktoré lezia zvonku
AABV i /A CBU je 2|3 cm?.

ULOHY II. KOLA

Z-11-1

Pred dvojciferné Cislo napiSeme to isté Cislo, aviak s opac-
nym poradim cifier. Dostaneme $tvorciferné &islo, ktoré je
delitelné ¢islom 21. Urlte dvojciferné &islo.

RieSenie. Oznalme a cifru na mieste desiatok a & polet
jednotiek zvoleného dvojciferného &isla. Podla podmienok
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tlohy ma byt &slo 100 (106 + a) + 10a + b = 10016 +
+ 110a delitelné &islom 21, teda siedmymi a tromi. PretoZe
1001 je delitelné siedmymi, musi byt siedmymi deliteIné
Uslo a, teda a = 7. Cislo 10015 + 770 sa rovna 3 (333b +
+ 256) + 2(b + 1) a je deliteIné tromi prave vtedy, ked
je &islo & + 1 deliteIné tromi. Jedinym rieSenim st &isla
72, 75, 78.

Z-It-2

Néjdite vietky prvodisla p pre ktoré je &islo p + 4 dru-
hou mocninou prirodzeného disla.

RieSenie. Ak je p+4=4a% je p = (a—2)(a + 2).
PretoZe je p prvotislo, musi byfa —2 =1,p = a + 2 = 5.
To je jediné riesenie.

Z-11-3

V trojuholniku 4ABC je S stred strany 4B a P pita vyiky
na priamku AB. Dalej je d(CS) = 5, d(CP) = 4 a d(AP):
1 d(BP) = 2. Vypotitajte velkost strany AB.

C
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RieSenie. (obr. 4a, b). Podla Pytagorovej vety je d(SP) =
= 3. Ak oznatime d(AS) = x, je d(AP) = x + 3, d(BP) =
=x—3 lebo dBP)=3—x. Z podmienky d(AP):
:d(BP) = 2, potom vyplyva v prvom pripade x = 9, v dru-
hom x = 1. Potom je d(AB) = 18 alebo d(AB) = 2.

Z-11-4

Auto ide z miesta A do miesta B priemernou rychlostou
70 km/h, naspidt priemernou rychlostou 50 km/h. Keby
iflo tam i spit priemernou rychlostou 60 km/h, trvala by
celd jazda o 8 minGt menej. Ak4 je vzdialenost miest A a B?

RieSenie. Ak oznatime hladant vzdialenost s (v km),
mé podla podmienock Glohy platit

s s 2s 8 dtial 0k
20T 50 =60 T 6o 0dUia s = 140 km.

ULOHY III. KOLA V SR
(Glohy pripravil KV MO - Severotesky kraj)

Z-1I-1

Aké musia byt Cislice x, y, ak pitciferné &islo 4x01y je
deliteIné pitndstimi? N4jdite v3etky rieSenia tlchy a ziska-
né {isla vypiste.

RieSenie. Cislica y mbZe byt 0 alebo 5 a &islica x Tubo-
volné &islo z mnoziny {0, 1, ..., 8, 9}, ktoré doplnia ciferny
sulet tak, aby bol deliteIny tromi. Teda ak
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y=0,tak 5+ x=3kkcNaxec{l, 47}
y=5tk10 + x =3k kcNaxec{2,5,8}.

Hladané pitciferné &isla, ktoré vyhovuji pedmienkam alohy,
st
41010, 42015, 44010, 45015, 47010, 48 015.

Z-1i1-2

Existuje pitica po sebe nasledujicich nepirnych &isel, aby
stidet ich $tvorcov bolo prvodislo ?

RieSenie. Neexistuje. Cislica nultého ridu sGétu Stvor-
cov Tubovolnej pitice po sebe nasledujicich nepirnych &i-
sel [k — 1)2 + 2k + 12 + (2% + 3)* + (2% + 52 +
+ 2k + 72, ke Z] je vzdy Cislo pit.

Z-1i-3

Je dany pravidelny Sestuholnik ABCDEF o strane g =
= 2 cm. Urlte obsah obrazca, ktory je zjednotenim troj-
uholnikov ACE a BDF.

RieSenie. Najprv vypolitame cobsah rovnoramenného
2.x 13
trojuholnika (obr. 5) Pypc = ke x, kde x = 3 Po-
tom obsah obrazca P = Pg — 6.Pipg = 6.],/3 — 6. g =
=4 ]/5 cm?2.
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Z-1-4

Koléna dut mala dorazit do mesta nejneskér o 11.00 ho-
dine. Keby iila priemernou rychlostou 30 km/h, prigla by
do mesta uz o 10.00 hodine. Keby isla priemernou rych-
lostou 20 km/h, dorazila by a% o 12.00 hodine. Akou prie-
mernou rychlostou musi koléna ist a aka vzdialenost méa
prekonat ?

RieSenie. Navod: Z podmienok tlohy dostivame rovnice
s=30c (1), s=20t+2) (2), s=2(zt+1) 3). Z (1)
a (2) mdme 307 = 20(z + 2), odkial 7z = 4. Potom z (1)
a (3) vyplyva s = 120, » = 24. Koléna musi prejst 120 km
najviac za 5 hodin. Musi teda ist rychlostou aspori 24 km/h.

53



ULOHY III. KOLA V SSR
(Glohy pripravil KV MO - Bratislava)

Z-11-1

Deokizte, Zze pre kazdy konvexny pituholnik plati: stlet
velkosti uhloprietok (vietkych) je vidsi ako stcet vietkych
jeho stran.

RiesSenie. Pri oznaleni podla obr. 6 zrejme plati:
ay + a2 > a, b1+b2>b, c1 + ¢z > ¢, d1+d-3>d,
er + ex > e; dalej plati: uy > a1 + b2, ..., us > e + aa.
Stitanim uvedenych nerovnosti dostaneme pozadované tvr-
denie.
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Z-1-2

a) Ak napiSeme IubovoIné 3-ciferné Cislo 4-krit za se-
bou, tak vysledné 12-ciferné &islo bude delitelné 4-cifernym
¢islom 9 901. Dokazte!

b) Néjdite dalsie (najlepsie vSetky) 4-ciferné &isla, ktoré
maja rovnak vlastnost, ako ¢islo 9 901.

RieSenie. a) Nech a je trojciferné &islo, potom prisluiné
12-ciferné ¢islo je (1 001 001 001).a, tento sucin je delitelny
¢islom 9 901, pretoze ¢initel 1001 001 001 je delitelny tymto
Cislom. MoZno sa o tom presved¢it vydelenim alebo roz-
kladom.

b) Plati: 1001001001 = 7.11.13.101.9901. Vlastnost
z a) ma kazdy delitel &isla 1 001 001 001. Stvorciferné deli-
tele sG: 1001 = 7.11.13,7777 = 7.11.101, 9 191 = 7.13.
2101, 1111 = 11.101, 1 313 = 13.101.

Z-1-3

Narysujte [ubovolny trojuholnik ABC. Vo vnatri strany
AC zostrojte bod X, vo vnatri strany BC zostrojte bod Y
tak, aby platilo:

d(AX) = d(XY), <> XY ||« 4B
a dokazte spravnost konstrukcie.
RieSenie. Konstrukcia ulohy je zrejmé z obr. 7, ak si
uvedomime, Ze priamka AY je osou uhla BAC. Uloha mi

jediné rielenie.
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Z-1l1-4

Vlado a Peter sa vydali na tiru z miesta A do miesta B
a spit. Vlado igiel rychlejsie ako Peter a ked sa vracal, stretol
Petra. Peter mal prejst do miesta B eSte 2 km. Peter sa
rozhodol, Ze ho musi dobehnut. Zvysil rychlost chdédze na
dvojnédsobok. Vlado uZ nevlddal, preto zvySok cesty do A
presiel polovi¢nou rychlostou. Do miesta A sa obaja vrétili
zéroven. Vypotitajte vzdialenost miest A a B.

RieSenie. Oznalme x vzdialenost miest AB v km, o
rychlost Vlada, »2 rychlost Petra (oznaenie pre vychodis-
kové rychlosti). Podmienka, Ze obaja turisti dorazili do ciela
naraz, sa dé zapisat v tvare:

x+2 x—2 x—-2 x+2

1 + 1/2 21 - T2 + 2“02

odkial dostaneme v; = 2.vo.
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Cas, ktory uplynul od zadiatku tiry po prvé stretnutie
turistov bol rovnaky, z ¢oho moZno zapisat dal$iu rovnicu:

x+2 x—-2

1 2
Z oboch rovnic dostdvame:
x+2=2.(x—2)

Teda x = 6.
Vzdialenost miest AB je 6 km.
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