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Kategorie C

ULOHY DOMACI CASTI 1. KOLA

Cc-1-1

Najdéte vSechny uspofddané trojice kladnych reilnych
&isel a, b, ¢, pro které plati

1 2 3
— =12

a+ 26 + 3¢ + — + 5 +
a ¢

1
Reseni. Pro kazdé kladné &islo u plati nerovnost # - i =2,
pii¢emz znaménko rovnosti plati jen v piipadé # = 1. Pro
kazdou trojici kladnych &isel a, b, ¢ proto plati
1 , 1 X 1y
a+;+2 b +Z§‘ +31c +g =12,
pii¢emz znaménko rovnosti plati pravé tehdy, je-li @ = b =
= ¢ = 1. To je jedina trojice, kterd vyhovuje rovnici Glohy.

C-1-2

Osy vnitfnich Ghld konvexniho &tyfthelniku prochazeji
jednim bodem nebo omezuji &tyfahelnik, jemuz lze opsat
kruznici. Dokazte.
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ReSeni. Osy vnitinich ahla &tyfGhelniku ABCD  pii
vrcholech 4, B nemohou byt rovnobézné, oznalme jejich
pruseCik R. Bod R je stfedem kruZnice, kterd se dotyki
strany AB &tyithelniku a také poloptimek AD a BC. Je-li
CD také tenou této kruznice k, prochdzeji vSechny osy
vnitfnich Ghla &tyfahelniku ABCD bodem R. Dil budeme
predpokléddat, Ze pfimka CD neni tefnou kruznice %2. Na
poloptimkich BC a AD zvolime body C” a D" tak, aby
tyfthelnik ABC’D” byl kruZnici £ opsén a aby C'D’||{CD
(obr. 8). Osy vnitinich uhla ¢tyiahelniku ABC'D” se pro-
tinaji v bod& R, osy vnitfnich thla &tyftuhelniku ABCD pii
vrcholech C, D se protinaji v bod& P, pro ktery plati CP||C'R,
DP||D’R. Ptimky BC, AD, RP prochéazeji bud jednim bo-
dem, nebo jsou spolu rovnob&zné. Proto jsou body R, P
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protéj§imi vrcholy (tyfGhelniku PURV omezeného osami
vnitfnich @hla ¢tyfGhelniku ABCD. Plati |<CUPV| =

A + (5
— |<D'RC’| = 180°— - ~— |XURV| = |54RB| =
%+ p . e
= 180° — 2 kde jsme =, f, », 6 oznatili velikosti

vnitinich @hla &tyfdhelniku ABCD pii vrcholech A4, B,
C, D. Protoze « + f# +y + 6 = 360° je soulet velikosti
uhld UPV a URV roven 180°. Podle véty o obvodovém
a stiedovém uhlu lze ¢tyiuhelniku PURV opsat kruznici,
coz jsme méli dokdzat.

C-1-3

Urcete vSechna prirozena Cisla # (200 > n > 3) s touto
vlastnosti: Posledni dvoj&isli dekadického zépisu &isla (n+1)2
se li§i od posledniho dvojcisli dekadického zdpisu cisla 7?2
nejvyse poradim cifer.

Reseni. Kdyby ¢&isla (n + 1)? a n2 kontila stejnym dvoj-
(islim, byl by jejich rozdil délitelny c&islem 100, avsak
(n+ 12 —n? =2n + 1 je vzdy ¢&islo liché a tedy neni déli-
telné &islem 100. Ma-li tedy byt pfirozené Cislo n FeSenim
nasi vlohy, musi se &isla (n + 1)2 a #»2 liit na poslednich
dvou mistech pofadim cifer. Do ndsledujici tabulky si napi-
Seme do sloupcu vSechny moZnosti pro posledni Cislici
Gselmym + 1, n2, (n + 1)%:
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| 001 2 3 45 6 7 8 9
| nt+1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
5712 io 1 4 9 6 5 6 9 4 1
?(71—}—1)2 't 4 9 6 5 6 9 4 1 0
| |

Kongi-li napfiklad Cislo n2 &islici 4 a &islo (n + 1)2 Cislici 9,
a maji-li se tato dvé &isla lidit na poslednich dvou mistech
pofadim cifer, musi n? kontit dvoj¢islim 94 a ¢&islo (n + 1)2
dvojcislim 49. Vy$e uvedenou tabulku muzZeme tedy doplnit
tabulkou posledniho dvoj¢isli ¢isel n2 a (n + 1) (pfedpoklida-
me-li, Ze n vyhovuje podmince Glohy):

/

10 41 94 69 56 65 96 49 14 01

01 14 49 96 65 56 69 94 41 10

‘ (n + 1)2
I

|
i n2
i

|
|

Je-li druh4d mocnina pfirozeného ¢&isla n d&litelnd deseti, je
Cislo n délitelné deseti, pak je vSak Cislo n2 délitelné stem
a nemuze kondit dvojcislim 10. To znamend, Ze v posledni
tabulce nemuZe nastat situace vyjadfend v prvnim sloupci,
stejné tak pro posledni sloupec. Konéi-li &slo n? &slici 5,
musi konéit ¢islici 5 1 &islo »n, pak vSak kondéi &islo n2 dvoj-
tislim 25. To znamend, Ze nemuzZe platit obsah 5. a 6. sloup-
ce. Konetné kondi-li ¢islo »? ¢islici 4, musi ¢islo # konéit
Cislici 2 nebo 8, pak je viak v ¢isle #»2 na misté desitek &islo
sudé. Proto Zidnd druhd mocnina pfirozeného &isla nemiiZe
kontit dvojlislim 94 nebo 14. Zbyvaji tedy jen dvé moZnosti,
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bud &islo 72 kondi dvojéislim 69 a &islo (r + 1)2 dvojcislim 96,
nebo obrdcené. V prvnim pripadé konéi &islo n Cislici 3, na
misté desitek pak musi byt cifra 1 nebo 6. V druhém piipadé
musi ¢islo # koncit dvojéislim 36 nebo 86. Protoze n << 200,
muze n nabyt pouze hodnot 13, 63, 113, 163 a 36, 86, 136,
186. Zkouskou se piesvéd¢ime, Ze viechny tyto hodnoty
vyhovuji.

C-i-4

Je déna krychle ABCDA’B’C’D’ o hrané délky a. Kulova
plocha protiné sténu BCC” v kruznicivepsané ¢tverci BCC’B’
a prochazi

a) bodem A4,

b) stfedem Usetky AB.

V obou pifipadech urlete stied a polomér kulové plochy.

a ’

D o
]
I
i

, i
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4
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D r : C
K
A B Obr. 9
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ReSeni. Stfed S dané kulové plochy lezi na kolmici
vedené stiedem O &tverce BCC'B’ k jeho roving, tedy na
spojnici stieda O, O ¢tverca BCC'B” a ADD’A’, presnéji
na polopfimce OO’. Oznalme x = |OS| a » hledany polo-
mér. Stied S bude vypoltenou velikosti x jednoznaln?
uréen (obr. 9). V piipadé a) vypolteme x a r ze vztahl
mezi stranami pravouhlych trojuhelnika SA0” a SOK, kde
K je stied strany BC. Podle Pythagorovy véty je

3

a —\2 a
e (2)rmne(3)

5 a_ —
odkud plyne x = b=y J/41. V piipadé b) nu'rradime

trojthelnik SAO’ trojahelnikem SLM, kde L je stfed hrany
a

AB a M stied krychle. Vyjde pak x = P coZ znamend, Ze

bod S splyvd s bodem M, trojihelnik SLM je vlastné jen

a
tiselkou, a r = 5 J2.

C-I-5

Necht a, b jsou nesoudélna piirozena Cisla. Pak prirozend
dsla x, y, 2, kde x = ala + b), y = b(a + b), =z = ab jsou

1 1
nesoudé€lna a plati — + — = —-. Dokazte.
X y =z

Necht x, ¥, z jsou nesoudélnéd pfirozena ¢isla, pro néz plati

1 1 1
= - }— == Zjistéte, zda pak existuji pfirozena &isla a, &

takovd, Ze x = a (a + b), ¥y = b(a + b), 2 = ab.
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Reseni. Cisla x, y, 2 jsou opravdu nesoudélna, kdyZ jsou
nesoudéind Cisla a, b. V opatném piipadé by nékteré prvo-
Cislo z rozkladu Cisla 2 muselo délit ¢isla x 1 y. DEli-li prvo-
tislo p &islo z, déli bud a nebo b. Necht déli &islo a, pak
ned@li Cislo b, protoZe a, b jsou nesoudélnd. ProtoZe dél
&islo y, musi délit Cislo a + b. Jelikoz déli p &islo a a také
¢islo a + b, musi dglit b, coz je spor. Tim je dokdzdno, Ze

1
Cisla x, ¥, 2z jsou nesoudélnd, vztah " - ; = dokaze-

me prostym dosazenim.

Necht plati obracené pro nesoudélnd pfirozend Cisla x,
y, 2 vztah % - ~317 = Oznalme d nejveétsi spole¢ny délitel
tisel x, . Pak je x = ad, y = bd, &isla a, b jsou nesoudélnd.

o1 1 1 abd )

Dile plati ad + Pyl tedy 2 = et b Protoze a, b
jsou nesoudélnd, jsou nesoudélnd i &isla @, a + b, rovnéz
&isla b, a + b jsou nesoud@lni. Protoze Cislo 2 je pfirozené,
musi &slo a + b délit&islo d, d = k(a + b), & je &islo pfiro-
zené, takZe x = ka(a + b), y = kb(a + b), z = kab. ProtoZe
viak &isla x, ¥, 2 jsou podle pfedpokladu Cisla nesoudélna,
musi byt £ =1 a pak je x = ala + b),y = bla + b), 2 =ab.
Tim jsme zjistili, Ze existuji pfirozend Cisla a, b tak, Ze jsou
splnény podminky druhé &isti Glohy, navic vime, Ze to jsou
¢isla nesoudélng.,

C-1-6

Je ddno ptirozené &islo n, n > 2. Dfevénou krychli o hra-
né délky n natfeme na Cerveno a rozieZeme 3(n — 1) ro-
vinnymi fezy na »® malych krychli¢ek o hran® délky 1.
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a) Kolik malych krychlicek bude mit jednu ervenou
sténu, kolik dvé Cervené stény, kolik tfi Cervené stény?

b) Je mozné z malych krychli¢ek sestavit kvddr o rozmé-
rech 1, 4n — 8, 4n — 8 tak, aby jedna jeho ¢tvercova sténa
o rozmérech 4n — 8, 4n — 8 byla vybarvena jako Sachov-
nice?

Reseni. Krychle md 8 vrchola, krychlicky pti vrcholech
maji obarveny tfi stény. Pravé dvé Cervené natiené stény
budou mit ty krychli¢cky, které jsou umistény pfi hranich
velké krychle, avSak ne pfi vrcholech. Vzhledem k tomu, Ze
krychle ma 12 hran, jejich 12(n — 2). Pravé jednu Cervenou
sténu maji krychli¢ky, které lezi ve velké krychli pii jejich
sténdch, aviak ne pifi hrandch. Je jich 6(n — 2)2. Tim je
vylesena Cast a) tlohy.

Abychom mohli kvadr z Casti b) dlohy slozit tak, aby
jedna jeho velkd ¢tvercova sténa byla vybarvena $achovni-
cové, potfebujeme k tomu (4n — 8)%/2 obarvenych krychli-
¢ek, stejné velky pocet bude neobarvenych. K dispozici
médme 612 — 12n + 8 krychlitek, které maji aspon jednu
sténu Cervené natfenou. Musi tudiZ pro n platit

(4n — 8)2

S =6m =121 48,

tedy (n — 5)2 = 13. Z pfirozenych &isel vétsich nez 2 vyho-
vuji pouze Cisla n = 3, 4, 5, 6, 7, 8. Celkem médme »? krych-
licek, natfenych i nenatienych, potiebujeme jich (4n — 8)2,
pricemz natiené muZeme dit pfipadné i nenatienou sté-
nou do stény Sachovnicové sloZzené. Musi tudiz jesté platit
(4n — 82 = n3. Z vySe uvedenych ¢&isel pak vyhovuji jen
n=3an=4.
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ULOHY SKOLN{ CASTII. KOLA

C-S-1

V rovnoramenném lichobéZniku ABCD prochdzeji osy
vnitfnich Ghld jednim bodem. Vypoltéte soulet a soudin
velikosti jeho zékladen a = |AB|, ¢ = |CD| pomoci veli-
kosti ramene & = |AD| a vy3ky .

ReSeni. Prochézeji-li viechny osy vnitfnich Ghli jednim
bodem (oznatime ho §), Ize lichobéZniku vepsat kruZnici,

v
jez ma stied v bodé § a polomér > Ozna¢me P, Q jeji body
dotyku se zdkladnami, R bod dotyku s ramenem (obr. 10).
Je pak |DR| = |DQ| = PY |AR| = |AP| = tedya +c=

= 2b. MuiZeme pfedpoklédat c < a. Vedme bodem D
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kolmici k prfimce AB, patu ozna¢ime E. Z pravouhlého
trojuhelniku AED plyne

Je déna krychle ABCDA’B’C’D’ o hrané délky a. Kulova
plocha protind rovinu BCC’ v kruznici opsané ¢tverci BCC'B’
a prochédzi sttedem M hrany AA’. Urlete stied a polomér
této kulové plochy.

Reseni. Uloha i postup fefeni je obdobny jako u tlohy

a
C-I-4; pro polomér kulové plochy vyjde r = 8 V41, jeii
stfed S leZi na spojnici stteda K, L ¢tverca BCC'B’, ADD'A4’,

LS ’ KS >
l ’ - Sa’l [ - 8a'

C-S-3a

Cislo n = 123...399400 vzniklo tak, Ze jsme za sebou
zapsali prvnich 400 pfirozenych &isel. Zjistéte, zda je &islo n
druhou mocninou pfirozeného &isla.

Reseni. Jestlize by ¢islo 7 bylo druhou mocninou piro-
zeného &isla p, muselo by &islo p byt délitelné deseti, p = 10gq,
g je &islo prirozené. Cislo ¢ musi konéit takovym dvojé¢islim,
jehoz druhd mocnina kon¢i dvoj¢islim 94. Takové dvojdisli
vSak neexistuje, viz feSeni tlohy C-I-3.
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C-S-3b

Dievény pravidelny &tyiboky hranol H ma podstavnou
hranu délky » a vysku 6n, Cislo n je ptirozené. Hranol natfe-
me Cervené a rozieZeme na krychlicky o hrané délky 1.
Zjistéte, pro kterd n lze z krychli¢ek slepit dutou krychli &K
o hrané délky 2n, jejiz vnéjsi povrch je cely Cerveny.

Reseni. Pro n = 1 zfejmé nelze krychli K slepit, protoze
hranol K je sloZen pouze ze Sesti krychlicek, zatimco pro
slepeni krychle bychom jich potiebovali asport 8. Piedpo-
kladejme, ze n = 2. Hranol H je slozen z 6»% malych krych-
licek, z nich je 8 s tfemi Cervenymi sténami, dédle jest2
8(n — 2) + 4(6n — 2) = 32n — 24 mi dvé Cervené stdny.
Pravé jednu Cervenou sténu ma 2(n — 2)2 + 4(n — 2)-
- (6n — 2) = 26n? — 64n + 24 krychli¢ek. K sestaveni krych-
le K potiebujeme vSech 8 krychli¢ek s tfemi Cervenymi sté-
nami, ddle 12(2n — 2) = 24n — 24 krychli¢ek s dvéma Cerve-
nymi sténami, a konetné 6(2n — 2)? = 24n> — 48n + 24
krychlicek, které maji aspoinl jednu Cervenou sténu. Vidime,
ze krychlicek s dvéma Cervenymi sténami mame dostatek,
ani vSechny nepotiebujeme, 8n jich piebyvd a mlzeme je
pouzit pii slepovani krychle K jako krychlicky s jednou
Cervenou sténou. Téch potiebujeme 24n> — 48n + 24, mi-
me k dispozici 26n? — 64n + 24 + 8n = 26n> — 56n + 24.

Pro n tak mame jedinou podminku

26n2 — 56n 4 24 = 24n> — 48n + 24,
tj. n = 4.
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ULOHY II. KOLA

Cc-u-1

Najdéte viechny uspofadané n-tice (xi, ..., x,) realnych
dsel (n = 2k je Cislo sudé), které spliuji soustavu dvou
rovnic:

X7 + x‘, + ... + x',R 1 = X1X2 + X3Xy 4+ ...+ Xop—1Xok

3 2

5 5 o
x; + x4+ ...+ x5, = X% + X3X4 + ...+ Xop-1Xop.

ReSeni. Seltenim obou rovnic a odeltenim pravé strany
obdrZené rovnice dostaneme rovnici

(x1 — x2)2 + (%3 — x4)2 + ... + (w21 — x05)2 = 0.

Odtud plyne nutné x2 = x1, X3 = X3, ..., Xop = X2%1.
Na druhé strané je ihned vidét, Ze kazdd n-tice Cisel, kterd
spliluje tyto vztahy, je feSenim dané soustavy rovnic.

C-H-2

Z4k mél uréit délku tétivy v kruhu o poloméru » cm, vzda-
lenost stiedu kruhu od tétivy byla d cm. Cisla 7, d byla déna.
Zak pouzil nespravného postupu. Domnival se, Ze délka t&-
tivy bude (r + d) cm. Pres chybny postup dosel k spravnému
vysledku. Jaky byl pomér délek » a d ?

ReSeni. Sprévn€é mél zék dosadit do vyrazu 2|2 — d2,

vime tedy, Ze pro &isla r, d plati vztah 2],';-2‘—_— d2 =r +d, po
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umocnéni 4(r — d)(r + d) = (» + d)2. Soulet r 4+ d je ne-
nulovy, miZeme timto soultem predchédzejici rovnost délit,
dostaneme 4(r — d) =r + d, odkud plyne r:d =5:3.
Zkouskou se piesvéd¢ime, Zze kazdad dvojice r = 5p, d = 3p
(p > 0) je feSenim.

C-il-3a

Zjistéte, zda je pfirozené &islo 11 4+ 22 ++ 33 + ... 4+ 1616 +
+ 1717 délitelné tfemi. Svou odpovéd zdavodnéte.

ReSeni. Kazdé piirozené &islo n miZeme psit ve tvaru
3m + 2, kde m je pfirozené Cislo nebo nula a z je zbytek pfi
déleni ¢isla n tfemi, 0 = 2 << 3. Pro kazdé piirozené Cislo %
dévaji &isla n* a 2¥ pti déleni tfemi stejny zbytek. Dané &islo
je pravé tehdy délitelné tiemi, kdyZ je tiemi délitelny soucet
L4+ 22 4 03 4+ 14 4+ 25 4+ 05 4+ ... + 116 4 217 —
=6 + 22 + 2% + ... + 217, Zbytek pii déleni ¢isla 2% tfemi
je 2 pfi lichém % a 1 pfi sudém k. Proto je &islo 22 + 25 déli-
telné tiemi, stejné tak 28 + 211,214 4+ 217 Tim je dokdzano, Ze
dané &islo je délitelné tfemi.

C-11-3b

Je dén rovnoramenny lichob&Znik ABCD, |AB| = 16,
|[BC| = |AD| = 13 a |CD| = 6. Uvnitf lichob&Zniku lezi bod
M tak, Ze pomér obsahu trojthelnikit ABM a CDM je 4 : 3
a pomér obsahu trojuhelnika BCM a ADM je 7 : 12. Urlete
obsahy trojuhelnika ABM, BCM, CDM a ADM.

ReSeni. Vyika lichob&Zniku je 12, vypolteme ji pomoci
Pythagorovy véty. Oznalme x vySku v trojuhelniku 4BM,
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y vysku v trojuhelniku CDM. Podle zadéni je 8x : 3y = 4 : 3,
tedy y = 2x. Protoze x + y = 12, je x =4, y = 8, obsah
trojahelniku ABM je 32, obsah trojuhelniku CDM je 24.
Obsah celého lichobézniku je 132, zbyva tedy na trojahelniky
ADM a BCM obsah 76. ProtoZe pomér jejich obsahtije 12 : 7,

je obsah trojuhelniku ADM roven 48, obsah trojuhelniku
BCM je 28.
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