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Kategorie A

ULOHY DOMACE CASTI I. KOLA

A-1-1

Posloupnost {a,},° ;, vyhovuje pro viechna pfirozens &is-
la n rekurentnimu vztahu

ap+3 = Santz — 9apt1 + 9an . 1)
Jestlize kromé toho pro kazdé prirozené &islo n plati
lan| < 27, )
pak tato posloupnost také vyhovuje rekurentnimu vztahu
Ani2 = 2ap1 — 3ay 3)
pro kazdé prirozené n. Dokazte.
ReSeni. Oznatme b, = ani2 — 2an+1 + 3a,, pak je podle
rekurentniho vztahu (1)
bpi1 = 5ani2 — 9ani1 + 9ay — 2apie + 3api: =
= 3(ani2 — 2aps1 + 3an) = 3by,
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takZe
by =3"1p.
Protoze podle piedpokladu (2) je
[6a] = lanie| + 2|ann| + 3lap| = 2742 4 22741 4 327 =
=11.27,
plati pro kazdé prirozené n

2\n
3"'llb1| = 11.27 tj. ]bl| < 33.(“3") .

Proto je by = 0, tedy b, = 37715y = 0 pro kazdé n, coz jsme
méli dokazat.

Pozndmka. Obecné feseni rekurentniho vztahu (1) najde-
me feSenim prislusné charakteristické rovnice

B3 —5i2 £ 94 —9=(i—3)(2—2i+3)=0,

kterd mé kofeny 43 =3, 42,3 =1 & 1]/5 Kazd4 posloupnost
vyhovujici rekurentnimu vztahu (1) pak m4 tvar

ap = A.2" + B.Re(4}) + C.Im(4}), 4)
kde 4, B, C jsou libovolné konstanty (viz napf. 4. Prd-
gerovd: Diferenéni rovnice. SNTL 1971). Z podminky

(2) pro posloupnost {a,} oviem plyne, Ze ve vyjadieni (4)
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musi byt 4 = 0, jinymi slovy, takové posloupnosti {a,}
splituji rekurentni vztah (3) s charakteristickou rovnici
A2—-21+43=0.

A-T-2

Najdéte vSechna redlnd Cisla x, pro kterd plati

a) sinmx = cos (7/x);

b) tg mx = cotg (7/x).

ReSeni. a) Zfejm& musi byt x == 0. ProtoZe cos y =

™
= sin (—~ — y), je dand rovnice ekvivalentni s rovnici

2
T 0w
sinx = sin 2" %) Odtud plyne, Ze je bud
=_r 2k
X = 2 — pe + (21

pro néjaké celé ¢islo &, nebo

+ 2km

TX =T *2
pro né&jaké celé .
V prvnim piipadé dostaneme kvadratickou rovnici
2x2 —(4k+ Dx +2=0
s kofeny

1 I
*(B),2 = (40 + 1 £ |4k + 17 — 16).
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Redlné kofeny dostévime pro viechna celd k¢ {0, —1},
ptitom Zddny z kofenil neni roven nule. V druhém pripadé
dostaneme kvadratickou rovnici

2x2 — (4 + x —2 =10

s kofeny
1 R
X(Eh, 2 = 71 (4k + 1 £ |4 + 12 + 16),

které jsou redlné a nenulové pro viechna celd &.
Resenim prvni rovnice jsou &isla x(&), 2 pro vsechna
celd £ ¢ {0, —1} a Cisla x"(k)1, 2 pro viechna celd &.

T T
b) Ziejm¢ musi byt x = 0, =x == 2 + mm, - =+ nm,

T
kde m, n jsou celd &isla. ProtoZe cotg y = tg (~2- — y) 5

T
je dand rovnice ekvivalentni s rovnici tgmx = tg ( 2 -*) .
x

Odtud plyne, Ze je

I
— — + km,
x

b= |
®
fl

v A

kde % je celé. Dostdvame tak kvadratickou rovnici

2x2 — 2R+ Dx +2 =0,
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ktera ma kofeny tvaru

1 - I
x(Bn,2 = 2k + 1% |2k + 17 = 16).

Ty jsou ziejmé redlné a nenulové pro viechna celd % ¢
¢ {—2,—1,0, 1}. VySetfime nyni, pro jakd % jsou tyto ko-

feny tvaru — + m nebo — pro celd m, n.
n

2
1
Necht x(k), 2 = 2 + m, pak po upravé dostaneme
S 4m? + 4m + 5 5 ) 4
T S T St w1

Kotfen x(k) muze tedy byt uvedeného tvaru jen pro m =0

nebo m = —1, tj. pro ke{—3, 2}. Vypoftem zjistime, Ze
1 1 1
pouze kofeny x(2); = P x(—3n = — 2 maji tvar 2 + m.

1
Necht x(k), 2 = P =+ 0 celé, pak po tGpravé dosta-

neme
2
26 4+1=2n+ —.
n

To je liché celé &islo jen pro n = + 2, pak je vsak % €
€ {—3, 2} stejné jako v pfedchozim piipadé.

Tuto posledni ¢ast jsme uz vlastné mohli vynechat. Viech-
ny kofeny x(k);, 2 jsou vlastné ta Cisla x, pro kterd je
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1 1
x + B3 + - celé &islo. Pro né viak je . celé ciclo, pravé
1 . . - 1
kdyz x + £ je celé islo, tj. pravé kdyZ je x tvaru 2 + m
pro m celé.
Resenim druhé rovnice jsou cisla x(k);, 2 pro viechna

celdké{—3, —2, —1,0,1,2} a &sla —2, 2.

A-1-3

Necht n > 1 je dané pfirozené C&islo. Najdéte vSechna
pfirozena m, pro néz je Cislo logym iraciondlni.
Reseni. Nejprve najdeme vSechna pfirozend &isla m, pro

4
kterd je log,m raciondlni. Budiz tedy log,m = ;,kde
p 2 g jsou celd nesoudélni &isla, p = 0, ¢ > 0. Pak je

ya

m = n’ , neboli m4 = n?.
Odtud je patrné, ze kazdé prvodislo, které déli Cislo m, musi
také délit &islo n.
Je-li
n=plpy ... pV (1)

rozklad ¢isla » na prvolinitele, v némz jsou p; navzdjem
ruznéd (kladnd) prvolisla, mé &islo m rozklad tvaru

. ab1 aD2 b,
m=p'p; ... P
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a plati gb; = pa; pro viechna ¢={1, 2, ..., r}. ProtoZe
P a g jsou nesoudélnd, déli ¢ kazdé a;, takZe d@li i jejich

a
nejvétsi spoletny délitel d, d = ¢d’. Oznatme a;” = Z;
pak je gb; = pa; = pda;,” = pgd’a;",tedy b; = pd'a;" a m =

— (dv;;)pd’.
Uké4zali jsme tedy, Ze je-li log,m raciondlni, pak m =

,

= (d]/;z‘)k, kde 2 = 0 je celé Cislo. Naopak pro kazdé m tvaru

m = (*|n) pro & = 0 je m? =n*,m =n", a tedy log.,m

je raciondalni.

Cislo log,m je iraciondlni pro viechna ptirozend ¢isla 1,
kterd nejsou nezdpornou celou mocninou piirozeného Cisla
d]/;z—, kde d je nejveétsi spoletny délitel exponenti v rozkla-

du (1).
A-1-4

Urdete nejvetsi prirozené ¢islo # s touto vlastnosti: Exis-
tuje konvexni n-tGhelnik, ktery lze vyjadfit jako sjednoceni
kone¢ného poltu vzijemné se nepiekryvajicich pravouhlych
trojuhelnikil s ostrymi Ghly 30° a 60°.

ReSeni. Necht 414>...4, je konvexni n-thelnik s uve-
denou vlastnosti. Kazdy z jeho vnitinich ahli je sjednoce-
nim koneiného poltu nepfekryvajicich se uhla velikosti
30°, 60° nebo 90°. To znamen4, Ze velikost kazdého vnitiniho
thlu mnohothelniku A1 4»...4, je celotiselnym ndsobkem
30° a neni tedy v&t3i nez 150°. ProtoZe soulet vniti-
nich ahli konvexniho n-thelniku je (» — 2).180° do-
stdvime nerovnici
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(n — 2).180 = 150m

s feSenim n = 12.

Pro n = 12 skute¢né existuje dvanictitihelnik, ktery lze
vyjadiit jako konecné sjednoceni nepfekryvajicich se pra-
vouhlych trojuhelnika s thly 30° a 60° (obr. 17).

Obr. 17
A-1-5

V kouli o poloméru 1 je ddno 73 riznych boda. Dokazte,
Ze z téchto bodu lze vybrat 13 navzijem ruznych, které lei
5
uvnitf néjaké koule s polomérem e
ReSeni. K dikazu uvedeného tvrzeni stadi najit 6 kouli

s polomérem nejvyse 3 takovych, Ze sjednoceni jejich vnitiki

obsahuje danou jednotkovou kouli. Pak bude tloha vyie-
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Sena, nebot alespoil jedna z nalezenych kouli musi ve svém
vnittku obsahovat 13 nebo vice ze zvolenych bodi. Jinak
by totiz uvnitf kazdé ze zminénych Sesti kouli leZelo nej-
vy$e 12 danych bodi, takZe ve sjednoceni jejich vnitika by
lezelo nejvyse 6.12 = 72 zvolenych bodud a toto sjednoceni
by pak nemohlo obsahovat celou jednotkovou kouli.
Dokézeme nyni existenci uvedenych Sesti kouli. Do dané
koule K o poloméru 1 vepiSme nejprve krychli Q = ABCD
EFGH. Roviny stén krychle Q protnou povrch koule K
v 3esti kruznicich, kazdd z téchto kruZnic je hlavni kruZnici
jisté koule K;, ie{1, 2, ..., 6}, jejimZ stfedem je stied
piisluiné stény krychle. Uréime polomér téchto kouli.
Maé-li krychle Q hranu velikosti a, pak jeji télesova uhlo-

— 2
piitka méfi a|/3 = 2, odkud a = —=. KaZd4 z kouli K; md

/

tedy polomér ﬂ; = ’//; < ﬁg Zbyva ukdzat, Ze sjedno-
ceni viech 3esti kouli K; obsahuje kouli K. Ctyti télesové tihlo-
pricky krychle Q, které se protinaji ve stfedu S koule K,
rozklddaji krychli Q na Sest ¢tyfbokych jehlanu, jejichz
podstavy tvoii stény krychle Q a jejichZ spole¢nym vrcholem
je stied S. ProtozZe stied S krychle Q ziejmé lezi v pruniku
viech Sesti kouli K;, kazdy z téchto jehlanu lezi v jedné
z uvedenych kouli, takZe krychle Q leZi celd ve sjednoceni
kouli K;, 7€ {1, ..., 6}. Roviny proloZené sténami krychle O
oddéluji z koule K jesté Sest kulovych use¢i. Také kazda
z téchto Useli lezi v nékteré kouli Kj;, jak snadno zjistime,
provedeme-li fez koule K napf. rovinou ACGE (obr. lg)-.
Lezi tedy celd koule K ve sjednoceni kouli K a aspoit jedB:i
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z nich obsahuje nejméné 13 zadanych bodu. Tim spise je
obsahuje piislusnd koule s ni soustfedna s vétsim polo-

5

mérem E :

Na obr. 19 je zndzornén »Zebiik« sklddajici se z n navzdjem
shodnych ¢tverct, kde n je dané prirozené &islo. Stranou
zebfiku budeme rozumét stranu libovolného z uvaZovanych
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&tverch. Neékteré ze stran Zebfiku obarvime Cervené. Sym-
bolem P, oznalme pocet viech takovych obarveni Zebiiku,
pii nichz ma kazdy ze &tvercu alespori jednu stranu Cer-
venou.

a) Urgete nejmensi prirozené ¢&islo n, pro které plati
P, > 105,

b) Dokazte, Ze pro vSechna ptirozend n je P, liché &islo.

ReSeni. Strany Zebiiku oznaime symboly ai, as, ...,
bi,ba, ... c1,¢2 ... podle obr. 20. Ur¢ime nejprve P a Ps.
a4 ar €3 an -1 a,
<y ¢ <3 ¢, Cr-1 |Cn Cret
by by by " b4 b,

Obr. 20

Py je ziejmé pocet viech neprazdnych podmnozin Ctyfprvkové
mnozZiny, je tedy Py =2* — 1 = 15. Pro n = 2 rozdélme
viechna obarveni na dvé &asti. Téch, u nichz je ¢» obarvena,
je 26 = 64. T&ch, u nichZ ¢; neni obarvena, je (23 — 1) = 49.
Celkem je tedy P> = 64 + 49 = 113.

Pro n > 2 odvodime rekurentni vzorec. VSechna moZzna
obarveni opét rozdélime na dvé &asti. Takovych obarveni,
7e je obarvena alespofi jedna ze stran a,, b,, cui1, existuje
(22 — 1) P,y = 7P, 1. Pokud strany a,, b, cu+1 nejsou
obarveny, musi byt obarvena strana ¢, a ke kazdému ze Ctyt
obarveni stran a,1, b,-1 existuje P, o obarveni zbylych
stran zebfiku. Celkem je tedy pron > 2

P, = TPp1 + 4Py 2,
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coz je hledany rekurentni vzorec. Z tohoto vzorce. plyne
ckamzité matematickou indukci, ze P, jsou lichd, nebot
Py a P, jsou lichd &isla. Tim je vyfeena tloha b). Z reku-
rentniho vzorce dale plyne, Zze P3 = 7P, + 4P; = 791 +
+ 60 = 851. Postupné pak dostivaime P; > 7P; > 72°P;5 >
> T3Py > 7*P3 > 402.800 > 10 Na druhé strané, pii-
¢teme-li k obéma stranam rekurentniho vzorce P,_;, dosta-
neme

Py + Pypy < 8Py + Py o),
takze

Ps + Ps < 8(Ps + Py) < 8%(Py + P3) < 8%(Ps + Py) = -
= 512.964 < 10°.

Protoze P; > 10% a Pg << 10%, je hledané ¢islo n = 7. Tim
je vyfeSena uloha a).

ULOHY SKOLN{ CASTI I. KOLA

A-S-1

Je déno piirozené &islo #. Urcete 2n + 1 za sebou jdoucich
piirozenych ¢&isel, pro kterd plati: soutet druhych mocnin
prvnich n + 1 &isel se rovna sou¢tu druhych mocnin posled-
nich #n &isel.

ReSeni. Oznatime-li x prvni z hledanych 2n + 1 &isel,
mé platit rovnost
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R+ 12+ (x+n2=@E+n+ 172+
+ ...+ +n+n?

neboli
m+Dx2+2xA1 +2+ ... +n) +
+ 12 422 4 ... +‘n2=
=nx+n2+2x+nQ+2+ ... +n) +
+ 12422+ ... 4
ProtoZe 1 +2 + ... +n = fS’_’_Zt_l_), dostivame odtud pro

x kvadratickou rovnici
x2 — 2nm2x — 21 — n2 =0,
kterd ma dva kofeny
Xz =n2 % [t + 20 £ 02 =0 L on(n + 1),

z nich? pouze jeden je kladny. Je tedy x = 2n% + n a fele-
nim udlohy jsou &isla 2n2 +n, 2n2 +n + 1, ..., 2n% +3n.

A-S-2

Je-li cos « raciondlni &islo, pak je také cos 7o racionilni
¢islo. Dokazte.
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ReSeni. Podle soudtovych vzorci je

cos 7o = cos 4o cos 30 — sin 4« sin 3z =
= (1 — 2sin*2a) (cos 2« cos & — sin 2a sin ) —
— 2sin 2a cos 2a(sin 2o cos a + sin o cos 2a) =
= (1 — 8sin%x cos?x) [(cos?e — sinx) cos & —
— 2sin%a cos o] — 4sin « cos « (cos?a — sin%ax) -
- [2sin « cos?a + sin « (cos?a — sin?a)] =
= (1 — 8sin%x cos2u) [(cos?o. — sina) cos o —
— 2sin®x cos o] — 4sin?x cos a (cos?o — sinZa) -
- (3cos?o. — sinZx).
ProtoZe cos « je ¢islo racionalni, jsou raciondlni i &isla cos?x
a sine = 1 — cos?x a podle piedchazejiciho vypoltu je
raciondlni i &islo cos 7e.
Jiné FeSeni. Podle Moivreovy véty je

cos 7o + isin 7o = (cos a + isin a)7,

take stali uréit z Pascalova trojihelniku binomické koefi-
cienty (}) pro lich4 &, abychom dostali podle binomické vity
vztah

cos 7o = Re (cos o + isin o)’ =
= cos’o. — 2lcosPa sin%a +
+ 35 cos3a sinfa — 7cosa sinfa.
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ProtoZe sin?xz = 1 — cos®x a cos « je raciondlni, plyne odtud
racionalita Cisla cos 7o.

A-S-3a

Urcete vSechna pfirozend Cisla # > 3 s touto vlastnosti:
Existuje konvexni n-thelnik, ktery je sjednocenim koned-
ného pottu vzijemné se nepiekryvajicich rovnoramennych
pravouhlych trojahelnika.

Reseni. M4-li n-thelnik poZadovanou vlastnost, je kazdy
z jeho vnitinich Ghla sjednocenim kone¢né mnoha nepiekry-
vajicich se uhla velikosti 45° nebo 90°. Je tedy velikost
kazdého vnitfniho whlu takového mnohouhelniku nejvyse
135°. Protoze soulet vnitinich Ghla n-thelniku je (n — 2).
.180°, dostdvame pro n nerovnici

(n — 2).180 < 135 n,

které vyhovuje n = 8. Pro kazdé n< {4, 5, 6, 7, 8} existuje
n-Ghelnik s poZadovanou vlastnosti (obr. 21).

n:I,_ n=5 :6

1
~3

n n=8

Obr. 21
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A-S-3b

Rozhodnéte, zda plati tvrzeni: Je-li ve ¢tverci C o strané
velikosti 1 ddno 999 riznych bodu, pak existuje C&tverec,
ktery obsahuje 112 z danych bodu, pfi¢emZ jeho strany jsou
rovnobézné se stranou ¢tverce C a maji velikost 0,4.

-ReSeni. Tvrzeni neplati - uvedeme protiptiklad. V ro-
zich ¢tverce C, v jeho stiedu a pii stiedech jeho stran zvolime
malé (tverce o strané 0,04, celkem tedy 9 &tvercu (obr. 22).

| L L

] L] L

1 [ [

Obr. 22

V kazdém z nich zvolme 111 razanych boda. Mezi dvéma
sousednimi Ctveretky je vidy vzdélenost 0,44. Proto kazdy
Ctverec o strané 0,4, jehoZ strany jsou rovnob&Zné se stra-
nami ¢tverce C, muze mit spoletné body nejvyse s jednim
z deviti zvolenych &tvereckd, a proto muiZe obsahovat nej-
vyse 111 ze zvolenych 999 bodu.
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ULOHY II. KOLA

A-l1l-1

N3
Necht « € (0, 3) Dokazte, Ze tg o je raciondlni ¢islo, pri-

v& kdyZ pro kazdé pfirozené &islo n > 1 plati: je-li tg no de-
finovany, pak je tg no raciondlni ¢islo.

ReSeni. Nejprve dokiZeme tuto implikaci: je-li tg «
raciondlni, pak pro kazdé pfirozené n plati, Ze bud neni tg nx
definovany, rzebo je tg mx raciondlni. Tvrzem .zfejmé plati
pron = 1. Predpoklade;me e plan pro n = m, a dokdZeme
je pro n = n; +l Pokud neni tg ma definovany, tak je

mo = (2k + 1) 5 pro né&jaké celé islo &, takie

E - 1 . 1
tg(mﬁl)aztg(oc+(2k+1)—2~)=I§t——{§;

je &slo raciondlni. Je-li naopak tg mx racioflélni, je bud

tg mo = t—g——, co¥ znamenéi, Ze je cos (m +1Da=0a
=4

tg (m + 1) neni definovany, nebo

tgma + tgo

tg (m + 1)a= 1 —tgmatga

je ¢&islo raciondlni. Tim je dikaz matematickou indukci
hotov.
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Piedpoklddejme nyni obricené, Ze pro kazdé prirozené
n > 1 je tg nx raciondlni nebo neni definovany. Tento pred-
poklad sta¢i pouZit pro n = 2 a n = 3. Neni-li tg 2« defi-

T
novany, je o = 7 + km a tg o = 1 je raciondlni. Hodnota

T
tg 3o neni definovani pro o = % + km, pro takové hodnoty
vsak neni tg 20 = L’3 raciondlni. Je-li kone¢né tg 2x i tg 3u
raciondlni, pak je

cos a
L+ tg 2ntg 3 = O cos 30
1

~ cos 2 (cos 2o — 2sin%ax)

+ 0

tg 30 — tg2x

B =7 + tg 22 tg 3u

je raciondlni &islo.

A-11-2

Urcéete nejmensi piirozené Cislo n, pro které existuje
mnohostén s n# hranami, jehoz viechny vrcholy s vyjimkou
nejvySe dvou maji stupeil alespoil 4. (Stupném vrcholu
mnohosténu nazyvime podet hran, které 2z tohoto vrcholu
vychézeji.)
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ReSeni. Oznatme v (v = 4) pocet vrchold mnohosté-
nu, ktery méd n hran a spliuje podminky ulohy. Z kaz-
dého vrcholu vychézeji aspoit tii hrany, podle predpokladu
viak vychdzeji ze viech vrcholi kromé nejvySe dvou aspon
Ctyfi hrany. Celkem mé tedy takovy mnohostén aspoil
4 (@ —2)+ 3.2

2
lom). Je tedy n== 2 (v — 2) + 3 = 2v — 1. Nemuze byt
v = 4, protoze ve &tyfsténu je stupent kazdého vrcholu 3.
Pro » = 5 mame n = 9 a mnohosténs péti vrcholy a deviti
hranami opravdu existuje (obr. 23).

hran (kazd4 hrana pfislusi dvéma vrcho-

Obr. 23

A-Ill-3a
Pyramida z jednotkovych krychli md N > 1 vrstev (na
obr. 24 je takovd pyramida pro N = 4). Najdéte nejkratsi

spojnici prot&jdich vrchola 4, B podstavy vedenou po
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povrchu pyramidy (vylucuje se spojnice prochdzejici vnittkem
podstavy).

ReSeni. Vzhledem k soumérnosti pyramidy muZeme
piedpokladat, ze spojnice bodu A, B prochdzi nékterym
bodem C na spojnici boda L a K, kterd lezi v roviné& sou-
mérnosti boda A a B (obr. 25 pro N = 3). Abychom nali
bod C, pro ktery je spojnice AC nejkratsi, rozvineme pfi-

!
E .

Obr. 25
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sluSnou ¢ast povrchu pyramidy do roviny (obr. 26). Je
ziejmé, Ze je vidy |ADy| < |AE;|, takZe z boda usetky
DiEr (1 =k= N) méi nejmensi vzdilenost od bodu A
bod Dy. Z bodua tsetky EpDy:1 ma nejmensi vzdélenost
od bodu A vzdy néktery z jejich krajnich boda s vyjimkou

!
\L
N
\
\| D3 ‘/,/
\\7__
- E
y“ e A\ z
/ D2
/ -7 N
/ /// \
) - \ E1
o \ K:D.l
A X
Obr. 26

ptipadu, kdy je |AEx| = |ADg:1| (v kazdém jiném piipadé je
trojtthelnik AE;Dyy; tupothly nebo pravouhly). V tomto
pripadé ma z bodu tGsetky EpDj1 od bodu A4 nejmensi
vzdilenost jeji stfed F, pak je ale |AF|>- |ADy|. Zjistili
jsme tedy, Ze hledanym bodem C je néktery z bodu Dy
(I1=EkE=N).
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Zvolme soustavu soufadnic s politkem v bodé A tak,
aby bylo D; = (2N — 1, 0). Pak leZi body D = 2N — &,
2k — 2) na piimce, kterd ma rovnici y + 2x = 4N — 2,
a kolmice vedend k ni bodem A ji protind v bodé

5 7 5

(8N—4 4N—2)

Hledanym bodem C je ten z bodd Dy, ktery je nejblize
bodu P, k je tedy takové celé Cislo, pro které je rozdil

8N — 4| 2N + 4 |

2N —k — | = |
| 5 |
nejmensi. Jak snadno zjistime, nejbliZii celé C&islo k Cislu
2N + 4

= je

[2N+4 1] l4N+13}
E=l"%5*t2 17 10 |

- 1
(Pro Cisla tvarum + Py kde m je celé, existuji oviem takova

1 1
celd Cisladvé: mam + 1 =[m+-,)- +—2-])

Jinak muZeme také £ urlit v zavislosti na zbytku &isla N
pri déleni péti:
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2N + 5
5n 2n +1 = ———
5 R
2N + 3
5n + 1 2n + 1 = 5
2N + 6
5n 4+ 2 2n+2:—“5*——
2N + 4
5n + 3 271—4—2:——?“'
2N + 2
5n 4+ 4 2n+2:——-5———

Pozndmka. Nalezeny vysledek ziejmé plati i pro N = 1.
A-11-3b
Na obr. 27 je ttvar sloZeny z 1984 shodnych trojihelniki.

Nékteré z jejich vrcholu obarvime tak, aby kazidy z 1984
uvazovanych trojuhelnikii mél aspori jeden vrchol obarven.
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Rozhednéte, je-li pocet takovychto obarveni sudy nebo
lichy.

Reseni. Oznatme B, polet viech pripustnych obarveni
pro Gtvar slozeny z n trojuhelnikd. Je-li # > 3, miiZeme
takto obarvené utvary rozdélit do tii disjunktnich skupin
podle toho, jak jsou obarveny vrcholy n-tého trojuhelniku
POR (oznateni volime tak, aby bod P patfil poslednim
ttem, Q poslednim dvéma a R jen poslednimu trojihel-
niku). .

Do prvni skupiny ddme ttvary, jejichZ vrchol R je obar-
ven - takovych obarveni je B,-1. Do drubé skupiny dime
atvary, jejichZ vrchol R neni obarven a vrchol Q je obarven -
takovych obarveni je B, 2. Do tfeti skupiny ddme ttvary,
jejichz vrcholy R a O nejsou obarveny, takic musi byt
obarven vrchol P - takovych obarveni je B,_3. Plati tedy
rekurentni vzorec

By, = By-1 + By + Bu-s.

Primo zjistime, Ze By = 7, By = 13, Bz = 24. Vzhledem
k rekurentnimu vzorci ndsleduji za sebou v posloupnosti
{B,} vzdy dvé lichd &isla a dvé sud4 &isla, pak opét dvé
lichd a dvé sudd &isla, atd. Proto je Cislo Biggs sudé.

Jiné ¥eSeni. Pro n= 1 oznatme B, pocet viech pii-
pustnych obarveni utvaru slozeného z n trojuhelnika a vrchol,
ktery nalezi pouze poslednimu n-tému trojihelniku, oznac-
me P,. Ke kazdému z B, obarveni n — 1 trojihelnika
mame pro obarveni vrcholu P, dvé moZnosti (obarvit &i
neobarvit). Pouze v pfipadé, kdy ani P, ani P, ; obar-
veny nejsou, musi byt obarven jak vrchol Py, tak i vrchol
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Py 3. To nastane pravé v B, ; pfipadech. Plati tedy pro
n > 4 rekurentni vztah

By = 2Bj-1 — By-a.

Protoze na zékladé stejné uvahy je By = 2B3 — 4, coZ je
&islo sudé, plyne z uvedeného rekurentniho vztahu, Ze
tislo Bigga je také sudé.

ULOHY III. KOLA
A -IiE-1

V prostoruje dana krychle A1 4> A3 A1 A5 AeA7Ag. Oznalme
S jeji stied (prusedik télesovych uhlopri¢ek). Najdéte viech-
na prirozena Cisla %2, pro kterd existuje rovina neobsahujici
bod § a protinajici pravé & z polopiimek S4;, S4s, ..., SA4s.

ReSeni. Oznaéme M mnozZinu viech rovin, které neob-
sahuji bod S. Pfedevsim je & = 2, nebot &tyfi pfimky 4347,
Ao Ag, A3As, AsAs se protinaji v bodé S a Ziddné tfi z nich
nelezi v jedné rovin€. Je tedy kazd4 rovina z M rovnobéZni
nejvySe se dvéma z nich, tj. protind asponi dvé z téchto
pfimek neboli protind alespoii dvé z poloptimek S4,
S4s, ..., S4s.

Diéle je k= 4, protoZe rovina neprochizejici bodem §
muze protinat vzdy jen jednu z polopfimek k sobé opac-
nych.

Rovina ¢; obsahujici body As, 43 a rovnobézni s rovi-
nou A;AsA7 protind pravé dvé polopfimky SAs a SAs.
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Rovina o2 obsahujici body A3, A¢ a rovnobéZnd s piimkou
AsAsg protind praveé tii polopfimky SA4s, S4¢, SA47. Konetné
rovina libovolné stény krychle protind pravé &tyfi z polo-
pimek SA;, S4s, ..., SAs. Uloze tedy vyhovuji &isla
2,3,4.

A-TlE-2

Necht pro vnitini Ghly konvexniho ¢&tyfahelniku plati
cos x + cos f§ + cosy + cos & = 0,

pak je to tétivovy Ctyithelnik, lichobéZnik nebo rovnobéz-
ik. Dokazte.
ReSeni. Je « + f + y + 0 = 2, takZe pouZitim zndmych
vzorca postupné dostaneme

cos « + cos § + cosy + cos d =

2( «+ p «—f v+ 06 y—é)
=21 cos 2 cos 2 + cos > cos 3 e

) oc—l—ﬁ( o —f y—é)
= 2cos cos —— — cos — =

“t+f  aty—f—0  a+d—f—y

= —4cos —, sn 4 sin 4 :
nebot je
y+ 0 ( « + ﬂ) «+ f
Co§ —— = Cos \ T — — = —CO0Ss ——
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takZe dostivime
cosao + cos § + cosy + cosd =

o+ B o+ y o+ 4 p
= cos —— cos —— cos —— = 0.

Z posledni rovnosti plyne, Ze je soucet dvou sousednich nebo
dvou prot&jsich Ghla roven 180° tedy dany &tyfdhelnik je
lichob&znik nebo rovnobéznik anebo &tyiGhelaik tétivovy.

A-11-3

Necht posioupnost {a, },” , spliiuje rekurentni vztah
antz = 4apn1 — 3ay . <1>

Definujme posloupnost {5, }_, vztahem

Ap+1l
bn = 5
ap-1
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pficemz klademe b, = 1 pro a, 1 = 0. DokaZte, Ze od jistého
dlenu potinaje splituje posloupnost {&,} rovnéZ rekurentni
vztah (1). ([x] znadi celou &ést &isla x.)

Reseni. Posloupnost {a, } sph‘mjici vztah (1) je monoténni,
jak dokdZeme mdukc1 Necht a¢ = a; a pfedpokladejme, Ze je
A= ...= ay-1= ay. Pak je

~
ap1 = 4an — 3ap-1 = an .

Pfitom je tato posloupnost bud konstantni, nebo ostfe mono-
ténni. Je-li konstantni, je posloupnost {4, } rovnéZ konstantni
a vyhovuje rekurentnimu vztahu (1).

Predpokladejme tedy, Ze posloupnost { a, } je nekonstantni,
pak je od jistého Clenu pocinaje (pro vSechna n = mg pro
vhodné ny) bud stéle kladnd, nebo stéle zdpornd. PoloZime-li

an

en =", je ¢y > 0 pron = no azevztahu(1) plyne rovnost
n—1

=4 ——,
Cn-1

takZe je bud

(a) 0 << ¢y <1 proviechnanm = no + 1,
nebo

(b)1 <cn=3 proviechnan= no + 1,
nebo

(¢) 3 <e¢n <4 proviechnan= ny + 1.

3
Pritom je v ptipadé (a) a (¢) ¢y1 = 4 — e v pripadé
n
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(b) je cu+1 = cu. Posloupnost {c,} stejné jako posloupnost
{en eni1} je tedy od urditého ¢lenu pocinaje monoténni a ome-
zend. Proto je posloupnost

An+1
by = [ ] e [Cu Cui1]

Ap-—-1

od uréitého &lenu pocinaje jiz konstantni. Konstantni posloup-
nosti viak splituji rekurentni vztah (1).

Jiné ¥eSeni. Rekurentnimu vztahu (1) pfislusi charakte-
ristickd rovnice

2 — 41 +3=0,

kters md kofeny 4; = 3, 4; = 1. Cleny posloupnosti {a,}
maji tedy tvar

an:A3n+B,

kde 4, B jsou redlné konstanty. Posloupnost {a, } je zfejm&
monoténni, takZe pokud neni konstantni, je od jistého &lenu
pocinaje nenulova. Pak je ale

3Mh4+gl [9.%4A+9B—9B+B]
" 3144+ B| 314 + B

| )
B ET=wrany3 B
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-8B
pfi¢emZ posloupnost WE konverguje monoténné k nu-
le. V kazdém pripadg je tedy posloupnost { b, } od jistého Elenu
pocinaje jiz konstantni, a kazd4 konstantni posloupnost spliiu-

je rekurentni vztah (1).
A-lll1-4

Necht » je prirozené Cislo vétsi nez 1. Potom existuji kladnd
iraciondini ¢isla x, y takovd, Ze plati

XV =r.

Dokazte.

ResSeni. Zvolme libovolné prvotislo p, které nedéli ¢islo 7,
a poloZzme x = ]/; Snadno se dokaze, Ze x je (kladné) ira-
ciondlni ¢islo. Logaritmus &isla » pfi zakladu ]/; ozna¢me y, tj.

(Jpyr =r.
- . a -
Kdyby nyni y bylo raciondlni, tj. y = 5 Pro pfirozena Cisla
a, b, dostali bychom
P =1,

coZ je spor, nebot p nedélilo .
Jiné feSeni. Pfedpoklidejme, Ze tvrzeni neplati, tj. Ze pro
kazdé iracionalni x je &islo y = log,» raciondlni. Vezm&me
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x = V2a x = ]/g Existuji tedy raciondlni &isla v, 2z (jejich
spole¢ny jmenovatel oznatme g) takovd, Ze

(2w = )3y = r
neboli

2ue = 3za,
To je ziejmé spor, protoZe yq a zg jsou celd &isla.

Jiné FeSeni. MnoZina \»¥ :y € (0, 1) je iracionélni}jc ne-
spoletnd, cxistuje v ni tedy takové iraciondini &islo x, Ze je

x=17r;

A-H-5

Najdéte vSechna prirozend Cisla n, pro kterd existuje kon-
vexni mnohostén s # hranami, pfi¢emz z pravé jedncho jeho
vrcholu vychdzeji ¢tyfi hrany a ze viech ostatnich vrcholu tfi
hrany.

Reseni. Necht 7 je pfirozené &islo vyhovujici podmince
tlohy, oznalme % pocet vrcholi piislusného konvexniho
mnohosténu. Sefteme-li hrany v kazdém vrcholu, dostaneme
dvojnasobny pocet hran, tj.

on=4+3k—1)=3k+ 1.

Protoze 1 = 2.8 — 3.5, miZeme pfedchozi neurditou rov-
nici upravit na tvar
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2(n — 8) = 3(k — 5),

pfitemZ je £ = 5, nebot Ctyfstén ziejmé nevyhovuje podmin-
ce Glohy. ProtoZe &isla 2 a 3 jsou nesoudélnd, maji vSechna
feseni predchozi rovnice tvar

n=8+3, k=5+2:, 1t€{0,1,2,...}.

UkézZeme, Ze pro kazdé takové n existuje konvexni mnoho-
stén, ktery vyhovuje podmince tlohy. Pro n = 8 (¢ = 0) vy-
hovuje napf. Ctyfboky jehlan. Pfedpoklddejme, Ze jsme jiZ
sestrojili pro 7 = 0 mnohostén s n = 8 + 3¢ hranami, ktery
splfiuje podminku udlohy. Vezméme jeho libovolny vrchol,
z kterého vychézeji pravé tii hrany, a na kazdé z nich zvolme
jeden vnitini bod. Uvedené tii body uréuji rovinu, kterd roz-
déli pavodni mnohostén na trojboky jehlan a konvexni mno-
hosténn s 8 + 3(¢ + 1) hranami, ktery ziejmé spliiuje pod-
roinku Glohy. Z principu matematické indukce plyne existence
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konvexniho mnohosténu s danou vlastnosti pro kazdé » tvaru
n =8 + 3z, kde t = 0 je celé &islo.

Jiny piiklad mnohosténu s n = 8 + 37 hranami, ktery
spliiuje podminku ulohy, je na obr. 28, kde mezi hranami
BCa ADje t = 0 hran, a na obr. 29, kde ¢ + 3 hran spojuje
vrcholy (z + 2)-Ghelniku s vrcholy (¢ + 3)-thelniku.

A-1lI1-6

Zobrazeni f mnoziny Z v3ech celych &isel do sebe spliluje
pro viechna m € Z podminku

Ffm)) = —m. )

Potom plati
a) f je bijektivni (tj. prosté zobrazeni mnozZiny Z na sebe),
b) pro viechna me Z je f(—m) = —f(m),
c) f(m) = 0, pravé kdyz m = 0.
Dokazte tato tvrzeni a sestrojte piiklad zobrazeni f, které vy-
hovuje podmince (1).
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ReSeni. Ze vztahu f(m) = f(k) plyne

m = —f(f(m)) = —f(fk)) = k,
f je tedy prosté, a protoZe pro kazdé ke Z je f(f(—k)) = &,

zobrazuje f mnozinu Z na sebe.
Ze vztahu f(f(m)) = —m plyne

J(—=m) = f(f(f(m))) = —f(m).
Pro m = 0 odtud specidlng dostdvime f(0) = 0, a protoZe f

je prosté, plati c).
Definujme zobrazeni f nyni takto:

f =0,
fQk — 1) = 2%, fQR) = —2k + 1,
f(—(k — 1)) = —2k, f(—2k) =2k — 1

pro libovolné % piirozené. Zobrazeni f funguje podle nésle-
dujiciho schématu a spliluje zfejmé podminku (1):

|

2k — 1 —@k—1), ke{1,2,3,...}
$
L—2k<~—|
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