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Korespondenéni seminif UV MO

Korespondenéni seminat UV MO je jednou z forem péce
o talentované Ziky, zvlasté pak o ty, ktefi nemaji moZnost
navitévovat specidlni Skoly se zaméfenim na matematiku
a pracovat v tamnich semindarich. Zasadné viak nejsou piiji-
mani studenti prazskych $kol, ti maji obvykle moZnost sezni-
mit se s vybranymi okruhy tloh na seminéfich Fesitela MO.

K Gcasti v korespondenénim semindfi pozvalo piedsednictvo
UV MO na zikladé havrha KV MO a individuédlniho zdjmu
1éméf 50 Z&ku, z nichZ se ptihlasilo 33 resitelu ze viech kraju
republiky:
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V prabéhu 33. roéaiku MO jim bylo zasldno pét sérii pomérné
néro¢nych tloh. Dotld FeSeni pak byla opravena, chodnocena
a s rozmnoZenym komentdfem vricena Gcastnikiim semindéie.
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Korespondenéni seminf je fizen tajemnikem UV MO Karlem
Hordkem, ktery se stard o vybér a pripravu tloh a obvykle
provadi i redakci komentara. Opravu pak zajiStuje nékolik
pracovniki MU CSAV a n&kolik studentd a aspiranti MFF
UK v Praze (vSichni to jsou byvali olympionici).

Cely korespondenéni semindr absolvovalo 25 fesiteld, nej-
lepsimi v celkovém hodnoceni byli Marzin Klazar (G Louny),
Fan Seféik (G A. Markusa, Bratislava), Jarmila Ranosovd
(G M. Koperaika, Bilovec), Juray Balizs (G Kosice, Kuz-
manyho ul.) a dles Limpouck (G J. K. Tyla, Hradec Kralové).
Uvadime znéni vSech zadanych tloh.

Uziti invariania

1.1 Na tabuli je napsano nékolik nul, jednicek a dvojek.
MizZeme smazat dvé od sebe ruznd Cisla a misto nich napsat
jedno, které se li§i od pravé smazanych. Dokazte, Ze jestliZe
nakonec zistane na tabuli jediné Cislo, pak stejné dCislo
dostaneme pfi kazdém jiném pofadi uvedené operace.

1.2 V tabulce 88 jsou zapsana celd Cisla. Je dovoleno
vybrat libovolny ¢tverec 33 nebo 44 a zvétdit v ném
viechna ¢isla o 1. Je vidy mozné pomoci takovéto operace
dostat tabulku, v niZ jsou viechna ¢isla délitelna t¥emi?

1.3 Kruh je rozdélen na 10 vyseci, v kazdé z nich je jeden
kdmen. Jednim tahem je moZno piemistit libovolné dva
kameny do sousednich vysedi tak, aby se pfitom pohybovaly
v opacnych smérech. Je moZno takovymi tahy dosihnout
toho, aby viechny kameny leZely ve stejné vysedi?

1.4 Vrchol 4,, pravidelného dvanictithelniku je oznaden
znaménkem —, ostatni vrcholy +. Je dovoleno zménit
znaménka na opacéni ve tfech vrcholech tvoficich rovnora-
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menny nepravouhly trojihelnik. Je moZno pomoci tako-
vychto zmén doséhnout toho, aby ve vrcholu 4, bylo —
a v ostatnich vrcholech -+ ?

1.5 Zméni se vysledek predchozi tlohy, jestlize muzeme
ménit znaménka i ve vrcholech rovnoramennych pravo-
whlych trojahelnikd ?

1.6 Cisla 1, 2, ..., 1975 jsou zapsina ve svém pfirozeném
poradi. Je dovoleno vybrat libovolna ctyfi Cisla a umistit je
na stejnd mista, kde byla predtim, ale v opacném pofadi.
Je mozné pomoci takovychto operaci dosahnout pefadi Cisel
1975, 1974, ..., 2,12

1.7 Na kruznici je rozmisténo 10 bilych a 20 fernych
kamenu. MuZeme vymeénit libovolné dva kameny, mezi
kterymi stoji je$té tfi jiné kameny. Dvé konfigurace kamena
jsou ekvivalentni, jestlize muZeme od jedné ke druhé pfejit
provadénim uvedené operace. Kolik existuje neekvivalent-
nich konfiguraci kamenu?

Planimetrie
lostmi proti sobé dva jezdci, aby si vyménili zpravy. Setkaji
se v misté C a okamzité se vraceji zpét. Po navratu do svych
mést opét vyjizdéji proti sobé s novymi zpravami, setkaji se
v misté D a opét se vraceji atd. Kde se setkaji pfi 1983.
cesté, pohybuji-li se oba neustdle konstantni rychlosti?

2.2 Trojuhelnik 41B;C; dostaneme z trojahelniku ABC
otolenim o né&jaky uhel @ << 180° okolo stiedu kruZnice opsa-
né trojuhelniku ABC. Prusetiky odpovidajicich si stran AB,
A1By; BC, B;Cy a CA, C14; jsou vrcholy trojihelniku podob-
ného trojuhelniku ABC. Dokazte.
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2.3 Uhloptitky rozdéluji dany &tyiahelnik ABCD na &tyfi
trojGhelniky, jimZ vepsané kruZnice maji shodné poloméry.
Dokaizte, ze ABCD je kosotverec nebo Etverec.

2.4 O ¢&tyfuhelniku ABCD vime, Ze poloméry kruZnic ve-
psanych trojahelnikim ABC, BCD, CDA, DAB jsou shodné.
Dokazte, Ze pak je ABCD obdélnik.

2.5 Necht a, b, ¢, d jsou strany ¢tyfuhelniku ABCD, e, f
necht jsou velikosti jeho uhlopti¢ek. Ozna¢ime-li «, y dva
z protilehlych Ghla &tyithelniku, potom plati

e2f2 = a%c? + b2d? — 2abcd cos (a + ).

Dokazte.

2.6 Dokazte, Ze je-li ABC rovnostranny trojuhelnik a P
libovolny bod v roviné ABC takovy, Ze neleZi na kruZnici
opsané trojuhelniku ABC, pak existuje trojahelnik se strana-
mi délky |PA|, |PB|, |PC|.

2.7 Mé&jme trojuhelnik ABC a sestrojme nad jeho stranami
rovnostranné trojuhelniky APB, BOC, CRA tak, Ze troj-
thelniky APB (|AP| = |AB|) a BOC (|BQ| = |BC|) nemaji
s trojihelnikem ABC spole¢ny Zadny vniténi bod a trojthel-
nik CRA (|CR| = |CA|) leziv poloroviné CAB. Dokazte, Ze
BPRQ je rovnobéZnik.

Posloupnosti

3.1 Dokazte, Ze pro kazdou posloupnost {a,}, jejiz ¢leny
jsou navzdjem raznd pfirozend Cisla, kterd nemaji ve svém
dekadickém zdpisu nulu, plati pro kazdé &

1 1 1 1

— 44 <20
a  ax ag-1  ag
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3.2 Je déna posloupnost redlnych &isel { a, }. Dokazte, Ze ke
kazdému ptirozenému &islu m existuje pfirozené &islo % tal,
Ze

k "W
| > ai — 2 ai] = max|a.
=1 i=k+1 1=ism

3.3 Je ddna posloupnost redlnych &isel { a, }, kterd ma tuto
vlastnost: existuje piirozené Cislo m takové, Ze

at+a+ ... +ap=0
a pro kazd¢ piirozené &islo & je a1 = ar. DokaZte, Ze existu-
je pfirozené &islo p tak, Ze pro kazdé celé nezdporné &islo %
plati

as + ap+1 + ... +ap+k§0-

3.4 Uvazujme Ctyfi posloupnosti redlnych &isel {ax}, (b2},
{cn}, {dn} takové, Ze pro kazdé pfirozené Cislo » je

Ani1 = An + bu, bui1 = by + €u, Cni1 = ¢y + da,
dn+1 == dn + Ay .
Dokazte, Zze pokud existuji pfirozena &isla &, m tak, Ze

it = s Oprm = by Coom = Cmy dgrm = diy
pak je

az=b2=02=d2=0.
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3.5 Necht pro posloupnost redlnych isel {a,} plati

an + api2 = 2ap11

pro kazdé pfirozené n. Dokazte, Ze pak pro kazdé n prirozené
je

a; +as + ... +a2n+1> as +ax + ... + azp

n+1 - n

3.6 Jsou dana prirozena Cisla aj, az. Pro piirozena Cisla
n > 2 polozime a, = |ap-2 — an|. Tak jsme definovali
posloupnost nezdpornych celych &isel ay,. Je-li nejvétsi ¢len
této posloupnosti 1984, jaky je nejvét§si mozny index prvniho
nulového ¢lenu?

3.7 Je déna posloupnost &islic {a,} neobsahujici &islici 9.
Tato posloupnost urcuje posloupnost {b,}, jejiz cleny maji
dekadické zapisy b1 = (a1), b2 = (a1a2) atd. Dokazte, Ze
posloupnost {b,} obsahuje nekone¢n& mnoho slozenych ¢isel.

Kombinatorické ulohy z teorie ¢isel

4.1 Jsou dédna prirozend ¢isla a, b. Existuji piirozena Cisla
¢, d takova, Ze a? + b2 + ¢2 = d??

4.2 Turnaje se zGlastnilo (m — 1)n 4+ 1 sportovcua. Do-
kazte, ze bud je mezi nimi m Gcastnikua, ktefi se navzijem ne-
znaji, nebo je mezi nimi sportovec, ktery se zni s alespoti n
ostatnimi sportovci.

4.3 V tabulce n X m jsou zapsina navzdjem ruznd realnd
Cisla. V kazdém fadku (resp. sloupci) je podtrZeno % (resp. 7)
nejvétsich Cisel. Dokazte, Ze alesponi Ar isel je podtrZeno
dvakrat.
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4.4 Je déno prvodislo p. Pro kazdé ke {1,2, ...,p — 1}
oznatime symbolem aj zbytek &isla k7 pii déleni &islem p2.
Uréete

p—1
s= 2 ag.
k=1

4.5 Necht pu, gn jsou nesoudélnd piirozena &isla, pro néZ
plati

Dokazte, ze plati
a) pu je sudé pro viechna n;
b) pro kazdé % existuje » tak, Ze 2% déli p,m pro viechna m.
4.6 V posloupnosti 19842376... je kazda Cislice polinaje
pétou rovna posledni &islici sou¢tu piedchozich &tyi Eislic.
a) Existuje v posloupnosti ¢tvefice 1985 ?
b) Vyskytuje se v posloupnosti ¢tvetice 4198 2

Rovnice a funkce

5.1 Oznatme Q2 mnozinu viech bodu v roviné R2, jejichz
obé soufadnice jsou raciondlni &isla. Rozhodnéte, zda

a) sjednoceni viech asecek, jejichz krajni body nélezi mno-
ziné Q?2, pokryva rovinu R2,

b) konvexni obal Q2 (tj. nejmensi konvexni podmnozina R2
obsahujici mnoZinu Q2) je celd rovina.

5.2 Najdéte viechna celd Cisla x, pro kterd je

x4+ a3+ 24 x4+ 1

Gplny Ctverec.
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5.3 Urcete vSechna redlnd &isla a tak, aby pro kofeny xj,
X9, X3 rovnice

2 —6x2 +ax +a=0

platilo

(%1 — 13 4 (x2 — 2% + (x3 — 33 = 0.
5.4 Mohou mit rovnice
¥ —x—1=0, x2+ax +b=0,

kdé a, b jsou raciondlni ¢isla, spole¢ny (komplexni) kofen ?
5.5 UvaZujme rovnici

V2o +1 — 224+ |B3x+p+4=]x2+9x+3p+9, (1)
kde x, p jsou redln4 ¢isla. UkazZte, Ze pak je

(2 +x—p)(x2+8x+2p+9) =0,
a najdéte mnozinu redlnych parametrt p, pro které ma rov-
nice (1) pravé jeden reédlny kofen.

5.6 Ukazte, Ze rovnice

1 1
l+x+ -2+ ... +—xn=
2 n

nema pro sudéd n Zddny realny kofen.
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5.7 Necht f a g jsou zobrazeni mnoziny A do sebe. Funkci
Jf nazveme n-tou funkciondlni odmocninou g (n je piirozené
Lislo), je-li

frx) = g(x)
pro kazdé x € A, Pfitom definujeme
Fi(x) = f(x), fri(x) = f(f7(x)).

1
a) Dokazte, Ze funkce g: R+ — R+, g(x) = oo ma nekoned-

n& mnoho n-tych funkcionalnich odmocnin pro kazdé n = 2.
b) Dokazte, Ze existuje prosté zobrazeni R na R, které nemd
n-tou funkciondlni odmocninu pro zddné n = 2.
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