33. ro¢nik matematické olympiady

Spréva o 25. medzindrodnej matematickej olympiade

In: FrantiSek Zitek (editor); Leo Bocek (editor); Karel Horak
(editor); Beloslav Riecan (editor); Karol Krizalkovi¢ (editor): 33.
ro¢nik matematické olympiddy. Zprava o feSeni tloh ze soutéze
konané ve $kolnim roce 1983-84. 25. mezinarodni matematicka
qléﬁ]}ﬂlg‘l(klf {ﬂ%‘{ak). Praha: Statni pedagogické nakladatelstvi,
1986. pp. 133-167.

bttt o B Ikemn ati g/ afnth ecGzkih1 Aestepy 88 Sciences
provides access to digitized documents strictly for personal use.
Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
L signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/404788
http://dml.cz

Spréva o 25. medzindrodnej matematickej
clympiide

1. Organizdcia a priebeh sitage

Jubilejnd - 25. medzindrodnd matematickd olympidda sa
konala v hlavnom meste nasej republiky - v Prahe. Téito
skuto¢nost znamenala mozno mensiu atraktivnost pre nasich
reprezentantov, lebo ucast v satazi nebola spojend so zahra-
ni¢nou cestou. Na druhej strane v3ak umozZnila zozndmit sa
s neopakovatelnou atmosférou sutaze ovela Sir§iemu okruhu
nasich odbornikov ako je to mozné v pripade jej konania sa
v zahranidi.

Usporiadatelom 25. MMO bolo Ministerstvo $kolstva CSR
(po vzdjomnej dohode oboch ndrodnych ministerstiev), ktoré
pripravou a organizaénym zabezpelenim poverilo Mate-
maticko-fyzikdlnu fakultu Univerzity Karlovej a Matema-
ticky ustav CSAV. Na usporiadani MMO sa dalej podielali
JCSMF, UV SZM, UV MO, odbor $kolstva NVP a KV MO
v Prahe.

Mozno to neprichodi hodnotit nam a hodnotit to uz teraz,
ale prazska olympidda sa vyznaCovala priatelskou atmosférou
zndsobenou srde¢nostou a obetavostou usporiadatelov a zna-
menala Uspech tak z hladiska upevnenia priatelstva a spolu-
price mladych matematikov z celého sveta, ako aj z hladiska
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upevnenia dobrého mena usporiadajtcej krajiny. Zasluhu na
tom mal predovSetkym organizalny vybor na Cele s prof. dr.
Karlom Drbohlavom, DrSc. Nezabudnutelnym zaZitkom bol
otvaraci ceremonidl i vyhldsenie vysledkov olympiddy v aule
Karolina, bohaty kultirny a spoloCensky program (vritane
prijatia na staromestskej radnici, vyletu na Karlstejn atd.),
ako aj matematické hry organizované pre mlddez po skonceni
sutaze. Druhy raz v histérii olympidd sa uskutolnilo v jej
programe sympoézium, na ktorom referovali viaceri delegati
o vychove matematickych talentov v jednotlivych krajinich.
Za CSSR prehovoril dlhoroény funkciondr MO prof. dr. Jozef
Moravéik, CSc. Priebeh olympiddy bol Siroko komentovany
nasimi hromadnymi oznamovacimi prostriedkami, vritane
rozhlasu a televizie. Utastnici sa mali prileZitost zoznimit
s hodnotnou vystavkou matematickych materidlov z mnohych
krajin.

Olympiady sa zacastnil rekordny pocet 34 krajin z 5 konti-
nentov (po prvykrat sa zacastnili Cyprus a Nérsko) i rekordny
pocet 192 tucastnikov. Pritomny bol aj zastupca UNESCO
prof. E. Jacobsen. Otvorenie stfaze sa konalo 3. jala 1984,
zaver 9. jula 1984, samotna sutaZ prebichala v drioch 4. a 5.
jula, dalsie 3 dni boli venované oprave tloh a ich koordindcii
(hlavnym koordindtorom bol prof. dr. Lev Bukovsky, DrSc.,
z PF UPJS v Kosiciach). Ale eite predtym medzinirodni
jury (pod vedenim jedného z naSich najskdsenejsich olym-
pijskych pracovnikov dr. Frantiska Zitka, CSc.,z MU CSAV
v Prahe) vybrala 6 sufaZnych uloh. Podklady jej pripravila
problémovi komisia (vedend &enom korespondentom CSAV
prof. dr. Miroslavom Fiedlerom, DrSc. z MU CSAV v Prahe),
ktord vybrala a spracovala 16 najvhodnejsich uloh spomedzi
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uloh navrhnutych jednotlivymi krajinami. Jury rozhodla hla-
sovanim o konetnom vybere. Bola pritom o nieto nidro&nejsia
ako problémova komisia. MoZno az prili§, ¢o ostatne mozZe
Citatel posudit sim.

Ulohy prvého stitazného diia

1. Nech x, y, 2 st nezdporné realne Cisla, x +y + 2 = 1.
Dokazte, ze

7
O§xy+yz+zx—2xyz§§:i.

(Tato uloha bola navrhnutd NSR.)

2. Nijjdite takd dvojicu (a, b) celych kladnych &isel, aby
platilo:

(1) dcislo abla + b) nie je deliteIné ¢islom 7,
(2) &islo (a + b)" — a” — b7 je deliteIné &islom 77.
Vysledok zdovodnite.

(Této uloha bola navrhnutd Holandskom.)

3. V rovine st dané dva rézne body O, 4. Pre [ubovolny
bod X roviny rozny od bodu O oznatime symbolom a(X)
velkost orientovaného uhla 40X merant v radidnoch proti
smeru hodinovych ruditiek (0= «(X) < 27) a symbolom
C(X) kruznicu so stredom v bode O a polomerom dizky
|oX| + %}% . Dany je kone¢ny pocet farieb a kazdy bod
roviny je zafarbeny jednou z nich. Doké’te, Ze v rovine

4
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existuje taky bod X, Ze «(X) > 0 a na kruznici C(X) existuje
aspoii jeden bod tej istej farby ako X.
(T4to uloha bola navrhnutd Rumunskom.)

Ulohy druhého satazného diia

4. V konvexnom S§tvoruholniku sa priamka CD dotyka
kruZnice o priemere AB. Dokézte, Ze priamka AB sa dotyka
kruZnice o priemere CD vtedy a len vtedy, ked s priamky
BC, AD rovnobezné.

(Tato uloha bola navrhnutd Rumunskom.)

5. Nech d je sucet dizok vietkych uhloprieok a p je obvod
rovinného konvexného n-tholnika (n > 3). Dokézte, Ze

s 2d [n”"n+1
n— <P< 3 2

([x] je cela Cast ¢isla x, tj. najvicsie celé Cislo neprevysujtce x).
(Této tloha bola navrhnuta Mongolskom.)
6. Nech a, b, ¢, d si nepérne celé Cisla vyhovujice nasledu-
jucim podmienkam:
MHo<a<b<ce<d,
(2) ad = bc,
(3) a +d = 2%, b + ¢ = 2™ pre nejaké celé Cisla &, m.
Dokaézte, ze a = 1.
(Tato tloha bola navrhnuta Polskom.)
Po oba dni mali sutaziaci na riefenie k dispozicii ¢as 4,5
hodiny.

2. Vysledky 25. MMO

Po néro¢nej koordindcii, pri ktorej panovala spokojnost
s nasimi koordinatormi (Ceskoslovenské rieSenia boli koordi-

136



nované autorskymi krajinami vzhladom na to, Ze sme boli
usporiadajicou krajinou), jury urcila vysledky. Stalo sa tak na
zasadnuti siahajicom hlboko do noci. Okrem urcenia vysled-
kov jury prerokovala na zdvere¢nom zasadnuti aj dalSie otazky.
Medziingm sa dohodlo, Ze v r. 1985 sa uskuto¢ni medzi-
nérodnd matematickd olympidda vo Finsku, v r. 1986 v Pol-
sku a v r. 1988 v Australii. Otvorenym ostal rok 1987, na
ktory predlozili navrh Kuba aj Svédsko.

Jury rozhodla, Ze ocenenych bude polovica zo 192 ucast-
nikov. Pri tradi¢nom rozdeleni prvych, resp. druhych, resp.
tretich cien v pomere 1 :2 :3, bolo udelenych 14 prvych,
32 druhych a 49 tretich cien. Okrem toho bola udeleni jedna
osobitnd cena za origindlne rieSenie ulohy ¢. 5. Prehlad
vysledkov je uvedeny v priloZzenej tabulke (str. 138).

K celkovym vysledkom treba poznamenat, Ze 3 krajiny
vyslali netplny pocet Gcastnikov: Alzirsko Styroch, Luxem-
bursko a Noérsko po jednom. (Ostatne, uZ aj z tohto vidiet, Ze
nie je mozné stanovit oficidlne poradie krajin.) MMO mala
8 absolGtnych vitazov, ktori ziskali plny pocet 42 bodov.
Boli to: A. Astrelin (ZSSR), Dan Than Son (Vietnam),
K. Griger (NDR), K. Ignatiev (ZSSR), B. D. Mihov (Bulhar-
sko), D. Moews (USA), L. Oridoroga (ZSSR), D. Tataru
(Rumunsko).

3. Hodnotente Ceskoslovenskej ticasti
Predsednictvo UV MO urilo ¢lenov &. druZstva na svojom
zasadnuti 21. 6. 1984. Vychadzalo najmi z vysledkov celo-
stétneho kola a krajského Kkola ako aj permanentnej sutaZe

prebichajicej v rdmci 3-tyzdriového sustredenia uz§ieho
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- Pocet Neoficidlne Pocet cien

Krajina bodov poradie 1. 2. 3.
Alzirsko 36 28 - — —
Australia 103 15 — 1 2
Belgicko 56 2324 - - 1
Brazilia 92 18 — — 3
Bulharsko 203 2 2 3 1
Cyprus 47 26 — — 1
CSSR 125 13 - 2 2
Finsko 31 29 - = =
Francuzsko 126 12 - 2 2
Grécko 88 19 — 1 —
Holandsko 93 17 — 1 2
Juhoslavia 105 14 — — 4
Kanada 83 20 — — 1
Kolumbia 80 21 — — 2
Kuba 67 22 — — 1
Kuvajt 9 33 - - =
Luxembursko 22 32 - — 1
Madarsko 195 4-—-5 1 4 1
Maroko 56 23—-24 — — 1
Mongolsko 146 10 — 3 2
NDR 161 8 1 2 3
NSR 150 9 — 2 4
Norsko 24 31 — - 1
Polsko 140 11 — 1 5
Rakusko 97 16 — 1 2
Rumunsko 199 3 2 2 2
Spanielsko 43 27 S
Svédsko 53 25 - -
Taliansko 0 34 — — -
Tunis 29 30 — — -
USA 195 4-—5 1 4 1
Velka Britdnia 169 6 1 3 1
Vietnam 162 7 1 2 3
ZSSR 235 1 5 1 —
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10-¢lenného vyberu. Toto sustredenie sa konalo 4.—23. 6.
1984 v Bratislave. Predsednictvo prihliadalo tiez k ststredeniu
ir§ieho kddra (1.—8. 4. 1984 v Brezovej pod Bradlom)
a k celo$titnemu kore$pondenénému semindru. Urdilo tychto
reprezentantov: Furaja Baldzsa (4. rotnik gymndazia na Kuz-
manyho ul. v Kosiciach), Martina Grajcara (4. roénik gym-
nazia M. Kopernika v Bilovci), Pavla Krrousa (3. ro¢nik
gymndzia v Liberci), Adama Obdrzdlka (2. ro¢nik gymndzia
W. Piecka v Prahe), ¥dna Seféika (3. ro¢nik gymnizia A. Mar-
kusa v Bratislave) a ¥i#tho Witzanyho (4. rotnik gymnizia
W. Piecka v Prahe). Néhradnikom bol Perr Hdjek (2. ro¢nik
gymnéazia W. Piecka v Prahe). Vedicim ¢&s. delegicie bol
prof. dr. Beloslav Riecan, DrSc.,z MFF UK v Bratislave, jeho
zéstupcom dr. Leo Bocek, CSc., z MFF UK v Prahe.

Dosiahnuté vysledky st uvedené v nasledujucej tabulke:

Pocet
_ bodov Udelena cena
Ziak za rieSenie Sucet a celkové
ulohy ¢&. bodov umiestnenie
123456
Juraj Baldzs 770741 26 2: 47.—49.
Martin Grajcar 670741 25 3. 50.—52.
Pavel Krtous 010631 11 —  123.—-132.
Adam Obdrzilek 310410 9 — 139.—143.
Jan Seféik 770600 20 3. 76.—81.
Jifi Witzany 717676 34 2. 25.—28.
125
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Vzhladom na mimoriadnu néro¢nost prikladov 25. MMO
mdéZzme s uspokojenim konstatovat, Ze nasi reprezentanti po-
dali solidne vykony. IsteZe, nade (neoficidlne) 13. miesto ne-
posobi efektne a v poslednych rokoch sme si zvykli na umiest-
nenie o nieCo lepsie. Treba si vak uvedomit, Ze medzitym
rady naSich sutaziacich opustilo niekolko vynimoénych ta-
lentov (napr. jeden z nich, Igor Kfiz, uz tohto roku ako
poslucha¢ 1. ro¢nika MFF UK v Prahe ziskal popredné
umiestnenie v celodtitnom kole SVOC), do ndsho druZstva
nastapili novi, nadani sice, ale neskaseni ¢lenovia. Svoje
zohrala aj napdta atmosféra medzindrodnej sutaZe.

Na druhej strane, v takej ndro¢nej sutazi, akou MMO je,
hri vyznamna dlohu aj ndhoda. Keby napr. aj zvysni dvaja
¢lenovia nasho timu boli ziskali ceny (tj. keby boli uhrali svoj
$tandard, ako to dokézal urobit v neoficidlnom suttaZeni,
pravda, v neporovnatelne uvolnenejsej atmosfére, nd§ né-
hradnik), boli by sme zopakovali vlafajs$i Gspech a umiestnili
sa v prvej desiatke. Alebo taky utok nasho Witzanyho na
1. cenu. Zo suchych &isel sa nedd vycitat ten drobny krocik,
¢o ho od nej delil. Witzanyho poloZil druhy priklad. Mimo-
chodom priklad bez zvld$tnej invencie, ani nie obzvlast tazky.
Bolo treba upravit biném; kto prisiel na vhodna upravu,
priklad vyriesil. Jifi uskuto¢nil niekolko réznych jednoduch-
Sich i zlozZitejdich obratov. V jednom z nich sa uZ implicitne
objavilo rieSenie. Mozno Jifimu chybalo 5 minuat a bol by
mal namiesto jedného bodu za 2. priklad bodov sedem,
namiesto druhej ceny, cenu prva.

Ale také je uz sttaZenie, treba ho brat Sportovo. Pre viet-
kych naSich sataZiacich bola MMO Zivotnym zéZitkom, pre
tych mlad$ich azda aj povzbudenim do daldicho ro¢nika su-

140



taze. ZanedbateInym nie je ani spdsob, akym na 25. MMOC
zvifazila my3lienka priatelstva medzi nirodmi. Ani to, Z¢ sa
tak stalo v hiavnom meste nalej vlasti.

4. RBesent tloh 25. MMO

Reseni 1. dlohy. K dikazu nezipornosti uvedeného
vyrazu si stali uvédomit, ze 0 = x, y, 3 = 1, takze

xy +yz + 2x — 2xyz = xy(1 — 2) + y2(l — x) + 2x = 0.

MiuizZeme také diky symetrii pfedpoklidat x = y = 2z, takZe
1

x<--a
-3

xy +y2 + 2x — 2xyz = xy + y3(l — 2x) + 2x = 0.

Podle nerovnosti mezi aritmetickym a harmonickym pri-
mérem plati dokonce

xy + y2 + 2x 3 3 xyz

= - =T = 3xyz,
3 1 1 1 X +y+z )
xy u yz  2x
tj.
xy + yz + 2x = 9xyz.
; 1
Nyni dokidzeme druhou nerovnost. Polozme x = 3 + a,
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1 1
y=3 + b,2= 3 + ¢, podle pfedpokladu ulohy pak je
1 —a b, 2
= ¢ 3

IA

=0, — —
a+d+c 5 3

. 1
xy + yz + 2x — 2xyz—27 — (ab + bc + ca) — 2abec =

7 1 . _
=— 4 ——(bc — a% — 6abc).

o217

1

Vzhledem k symetrii miZeme pfedpoklddat a = b = ¢, pak
musi bytbuda=b6=0=c¢,neboa=0=bd=c.
V prvnim piipadé€ je bc — a®> — 6abc = 0, v druhém piipa-
1

3 0

IA

dé muZeme psit pro — <a

bc — a2 — 6abc = bc — (b + ¢)2 — 6abc = —(b — c)2
— 3bc — 6abc = —(b — ¢)* — 3be(l +2a)= 0

s rovnosti, pravé kdyZz b6 = ¢ = a = 0. V obou pfipadech

plyne z (1) nerovnost

— < —
xy + y2 + 2x — 2xyz < 27

, pak je

N]H

2. feSeni. Necht napf. x =
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xy+ 3z + z2x — 2xyz = x(y + 2) + yx(1l — 2x) =

1 7
=x(1—2)+yz(l —2x)=x(1 — )= — <27

Vzhledem k symetrii zbyvd vySetfit jen piipad, kdy je
: 1

0§x,y,z<—2-. Poloime " =1 — 2x, % =1 — 2y,

2 =1- 22; pak je

¥ +y +2=1, x,y,2 >0

1
Xy + yz + 2x — 2xyz = 1 (1 + x"y’2").

Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym prumé-
rem dostaneme

L, (x’+_y'+z’)3 1
Xy \—— =7

takZe

Xy + yz + zx — 2xy2 = ¢ 57"

3. FeSeni. UvaZujme mnohoclen

P)=0—-x)t—y)(E—-2)=
=8 — 2+ (xy +y2 + 2x) — xy=z.
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Mimetedydokdzat, Zeprox 2y 22 20, x +y +2 =1
je

A

1 (1)/1
“8=2\2)=216"
i >1 .1 /1 (l)< .
Je-lix = 2:1°J’§ z,zg 2,p 5 = 0 a podle nerov-

nosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem

) ) (3
(5 <

I\

A
A

3

podobné pro x = By je

0= (1)/(2:__’1:.{::’)3_’1‘
=?\3/)=\ 3 =216
4. reSeni. Funkce

f(%,3,2) = xy + yz + 3x — 2xyz

je spojitd a nabyvd proto v uvaZovaném defini¢nim oboru
0= x,y,2=1, x +y + 2 = 1 svého maxima. Je-li

1
x<~2-ay:§:z,plati
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f (x,y; z’y ;_ z) =x(y + 2) + (__y_zi_z)?(l — 2x) >

> x(y + 2) + y2(1 = 2x) = f(x,9, 2).

Z duvodu symetrie mazZeme predpokladat, Ze x = y = z.
je bud x < y < z, nebo

1
x=y<z ( v obou pfipadech musi byt x < 2

Ncni-lixz_y:z:—g,

) , takZe

y+zy+z
f(x> 2 3—2_—) >f(x,y, z):

nebo x <y ==za Zéz,takiepokudz:ﬁz,je

( x+y x+y
z’

22 502) S ) = S5, )

1
roy=z:—5,x:Omémef (0,3,—2—

11) 1<7
T4 27

Funkce f tedy nabyvé v uvedeném defini¢nim oboru svého

1
maxima v jediném bodé x =y = 2 = 32 je

103921 (5.5 5) = -
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5. FeSeni. Oznalme &k = xy + yz + 2x — 2xyz =
= x(1 — x) + y2(1 — 2x). Vzhledem k symetrii miZeme
1

piedpokladat, ze x = 3 Protoze

y+z=1-—x

R+ x(x—1)
YE="T1 "o 0

jsou &isla y, z redlné kofeny kvadratické rovnice

N . /’e—l—x(x——l)_‘0
Bt =Dt =0

pro jejiz diskriminant plati

(x —12(1 —2x) — 4k —4x(x — 1) = 0

neboli

b= 1 X 1 ) 1

=-7 X% + 4 X< + z°
F> " 1 s 1 ) 1 - 1
unkce f(x) = — > ¥ - 2" +4 ma v intervalu ¢ ,3>
nezipornou derivaci

3 1 1
f(x) = ~x2+-2—x—~x(l-—3x)>0
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takZe

(1)1

3. 27
6. Feseni. Najdeme extrémy funkce
fE,y)=xy+31—x—y) +
+ (- %=y — 201 —x —y) =
=x+y— %% — 32— 3xy + 22% + 2xy°

v trojahelniku T s vrcholy (0, 0), (0, 1), (1,0). Ty budou

lezet bud na jeho hranici, nebo v jeho vnitinich bodech,
pro které zéroven

of
5;:1——2x—3y+4xy+2y2=

=Qx+y-D2y-1)=0,

of
5:1—2y—3x+4xy+2x2=

=2y +x—-1)2x —1)=0.
Snadno zjistime, Ze témto dvéma podminkim vyhovuje

1
jediny vnitini bod trojdhelniku T, totiz (—

3 ,-3—) , Vv némz
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11 7
o . Zbyva prozkoumat hranici trojahelniku T,
3°3) 7 21

tj. vySetfit prab&h funkce

Sf(x,0) =f(0, x) = f(x,1 —x) = (1 — x)
1
v intervalu €0, 1. Tam jeale 0 = x(1 — x)= i

Funkce f(x, y) nabyva v trojahelniku 7" maxima 27V bodé

11
(?,?) a minima 0 v bodech (0, 0), (0, 1), (1, 0), takze je

7
O<xy+yz+zx—2xyz<—2~§

s rovnosti vlevo pro trojice (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) a vpravo
( 1 11 )
Pro3>3>3
Reseni 2. dlohy. Podle binomické véty je

(@+b7 —a” —b" =
= Tab((a> + b°) + 3ab(a® + &%) + 5a%b%(a + b)) =
= Tabla + b)(a* + 2a%b + 3a2b% + 2ab® + b*) =
= Tabla + b) (a? + ab + b2)2. (1)

Vyhovuii-li &isla a, b podminkdm tlohy, je Cislo a2 + ab + b2
délitelné &islem 73 = 343. Zkusme napi. @ = 1 a hledejme &
tak, aby 42 + b + 1 bylo délitelné 343. Vyhovuje b = 18.
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2. Feseni. PouZijeme rovnost (1). PoloZme a = 1 a hle-
dejme b tak, aby ¢isla b, b + 1 nebyla délitelnd sedmi a aby
b2 + b + 1 bylo délitelné 73. Podle Eulerovy véty plati pro
nesoudélna &isla r, s, Ze r™® — 1 je délitelné &islem s, kde
¢(s) je pocet prirozenych ¢isel menSich nez s a nesoudélnych
s 5. Je-li tedy r Cislo, které neni délitelné sedmi, je

r'p(T') —1= rﬂ.7'~” —1= (7‘2'72 o 1) (7,4473 + ri‘.’i" + 1)

délitelné 73, a neni-li ani %% — 1 d8litelné sedmi, bude
r2-98 4 98 ] délitelné 73. Dvojice a = 1, b = "% tedy
vyhovuje podminkdm tlohy, pokud Zidné z Cisel

rr?® — 1,6 4+1 =% 41

neni délitelné sedmi.

Neni-li » délitelné sedmi, davd »® podle Fermatovy véty
pii déleni sedmi zbytek 1. Protoze 98 = 6.16 + 2, ddvaji
¢Cisla 798 a r2 pfi déleni sedmi stejny zbytek, takZe stali najit
takové r, aby Z4dné z &isel », ¥2— 1, #2 + 1 nebylo délitelné
sedmi. Odtud plyne, Ze dvojice a =1, b = r?® vyhovuji
tloze, pravé kdyz r dava pii déleni sedmi zbytek 2, 3, 4
nebo 5. :

3. feSeni. Relenim tlohy jsou pravé ty dvojice (a, &),
pronéZa == 0(mod 7),5 == 0 (mod 7),a + b= 0(mod 7) a

a% + b2 + ab = 0 (mod 73). @)

Vyhovuje-li dvojice (a, b) rovnici (2), vyhovuje ji zfejmé
i dvojice (ka, kb) pro libovolné pfirozené &islo £. Vyhovuje-li
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tedy uloze dvojice (a, b), vyhovuje podle Eulerovy véty
i dvojice (1, a?%b). Chceme-li tedy najit viechny dvojice
(a, b) vyhovujici uloze, stali najit vSechna feSeni tvaru (1, 7),
ostatni pak budou tvaru (&, kt), kde £ == 0 (mod 7).

Re$me tedy rovnici

2 + ¢+ 1 =0 (mod 7). 3)

Vyhovuje-li ¢ rovnici (3), vyhovuje ji i (mod 7) a snadno
zjistime, Ze 7 = 2 (mod 7) nebo 7 = 4 (mod 7).

Necht ¢ = 2 (med 7), tj. ¢ = 7m + 2. Pak ma rovnice

(Tm + 22 4+ (Tm + 2) + 1 == 0 (mod 72)
neboli
35m + 7 = 0 (mod 72)

neboli

5m + 1 =0 (mod 7)

fedeni m = 4 (mod 7). Proto vyhovuje-li z = 2 (mod 7) rov-
nici (3), je z = 30 (mod 72), tj. ¢ = 49n + 30. Plati tedy

(497 + 30)2 + (491 + 30) + 1 = 0 (mod 75),

neboli

61ln + 19 = 0 (mod 7)
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jediné feseni rovnice (3) t =324 (rnod 73)

V pripadé ¢ =4 (mod 7) najdeme analogicky druhé
feSeni rovnice (3) ¢ == 18 (mod 7%).

Resenim tlohy jsou viechny dvojice ptirozenych &isel

(a, b) = (k, 18k) nebo (&, 324k) (mod 73),

kde £ == 0 (mod 7).

ReSeni 3. dlohy. Uvazujme dv& kruZnice R = (O, r)
a §=(0,s), kde 0 < r <5< 1. Na kruznici R existuje
bod X takovy, ze § = C(X). Je to bod X, pro n&jz «(X) =
= (s — r) (zfejmé 0 < a(X) < 1). Nevyskytuje-li se barva
bodu X na kruZnici S, znamend to, Ze mnoZina viech barev
na kruZnici R se li§i od mnoZiny vSech barev na kruznici S.

Kdyby dokazované tvrzeni neplatilo, znamenalo by to, Ze
na kazdych dvou ruznych kruznicich se sttedem O a polo-
mérem men§im neZ 1 jsou ruzné mnozZiny barev. MnoZina
viech barev, jimiZ jsou obarveny body roviny, by tedy méla
nekone¢né mnoho podmnoZin a nebyla by kone¢na.

Reseni 4. alohy. Oznaime M stied strany AB, M’ pra-
vouhly prumé&t bodu M na piimku CD (obr. 30). ProtoZe
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podle piedpokladu lezi bod M’ na kruZnici s pramérem 4B,
je trojihelnik BM’M rovnoramenny, neboli

|SCMBM'| =|SXMM'B| = 1| X AMM'.

Dile oznatme N stied strany CD a N’ jeho prumét na piim-
ku AB. ProtoZe |<IMM’'D| = |<INN’'A4| = 90°, je

| AMM’| = | XDNN’|

a body M, M’, N, N’ lezi na kruZnici s primérem MN.
KruZnice nad primérem CD se dotykd piimky 4B, pravé
kdyz trojahelnik CN’N je rovnoramenny, tj. pravé kdyz

|<CNCN’| = 1 |<IDNN'| = }|TAMM'| = | TMBM’|.

To nastane pro M’ == C a N’ == B pravé tehdy, leZi-li body
M’, N’, B, C na kruznici (obr. 30, 31). Pokud je M’ = C
(obr. 32) nebo N’ = B (obr. 33), je ziejmé |INCN’| =
= |<CMBM’|, pravé kdyz MN|BC, tj. AD||BC, takie
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Obr. 33

v tomto specidlnim pripadé jsme s dukazem hotovi (dokonce
bude 4 = N’;resp. D = M’).

Zbyva ukdzat, Ze &tyfi razné body M’, N’, B, C leii na
kruZnici, pravé kdyz

| LAMN| = |52 4BC],

tj. jsou-li prot&jsi strany BC a AD ¢&tyfahelniku ABCD
rovnobézné. To ale plyne okamzité¢ z véty o obvodovych
uhlech - jen je tfeba uvazit viechny mozné polohy bodi M’,
N’ vadi bodam M, N, B, C (podle toho je bud |<cN'MN| =
= |<IN’M’N| nebo | <IN’ MN| = 180° — |<CN"M’'N| a po-
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Obr. 34a

Obr. 34¢
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Obr. 34e

dobné bud [<IN’BC| = 180° — |<IN’M’N|nebo | N'BC|=
= |<IN'"M’'N|). Ze viech 16 mozZnosti viak stadi uvaZovat
jen pfipady uvedené na obr. 34a—e (ptipad M’ = N, N” =
= M je trividlni). Tim je dukaz hotov.

Pozndmka. Posledni tvrzeni ziejmé plati, i kdyz MN je
libovolnd tétiva kruZnice k& (obr. 34): Pfedpokladejme, Ze
body M, N, M’, N" lezi na kruzZnici, bod B le# na piimce MN’
a bod C na ptimce M'N, M’ 4 C +# B = N’. Potom body
M, N’, B, C lez na kruznici, pravé kdyz MN||BC.
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2. TeSeni. Oznalme M stfed strany AB, N stied strany

|48
> obsah S(4ABCD)

&tyfahelniku ABCD mizeme tedy vyjadfit jako (obr. 35)

CD. Podle pfedpokladu je |MM'| =

Obr. 36
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S(ABCD) = S(AMD) + S(MBC) + S(CDM) =
=1 S(ABD) + } S(ABC) + 1|CD|.|4B|.

Zaroveri viak je (obr. 36)
S(ABCD) = } S(CDA) + } S(CDB) + } |4B|.INN'[..
Odtud plyne odettenim (obr. 37)

D

Obr. 37
|AB|(1|CD| — |[NN’|) = S(CDA) + S(CDB) — S(ABD) —
— S(ABC) = S(4ABCD) + S(CDO) — S(4BO) —
— S(ABCD) — S(ABO) + S(CDO) =
= 2(S(CDO) — S(ABO)) = 2(S(ADC) — S(ADB)).

KruzZnice nad pramérem CD se dotykd piimky AB, pravé
kdyz |NN’| = 1|CD|, coz je podle posledni rovnosti, pravé
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kdyz
S(ADC) = S(ADB).

To je viak ekvivalentni s rovnob&Znosti pfimek 4D a BC.
3. feSeni. Pokud AB||CD, dotyka se ziejm& kruZnice
nad pramérem CD strany AB, pravé kdyz |CD| = |AB|,
tj. pravé kdyz ABCD je rovnobéznik.
Jsou-li ptimky AB, CD ruznob&iné, oznatme V jejich
prisecik, o osu uhlu BVC, M a N stiedy stran AB a CD
(obr. 38). Uvazujme zobrazeni Z, které dostaneme sloZenim

Obr. 38

osové soumérnosti podle osy o a stejnolehlosti se stfedem V'
N

a koeficientem ||'7A—/I‘| V tomto zobrazeni bude Z(M) = N.

Protoze kruZnice % sestrojend nad pramérem AB mai stfed

v bodé¢ M a dotyk4 se pfimky CD, bude se kruZnice nad

primérem CD se stiedem Z(M) dotykat ptimky AB, priveé

kdy? bude obrazem kruZnice £ v zobrazeni Z, tj. pravé
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kdyz bude Z(A) = D a Z(B) = C. Zfejm¢ viak je AZ(A)|
|BZ(B).

Reseni 5. Glohy. Uvazujme konvexni n-thelnik A4,4,. ..
...Ay. S indexy budeme pocitat modulo 7.

Je-li A;A; uhloptitka, je podle trojuhelnikové nerovnosti

|4:i4;| + |dinadjnl > |didin| + |4;454].

2
A;Aj;, dostaneme vlevo kazdou uhlopii¢ku dvakrat a vpravo
kazdou stranu (n — 3)-krat, tedy

——2 uhlopritek

Secteme-li tyto nerovnosti pro vsech

2d > (n — 3)p.
Pro délku uhlopticky 4;A4; déle plati

|4idy] <|4idin| + ... + |A;144],

¢y
lAiAj] < IAJAN-I[ + ... + [Ai—1AgI.

Je-li m = 2k + 1, vezméme pro kazdou uhloptitku A4;4;
tu z nerovnosti (1), kterd md na pravé strané mensi pocet

n(n — 3) ) .
> nerovnosti se¢t€éme. Dostaneme

s¢itancti, a téchto

nerovnost, na jejiz levé strané je d a na pravé strané je soulet
délek stran, v némzZ se kazda strana vyskytuje tolikrat, pro
kolik tuhlopfi¢ek lezi v »mensi« ze dvou ¢ésti, na které je
obvod thloptfitkou rozdélen. Napf. pro stranu 414, vy-
chdzi z vrcholu A; jedinid takovd Wwhloptitka, z vrcholu
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Ay dvé, ..., zvrcholu A, jich vychazi £ — 1 a z vrcholu 4;
také & — 1. Na pravé strané je tedy kaZdd strana zapoctena
tolikrat, kolik je

1+24 .. +GR—1D+E—1),

takZe

s, ]

Je-li n = 2k, vezméme pro kazdy »pramér« 4;A4ii; ne-
rovnost

IAL‘AH-kI < %

a pro ostatni uhlopfi¢ky opét tu z nerovnosti (1), kterd mé na
n(n — 3)

pravé strané men$i polet s¢itancu. Se¢teme-li téchto
nerovnosti, dostaneme

k—2k+1) B—2
2 P="

A e

- Pozndmka. Nerovnosti, které jsme dok4zali, nelze zlepsit.
Pro mnchothelnik, jehoZz dvé sousedni strany maji délku 1
a ostatni strany jsou velmi malé, bude

?
d<k2+ p=

160



2d
p=2,d=n—3a—=mn— 3.
?

Pro mnohouhelnik, jehoZ »protilehlé« strany ApAri1, Andi,

n
kde £ = [—5}, maji délku 1 a ostatni strany jsou velmi malé,

bude
p=2,d=—kln — k) — 2

2 2=
;:k(n—k)—'z: rY > __2

2. FeSeni. Zvolme pfimku ¢ a pravouhlé praméty vrcho-
la 4y Ao, ..., Ay uvazovaného mnohothelniku na primku ¢
oznatme A'y, A2y ..., A'p.

Uvazujme nejprve body Bi, Bs, ..., By, lezici v primce
v tomto pofadi a odhadnéme soucet délek s vSech usetek B;B;
pomoci délky usetky B1Bj a Cisla n. Zfejmé

s 2 (|B1Bz| + |B:By|) + (|BiBs| + |B3Bul) + ... +
+ (IBan~1| + |Bn—1Bn[) + IBanl = (ﬂ - 1) [Ban! .

Daile si viimnéme, Ze kazd4 usetka B;B; se sklada z uselek
BBy, ptitemz kazdd uselka By By 1 je Casti pravé k(n — k)
usecek B;B;. Je tedy

n—1

s=S kn — k)|BiBes|.
k=1
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Pritom

4k(n — k) = n? — (n — 2k)?
n
a soutin k(n — k) nabyva tudiZ nejvétsi hodnoty prok = l -5] 5

takZe

{1 [ P

Odvodili jsme nerovnosti

(n—1>lBan[§s§[§””—:——1]1313n1. @)

Jsou-li mezi body By, Bs, ..., By aspoii ¢tyfi ruzné, jsou pri-
tom na obou stranich ostré nerovnosti.

Praméty 4’1, A%, ..., A"y, nemuseji sice leZet na pfimce ¢
v tomto porfadi, vzhledem ke konvexit¢ mnohothelniku
A1 4s. .. 4, je viak soucet

| A1 Als| + | Aodls| + ... + |Anadla] + | 4]

roven dvojndsobku nejdelsi z uselek A’;4’;. Je tedy podle (2)

(n — 1)(|A"1 A% + |A2A%8] + ... +|4xd1])=

n n+1 ’ r ’ 7
<23 |y =| 5 || =5 |41 + 4] +

1<j

+ oo+ [AadN)),
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pii¢emz | A" A'5| = |Aid;| cos iz, oznadime-1i o5 Ghel sevie-
7
n)" pf'imkami A;‘Aj, q (0 = 2271 = 5) .

Ot4cejme nyni zvolenou pfimku ¢ kolem né&jakého bodu O.
Pro 0 = x < = tak dostaneme pfimku g(x), kterd bude s pfim-

Y
kou A;A; svirat uhel a;;(x) (0 = ai(x) = -5), bude tedy
pro kazdé x € <0, ) platit

(n — 1) (|41 42| cos aro(x) + | A2A3| cos aaz(x) + ... +
+ | Andi| cosani(x) = 2 > | Aidj| cos aij(x) =

i<j

niln+1}|
< I:E] [T] (|A1A2] Ccos oqg(x) + lAgAsl cos oc-gg(x) +

+ e + IAnAll COos anl(x)).

Pritomjeprol =i <j=n

{ cos ai(x)dx = [ |cos x| dx = 2.
0 0

Zintegrujeme-li tedy posledni nerovnost na intervalu (0, ),
dostaneme

20n — 1) (|Arde] + |AoAs| + ... + |Andi|) < 45 |Aidy| =

1<)

ni|{n+1
éz[_z_][ 5 :’(IAlAz] + [Aeds| + ... + |4nd]),
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neboli

1
(n—Dp=2d+p)= [—;]["——}]p

ProtoZe n > 3 a jen pro konecné mnoho x € {0, ) se stane, Ze
nékteré pruméty splynou, budou na obou stranach dokonce
ostré nerovnosti, tj.

1
(= Dp < 2d +9) < [_’21]['1.;_]?

¢l

s3]

ReSeni 6. tlohy. Nejprve dokiZeme, Ze k > m, coZ
plyne z nerovnosti

alla+d)— (b+c) =ala—c)+ald—b) =
=ala —c¢)+bc—ab=(a—-bla—c)>0.

Z rovnosti

a2k — a) = b(2m — b)
dostaneme
2m | B2 — a2 = (b + a) (b — a). ¢))
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Cisla b + a, b — a nejsou obé délitelna &tyfmi, protoZe jejich
soucet 25 neni délitelny Ctyimi. Jedno z &isel b + a, b — a
je tedy podle (1) délitelné ¢islem 271 - oznalme je x. Je viak

O<x=b+a<b+c=2m
a tedy
x=2mL. @)
Cislo
btc—x=2m_ml=2mil 3)

je jedno z &isel ¢ + a, ¢ — a. ProtoZe a, b, ¢ jsou lichd &isla,
plyne z (2), Ze a, b jsou nesoudélna ¢isla, a z (3), ze a, ¢ jsou
nesoudé&lni &isla. Z podminky ad = b¢ vidime, Ze a|bc. Musi
tedy byt a = 1. _ '

Navic x, tj. jedno z ¢isel b + 1,6 — 1 je rovno 271 a jed-
no z &sel ¢ + 1, ¢ — 1 je rovno 271, Protoze b < ¢, je
b=2m1_—1 ¢=2m14 1aodtud d = 22m-1) — 1, kde
m > 2 je prirozené Cislo.

2. FeSeni. Nejprve ukdzeme, Ze &k > m:
226 = (d + a2 = (d — a)® + 4ad > (c — b)® + 4bc =
= (b + ¢)% = 22m,
Uvazujme ptirozend &isla x, v, pro kterd je
azzk—l _.x’b=2m—1 _y,c;zm—l +y’
©))
d = 2F1 4 x.

165



Plati -
226-2 — x2 = qd = bec = 22m~2 — y2, 5)
takze
X2 — y2 = Q%2 _ Q2m-2,
neboli
(x — ) (x + ) = 22m-H22E=m) — 1), (6)

Cisla x, y jsou lich4, &sla x + y, x — y sud4 a pfitom nemo-
hou byt obé zdroveri délitelnd ¢tyfmi, protoZe

x+y+x—y=2x. )

]c tedy {x + ¥, x — ¥} = {2r, 22%-3s} pro né&jaka lichd &isla
r a 5. Odtud plyne podle (7) a (6)

x = 22m~4s |y ops = 22(-m) — ],
takZe podle (4)
a=2t1 — x =281 _ 22m-2)5 _ p
a déle

1= sa = 2815 — 22(m-2)g2 — 22¢-m) | ] =

=1 — (2m»25 — 2lc~m)2§ 1’
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tedy
a=s=1.

Navicjem — 2 = k — m, tj. k = 2m — 2 a ze (4) dostane-
me

x =223 _1,d=a+ 2x =222 _ ] = pc = 22m-2 _ 32
takzZe
b=2m"1_1 ¢c=2m141],
Podminkim tlohy tedy vyhovuji pravé viechny &tvefice
a=1,b=2m1_1 ¢=2m"141,d=22m2_1],

kde m > 2 je pfirozené &islo.
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