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Kategorie C

ULOHY DOMACT CASTI 1. KOLA
C-1-1

Dokazte, Ze pro kazdy rozklad mnozinyM = {1,2,...,15}
na dvé disjunktni podmnoziny A, B plati: v alespon jedné
z mnozin A, B lze nalézt tfi navzdjem rtzni Cisla x, y, 2
tak, Ze x je nejveétsi spoleny délitel Cisel y, 2.

ReSeni. Mohli bychom se pokusit vypsat viechny mozné
rozklady mnoZiny M na dvé disjunktni podmnozZiny A, B
a ukazat pfimo, Ze v kazdém rozkladu obsahuje aspoii jedna
z mnozin A, B trojici ¢isel s popsanou vlastnosti. Vzhledem
k tomu, Ze je téch rozkladu pies 16 tisic, neni tento postup
prakticky mozny. Zkusime proto dukaz sporem. Pfedpoklé-
dejme, Ze existuje rozklad mnozZiny M na dvé disjunktni
podmnoziny A, B tak, Ze v Ziddné z mnozZin A, B nelezi
tfi navzdjem rtznd &sla x, ¥, 2, pro kterd je &islo x nejvétsim
spolenym délitelem ¢&isel y, z. Vime, Ze jedna z mnozin
A, B obsahuje &islo 1, necht je to mnozina A. V ni pak nelezi
Zadna dvojice nesoudélnych ¢isel z mnoziny M, ruznych
od 1, protoZze nejvétsim spoleénym délitelem dvou nesou-
délnych d&isel je Cislo 1. Do mnoZiny B nepatii soulasné
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¢isla 3, 9, 15, rovnéz tak nepatfi do mnoziny B soucasné
Cisla 2, 4, 14. Musi tedy do A patfit aspori jedno z Cisel 2, 4, 14
a asponi jedno z &isel 3, 9, 15. To je vsak spor, nebot v mno-
ziné A nelezi zadnd dvé nesoudélnd Cisla vétsi nez 1. Misto
trojice 2, 4, 14 jsme mohli vzit téZ trojici 2, 8, 14.

C-1-2

Urcete rozméry pravidelnych &tyfbokych hranola téchto

vlastnosti:

(1) délky jeho hran jsou vyjadieny celymi Cisly,

(2) velikost objemu hranolu a velikost povrchu hranolu
jsou vyjaddfeny tymz Cislem.

Reseni. Velikost strany &tvercové podstavy hranolu ozna-
¢ime a, vy$ku hranolu oznalime b. Pak se objem hranolu
rovnd a%b, jeho povrch je 222 + 4ab. Méme tedy najit
pfirozend &isla a, b tak, aby splilovala rovnici a6 = 242 +
+ 4ab, tj. ab = 2a + 4b. Posledni rovnici upravime na tvar
(a —4)(b — 2) = 8. Uvazime-li vSechny mozné rozklady
Cisla 8 na soutin dvou prirozenych ¢&isel, dostaneme pro
a, b tyto Ctyfi moznosti:

a—4=1, b—2=38,t.a=5b=10,

a—4=2, b—2=4, a=b=06,

a—4=4, b—2=2, a=8,b=4,

a—4=8, b—2=1, a=12,6=3.

Uloha m4 &tyfi fedent.
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C-1-3

Na uhlopticce AC daného &tverce ABCD zvolme bod E

1
tak, aby |4E| = 3 |AC|. Dokazte, ze piimka DE protina

stranu AB v jejim stfedu.

Obr. 30
ReSeni. Oznaime S prusetik piimek DE a AB (obr. 30).
Z podobnosti trojuhelnika ASE, CDE ihned plyne |[AS]|:
1 1 1
:|CD| = |AE|: |CE| = > takZe |AS| = 2 |CD| = Py |AB|.

Tim je dokdzédno, ze S je stied useCky 4AB.
Jiny postup dukazu: Ozname F stfed ¢tverce. Bod E lezi

2
na useéce AF a plati |AE| = 3 |AF|, |BF| = |DF|. Proto je
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bod E t&€zi§tém trojuhelniku ABD a pfimka DE jeho tZnice.
Ta protind stranu AB trojuhelniku v jejim stfedu.

C-1-4

Od pravidelného &tyisténu ABCD o hrané |4B| = 6 cm
oddélime pravidelny Ctyfstén AB'C'D’ o hrané |AB'| = 2 c¢m,
kde B’ € AB, C' € AC, D' € AD. Vypoltéte povrch télesa
BCDB'C'D’. O¢ je tento povrch men3i neZ povrch pivodniho
Styisténu ABCD?

Reseni. Povrch ¢tyisténu ABCD se rovnd Ctyindsobku
obsahu rovnostranného trojahelniku o strané 6 cm, tj.
36]/3 cm?. Povrch télesa BCDB'C’'D’ dostaneme z povrchu
Ctyfsténu ABCD tak, Ze odelteme obsahy trojahelnika
AB'C', AC'D’, AD'B’ (obr. 31) a pii¢teme obsah trojihelniku
B'C’'D’. Jsou to vesmés rovnostranné trojuhelniky o strané
2 cm, takze povrch télesa BCDB'C'D’ je 34]/3 cm? a je
0 2]/3 cm? mensi neZ povrch &tyfsténu ABCD.

Obr. 31
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C-1-5

Je din trojhhelnik KLM. Sestrojte rovnoramenny troj-
uhelnik KAB tak, aby kruZnice mu vepsand prochdzela
bodem L a dotykala se pfimky KM v bodé M. )

Reseni. Sestrojime nejdfive kruZnici 2 vepsanou hledanému
trojahelniku KA4B. Jeji stted S lezi na ose usetky ML a na
kolmici k ptimce KM vedenou bodem M. Tyto dvé pfimky
nejsou rovnob&zné, takze jsou bod § a kruzZnice k& jedno-
znatné urleny. Jedna strana trojahelniku KAB je primka
KM, dalsi strana je druhd te¢na 7 vedend bodem K ke kruz-
nici &, jeji bod dotyku ozna¢ime N (obr. 32). Hledany troj-

© Obr. 32

uhelnik KAB mé byt rovnoramenny, proto musi byt jedna
z piimek KS, MS, NS jeho osou soumérnosti. Je-li to pfimka
K, najdeme ten jeji pruselik P s kruZnici &, ktery lezi mimo
tseCku KS. Telna kruZnice £ v bodé P je tieti strana hleda-
ného trojuhelniku, jeji prasediky s piimkami KM, KN jsou
jeho vrcholy 4, B. M4-1i byt pfimka NS osou hledaného
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trojuhelniku (obr. 33), je jeho vrchol A prusetikem piimky
NS a poloptimky KM, bod B je soumé&rné sdruzeny k bodu
K podle stiedu N. Polopiimka KM vsak protne pfimku NS

K N (B)W o B
Obr. 33

jen tehdy, je-li |<C MKN| < 90°. V tom pfipadé dostaneme
daldi feSeni z feSeni pravé sestrojeného soumérnosti podle
pfimky KS. V ném bude osou piimka MS. Je-li viak
|<t MKN| = 60°, viechna tii feSeni splynou. Mazeme shr-
nout: Je-li |<¢ MKN| = 90° nebo |<¢ MKN| = 60°, mi
uloha pravé jedno feleni. V ostatnich piipadech ma tloha
tfi feSeni, z nichz dvé jsou soumérné sdruzend podle pfimky
KS.

C-1-6

Délky stran pravouhlého trojuhelniku jsou vyjadieny
celymi Cisly, jedno z téchto &isel je 20. Jaké mohou byt
délky ostatnich stran trojuhelniku?
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Refeni. Necht je 20 délka prepony, pro odvésny a, b
pak plati 52 = 202 — a2 ='(20 — a) (20 + a). Dosadime-li
za a postupné 1, 2, 3,...,19, dostaneme pro b2 hodnoty
19.21, 18.22, 17.23,...,1.39. Z téchto ¢&isel jsou vsak
druhou mocninou pfirozeného cisla pouze Cisla 8.32 a 4.36.
Prvni dostaneme pro @ = 12, je pak b = 16, druhé dostane-
me pro a = 16, b = 12. Je-li 20 délka jedné odvésny, plati
pro druhou odvésnu b a pfeponu ¢ vztah 400 = ¢2 — b2 =
= (¢ — b)(c + b).Cisla ¢ — b, ¢ + bjsou bud obg lich4, nebo
obé sudd, nebot jejich rozdil je sudy, rovna se 2b. Kdyby
byla ob& lichd, nemohl by se jejich souéin rovnat &islu 400,
musi byt tedy obé sudd. Rozklady ¢isla 400 na soucin dvou
sudych &isel jsou 2.200, 4.100, 8.50, 10.40, 20.20, k nim
dostaneme postupné tyto moznosti pro dvojice (¢, b):
(101, 99), (52, 48), (29, 21), (25, 15), (20, 0). Posledni
dvojice uloze nevyhovuje, délka odvésny nemuze byt nulova.
S vyse obdrzenou dvojici (12, 16) ma uloha pét feSeni.

ULOHY SKOLNI CASTI I. KOLA
C-S-1
Najdéte vSechny dvojice prirozenych &isel p, ¢, pro které
plati
P+ip=¢+yq

a p je prvocislo.
Reseni. Protoze p(p + 4) = gq(q + 1), musi byt &islo p
sudé, nebot Cislo g(g + 1) je vzdy sudé. Jediné sudé prvo-
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Cislo je p = 2, pak je g(qg + 1) = 12, tedy ¢ = 3. Dvojice
p = 2, ¢ = 3 je jediné feleni Glohy.

C-§-2

Je dén obdélnik ABCD o stranich |4B| = a, |BC| = b.
Obdélnik 4B1C1C je sestrojen tak, Ze jeho strana B;C;
prochizi bodem B. Obdobné sestrojime obdélnik AB:C2Cy
tak, aby jeho strana B»C: prochédzela bodem Bj. Vypoltéte
délky stran obdélniku AB>C-C;.

Reseni. Obdélniky ABCD a AB;C;C maji stejné obsahy,
jelikoz trojahelniky ABC a AB;C maji stejné obsahy. Délka
strany AC je Vﬁb_—“’j proto je |AB| = ab/VEzTI;?—.
Pokratujeme-li v tomto postupu (obr. 34), dostaneme

|AC1| = J/a* + 3a2b% + b*/ |/a2 + 82,
|ABz| = abl/a® + 82/ J/a* + 3a26% + b*.
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C-5-3a

Vypoltéte pomér objemi rotaéniho kuZele a koule jemu
vepsané, jestlize je vyska kuzele dvakrdt vétsi neZ primér
koule.

ReSeni. Oznatme polomér vepsané koule 7, vyska kuZele
e pak » = 4r. Oznalme je$té x polomér kruZnice, jeZ je

podstavou kuzele (obr. 35). Z pravothlého trojuhelniku

TSV plyne |TV| = 2r]/2, z pravouhlého trojuhelniku A0V

pak (x + 2¢]/2)2 = x2 + 162, tedy x = r|/2. Proto je objem
1

8
kuzele 3 X2y = 3 713, hledany pomér je 2.
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C-§-3b

Podstavou ¢tyibokého jehlanu je kosoctverec o strané a,
bo¢nimi sténami jsou &tyfi shodné trojuhelniky o stranich
a, b, c¢. Vypotitejte jeho objem, je-li a =5, b =6, c =T.

Reseni. Podstavou jehlanu je koso¢tverec ABCD, oznaéme
S jeho stied a V hlavni vrchol jehlanu. Je-li oznaceni vrcho-
Ia kosoltverce zvoleno tak, ze |AV| = b, je |[BV| = ¢, a tedy

|CV| = b, |DV| = c. Protoze |DV| = |BV|, |AV| = |CV]|,
je pravouhlym prumétem bodu V do roviny 4ABC bod S,
V'S je vyskou jehlanu. Oznaéme | VS| = 2, |4AS| = x, |BS| =
=y. Je x2 + 92 = a2, x2 4+ 02 = b2, y2 4+ 22 = ¢2 (obr. 36).

1
Objem jehlanu je —-. 2xyv. Z predchozich rovnosti plyne

2
2
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252 = a% + b2 — 2,292 =a? + 2 — b2, 202 = b2+ 2 — a2
takZe se objem jehlanu rovna

1
6

L/a-z +h2 — 2 l/az 42— B2 lsz L2 g2 1’/2’

po dosazeni danych hodnot a, b, ¢ vyjde 4]/”%.

ULOHY II. KOLA
c-1-1

Najdéte v3echny trojice kladnych &isel a, b, ¢, pro které
plati sou¢asné rovnice
ad + b+ ¢
a+b+c

4
b

5 a
= e
> ¢

Reseni. Z prvni rovnice plyne a3 + 5 = (a + b) ¢2. Do-
sadime-li z druhé rovnice ¢? = ab, dostaneme a3 + b3 =
= (a + b)ab, poupravé (a — b)2(a + b) = 0. Protoze a, b, ¢
maji byt kladnd, mohou byt feSenim dané soustavy rovnic
pouze trojice a = b = ¢ > 0. Zkouskou se presvéd¢ime, Ze
tyto trojice jsou opravdu feSenim.

C-li-2

Sestrojte trojuhelnik ABC tak, aby uvnitf strany AC lezel
bod D a uvniti strany AB bod E s té€mito vlastnostmi: Troj-

93



thelnik BCD je rovnostranny, trojthelnik BED je rovno-
ramenny a pravouhly s pravym Ghlem pfi vrcholu E. Urlete
pomér |AC| : |AE]|.

Reseni. ProtoZe trojuhelnik BCD mé byt rovnostranny,
musi se velikost jeho thlu pfi vrcholu C rovnat 60°. Sestro-
jime tedy libovolny rovnostranny trojuhelnik BCD, déle
pravouhly a rovnoramenny trojthelnik BDE s pravym thlem
pii vrcholu E tak, aby body E, C lezely v opacnych polo-
rovindch s hrani¢ni pfimkou BD. Prusetik ptimek CD a BE
je bod 4. Bod A4 existuje, protoZze pfimky CD, BE nejsou
rovnobéZné, bod D leZi mezi body A4, C, a trojuhelnik ABC
mé pozadované vlastnosti (obr. 37). Sestrojime-li k bodu 4

bod F soumérné sdruZeny podle pfimky CE, dostaneme
rovnostranny trojuhelnik CAF. Je pak |AC| = |AF| =
= |4E|])2, tedy |AC| : |AE| = |2.
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C-1I1-3a

Urcete viechny dvojice prvodisel p, ¢, kterd spliiuji rovnici

32 +p=¢+ 3¢

Reseni. Pro prvotisla p, ¢ mé platit p(3p + 1) = q(q + 3).
Pak musi existovat pfirozené Cislo % tak, Ze 3p + 1 = kg,
g+ 3 =Fkp, tedy 3p + 1 = k(kp — 3), po upravé
(B2 —3)p =3k + 1. Pro k>4 je k2 —3 >3k + 1 a ne-
muzZe existovat p splitujici posledni rovnici. Z ostatnich hod-
not % vyhovuje pouze &£ = 2, je tedy p = 7, ¢ = 11 jediné
feSeni ulohy.

C-1iI-3b

Mezi viemi kuZeli opsanymi kouli o poloméru » = 1 najdéte
ty, jejichZz objem je dvakrdt vétsi neZ objem dané koule.
Které kuZele opsané této kouli maji objem mensi, nez je
dvojnasobek objemu koule ?

Reseni. Oznalme x polomér podstavy a o vyiku kuZele
opsaného kouli o poloméru » = 1 (obr. 38). Z pravouhlych
trojuhelnikd 4OV, STV plyne podle Pythagorovy vety
X2+ 22 = (x4 [[(v — 1)2 — 1)2, takie x = 'v/]/vz — 2o,

1 wo?
objem kuzele je V' = 302"
nasobku objemu jednotkové koule pravé tehdy, kdyZ v spliiuje
rovnici 92 = 8v — 16, tj. (v — 4)2 = 0. Z uvazovanych ku-
Zelu pouze kuzel o vy$ce v = 4 md objem rovny dvojnédsob-

. Tato hodnota se rovna dvoj-
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Obr. 38

nému objemu jednotkové koule. Pro » £ 4 je vidy (islo
8
(v — 4)? kladné, objem kuzele je pak vetsi - 7. Z4dny kuzel

opsany kouli o poloméru 1 nemd objem mensi, nez je dvoj-
nasobek objemu této koule.

96



