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Kategorie B

ULOHY DOMACT CASTI 1. KOLA
B-1-1

Zobrazeni f roviny do sebe zobrazuje bod [x, ¥] na bod
[ax + by + m, cx + dy + n], pfi¢emZ se body [3, 0], [1, 2]
a [—1, —1] zobrazi pofadé na body [1, 4], [—1, 2] a [2, 0].
Uréete koeficienty a, b, ¢, d, m, n. Ukazte, Ze f je shodnost
s jedinym samodruZnym bodem, tedy otoceni. Vypoltéte
thel otoceni.

Reseni. Bod [3, 0] se zobrazi na bod [1, 4], musi tudiz
platit 1 = 3a + m, 4 = 3¢ + n. Pro dals$i dva body a jejich
obrazy dostaneme analogicky daldi &tyfi rovnice. Z obdrze-
nych Sesti rovnic vypolteme a =d =0, b = —1, ¢ =1,
m =n = 1. Zobrazeni f zobrazuje tudiz bod [x, ¥] na bod
[y + 1, x + 1], bod [u, v] se zobrazi na bod [—v + 1,
u + 1]. Protoze [(—y + 1) — (—v + D2 + [(x+ 1) —
—(u+ D =(x —u)? + (y — v)?, rovnd se vzdélenost li-
bovolnych dvou bodii vzdilenosti jejich obrazn, zobrazeni f
je shodné. Bod [x, y] je pravé tehdy samodruZny, pldti“Tli
rovnice x = —y + 1, ¥y = x + 1, proto mid zobrazeni f
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jediny samodruzny bod, je to bod [0, 1]. Bod [1, 1] se zobrazi
na bod [0, 2], jde tedy o otoCeni o thel 90°.

B-1-2

Necht jsou a, b nescudélna prirozena Cisla. Urcete nej-
mensi pfirozené Cislo m tak, aby pro vSechna pfirozena Cisla
¢, ¢ = m, mély rovnice ax + by = ¢ feSeni v oboru pfiro-
zenych, tj. celych kladnych cisel.

Reseni. Nejdfive si zkusime uréit ¢islo m pro nékterou
volbu ¢&isel a, b, naptiklad zvolime a = 2, b = 3 nebo a = 5,
b = 3. To nés vede k domnénce, ze m = ab + 1. UkdZeme
nejdfive, Ze rovnice

ax + by = ab

neni fesitelnd v oboru pfirozenych ¢isel. V opa¢ném pripadé
by se ax rovnalo b(a — y), tedy ¢islo & by délilo &islo ax.
Protoze ¢isla a, b jsou nesoudélnd, muselo by byt &islo x
ndsobkem ¢isla 5. To by ale bylo ax > ab a nemohlo by platit
ax + by = ab pro piirozené ¢islo y. Necht jenyni ¢ = ab +1.
Jelikoz a, b jsou nesoudélnd, existuji celd ¢&isla u, v tak,
ze au + by = 1. Polozime-li x = cu, y = cv, je ax +
+ by = c. Jsou-li lisla x, y kladnd, je feSitelnost rovnice
ax + by = ¢ v oboru piirozenych ¢Cisel dokdzdna. Je-li
napiiklad x < 0, plyne z rovnosti ax + by = ¢ nerovnost
y > aaplat alx + b) + b(y —a) =c. Je-li x + b klad-
né, jsme hotovi, v opatném piipadé je y —a > a a plati
a(x + 2b) + b(y — 2a) = c. Je-li ¢islo x + 2b piirozené, do-
kéazali jsme fesitelnost rovnice ax + by = ¢ v oboru pfiroze-
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nych &isel, jinak musime pokracovat obdobnym zptisobem. Po
kone¢ném poctu zvétseni &isla x o b a souCasném zmenseni
Cisla y o a dosihneme toho, Ze obé Cisla budou kladni,
pfirozena. Tim je dukaz dokoncen.

B-1-3

Je déna kruZnice k. Sestrojte konvexni ¢tyiuhelnik 4BCD
s kolmymi uhlopfi¢kami AC, BD a vepsany kruZnici &,
znate-li velikosti «, (3, 7, 0 jeho vnitinich uhla pii vrcholech
A, B, C, D. Urcete podminky fesitelnosti.

Reseni. Predpoklidejme, Ze ¢tyithelnik ABCD vyhovuje
podminkdm ulohy (obr. 39). Protoze je to &tyfuhelnik téti-

Obr. 39

vovy, je « + y =m a zaroven [ + 0 = w. Oznatme P
prusecik uhlopri¢ek ¢tyfahelniku. Z pravothlého trojuheiniku

T
ABP plyne « + f > > analogicky pro soucet kazdych dvou
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sousednich vniténich auhla ¢tyfahelniku. Jsou tudiz o + y =
T

T T':
=/3+5=75>“+/3>5,ﬁ+7>5:7/+’5>5 a

E
0+ o> > nutné podminky pro existenci ¢tyfuhelniku po-

zadovanych vlastnosti. Ukdzeme, Ze to jsou i podminky
postalujici. Piedpoklddejme, Ze jsou splnény. Aspoil jedna

TC T

z hodnot «, y je nejvyse rovna — 2> necht je tieba o < Py (i~

T
nak by bylo y < 5 @ dalsi postup by byl obdobny). Stejné

T
tak muZeme predpoklddat ff < > Ozna¢me jesté S stied

kruznice % a r jeji polomér. Protoze |<¢ ABC| = [3, je podle
véty o obvodovém a stiedovém ahlu |<C ASC| = 2f. Sestro-
jime tedy libovolnou tétivu AC kruZnice &, ke které prxslu51
. stfedovy uhel 2f. Pak sestrojime tétivu BD kolmou na AC
tak, aby ji prislusel stfedovy ahel 2«. Musime jesté dokdzat,
Ze se tyto dvé tétivy protnou v bodé vnitini oblasti kruznice 4.
Oznaéme P pruseik pfimek AC, BD. Vzdilenost pifimky
AC od sttedu S je r cosfl, vzdélenost bodu S od primky
BD je r cosa. Proto je |SP2 = r%(cos?o + cos2f3). Jelikoz je
B> ; — o, je cosff < sinx a tedy |SP| < r, takZe je bod P
bodem vnitini oblasti kruZnice k. ProtoZe |<C ASC| = Zﬂ,
je | ABC| = f nebo |<X ABC| == — . V druhém pri-
padé zaménime oznaleni bodu B, D. Stejné tak zvolime
oznaceni bodu C, 4 tak, aby |<C BAD| = «. Body 4, B, C, D
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pak tvoii &tyfahelnik podle zadéni tlohy. AZ na shodnost
ma uloha pravé jedno feSeni.

B-1-4

Najdéte vSechna pfirozena isla n takovd, Ze Cisla 1, 2, ...
..., n je moZno opatiit znaménky + a — tak, aby se pak
jejich soudet rovnal nule.

n(n + 1)

> Je-1i toto ¢islo
liché, neni mozné opatfit ¢Cisla 1, 2, ..., n znaménky podle
podminky ulohy. Soudet &isel opatienych znaménkem -+
by se musel rovnat souctu ¢isel opatfenych znaménkem —
a soucet obou téchto soucti by se rovnal lichému ¢&islu, coz
n(n + 1)

> sudé, musi
byt n = 4k nebo n = 4k — 1, kde k& je ptirozené &islo. Je-li
n = 4k, miZzeme Cisla 1, 2, ...,k 3k + 1, 3k + 2, ...,4k
opatfit znaménkem +, ostatni znaménkem —, pak je soucet
vSech ¢isel opatfenych takto znaménky nulovy. Nebo jsme
mohli ¢&isla 1, 2, ..., 4k rozdélit do % Ctvetic za sebou jdoucich
Cisel a v kazdé ¢tvetici opatiit prvni a posledni ¢islo znamén-
kem +, prostiedni dvé &isla znaménkem —. V pripadé
n = 4k — 1 opatiime Cisla 1, 2 znaménkem +, &islo 3 zna-
ménkem —, zbyvajicich 4k — 4 Cisel rozdélime do 2 — 1
Ctvefic za sebou jdoucich Cisel, v kazdé Ctvetici opatfime
Cisla znaménky vyse uvedenym zptisobem. Pak bude opét
soucet viech takto znaménky opatienych &isel nulovy. Uloze
tedy vyhovuji pravé vechna &isla délitelnd ¢tyfmi a vSechna
Cisla, kterd davaji pii déleni Ctyfmi zbytek 3.

ReSeni. Je 1 + 2+ ... + n =

nemuze byt splnéno. Aby bylo ¢islo
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B-1-5

Najdéte vSechny tétivové ¢tyfahelniky ABCD o obsahu
8 cm?, pro které plati |AB| = |BC| a soucet délek thlopficek
je 8 cm.

Reseni. Oznatme S prasedik Ghlopiitek a p, g, r, s délky
usetek SA, SB, SC, SD (obr. 40). Uhel thlopficek oznadi-

1
me ¢. Pak se obsah ¢tyfuhelniku rovnd ry (pg + qr + rs +

1
+ sp) sing, takze mé platit 8 = 5(1) + 7)(g + s)sin ¢. Sou-

Casné platip + » + g + s = 8. Pro kazdd dvé nezdporna

a+ b\2
Cisla a, b plati ab < E dosadime-li za a, b Cisla

1 1
p + r, g + s, dostaneme 8 = E(P +7r)(g+s5)sing < e
.(p+ r+ g+ s5)?singp = 8 sin ¢ < 8. Protoze prvni hodnota
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se rovné posledni, musi v pfedchazejicim fadku platit v§ude
znaménko rovnosti, tedy sin ¢ =1 a zérovell a = b, tj.
p +r=gq+ s =4. Ctyfuhelnik ABCD musi mit na sebe
kolmé uhlopticky stejnych délek. Jelikoz |AB| = |BC|, musi
to byt deltoid. A jelikoZ to md byt &tyithelnik tétivovy se
stejné dlouhymi whlopfi¢kami, musi to byt &tverec. Jediny
Styfahelnik, ktery splituje podminky tlohy, je ¢tverec o stra-
né 2]/2.

B-1-6

K, M, N jsou konetné mnoziny redlnych &isel s poétem
prvka po fadé &, m, n. Oznadme L mnoZinu v3ech &isel tvaru
x+ 9y + z kde x €K, ye M, ze N. Ukazte, Z¢ mnozina L
m4d aspoil £ + m + n — 2 prvku.

ReSeni. Prvky mnoziny K oznatime x1, xa, ..., X
Muzeme piedpokladat, Ze jsme je uspoiddali tak, Ze plati
x1 < x2 << ... < x;. Podobné¢ muzeme piedpoklidat, Ze

M= {yhy?’ '-'JyWL}a 1<y2< ... <Vm-1<DVm,
N={z,2,..020-,2}pL25 <2<.. <-1<2zn

Pak jsou soulty

X1 +y1+ 2,%2+y1+ 21, ..., % + Y1+ 21,

Xp + Y2+ 21, Xk + Y3+ 21, ... Xk + Y + 21,

Xp + Ym + 22, Xk + Ym + 23, ..., Xk + Ym + 2

navzdjem ruzné, kazdy z nich je vétsi nez predchazejici.
V prvnim fadku je jich %2, v druhém m — 1 a v tietim n — 1.
Tim jsme dokézali, Ze v mnoZin& L je aspoil &2 + m + n — 2
navzijem raznych Cisel. Je-li napiiklad K = {1,2, ..., %},
M={1,2,....m— 1, m}, N={1,2, ...,n — 1, n},
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je L=1{3,4,..., k + m + n}, mnoZina L md pravé
k + m + n — 2 prvkua.

ULOHY SKOLNI CASTI I. KOLA
B-S-1

Zobrazeni f roviny do sebe prifadi bodu [x, y] bod
[ax + by + m, ¢x + dy + n], pfi¢emz se body [—1, 3] a
[8, 0] zobrazi po fadé na body [1, —1] a [4, 8] a bod [4, 3] se
zobrazi na sebe. Urcete koeficienty a, b, ¢, d, m, n a ukaZte,
ze samodruZné body zobrazeni f tvoii pfimku. (Bod je samo-
druzny, jestliZe se zobrazi na sebe.)

Reseni. Postupujeme obdobné jako v tloze B-I-1, vyjde

3 4 3 4 8

= == — = - — = — — = —. B
5,b c 5,d 5> M 5> " 5 od

a =

1

[x, ¥] je pravé tehdy samodruzny, plati-li y = 5 + 1.

Samodruzné body tedy tvoii pfimku.
B-S-2

Dokazte, ze pro kazdé ptirozené Cislo n (n > 1) je mozné
¢isla 1, 3, 5, ...,4n — 3, 4n — 1 opatfit znaménky + a —
tak, Ze se pak jejich soucet rovnd nule.

Reseni. Mame 2n za sebou jdoucich lichych &isel 1, 3, .. .,
4n — 1. Tato &isla rozdélime odzadu do ¢tvetic. Je-li z sudé,
nezbyde zadné Cislo. V kazdé Ctverici za sebou jdoucich
lichych ¢isel (2k — 3, 2k — 1, 2k + 1, 2k + 3) muZeme
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k prvnimu a poslednimu dat znaménko +, k prostfednim
dvéma znaménko —, soulet vSech &isel v Ctvefici a tudiz
i soucet viech uvazovanych ¢isel se pak rovnd nule. Je-li »
liché, postupujeme obdobné. Cisla rozdélime odzadu do
Ctvefic aZ na prvnich $est, které opatiime znaménky takto:
+1, +3, +5, -7, +9, —11.

B-S-3a

Ukazte, Ze neexistuji prirozend Cisla a, b tak, aby bylo
islo a3 + b3 — 3 délitelné sedmi.

ReSeni. Pii déleni ¢isla @ sedmi jsou mozné zbytky 0, 1, 2,
3,4, 5, 6, pri déleni ¢&isla a® sedmi jsou mozné zbytky 0, 1, 6.
Totéz plati pro &islo 83, soudet a3 + b3 muze dat pii déleni
sedmi pouze zbytky 0, 1, 6, 2 nebo 5. Proto &islo a® + 63 — 3
dava pri déleni sedmi zbytek 4, 5, 3, 6 nebo 2, nikdy vsak
zbytek 0, takZe neni délitelné sedmi.

B-S-3b

Je dén lichob&znik ABCD se zikladnami AB, CD. Usetka
BC je prumérem kruZnice k;, GseCka AD je pramérem kruz-
nice k2. Dokazte, Ze lichobézniku ABCD lze vepsat kruZnici
pravé tehdy, jestlize se kruZnice k;, k2 vné dotykaji.

ReSeni. Sttedy Si, S» kruznic ki, k2 (obr. 41) splyvaji se
|AB| + |CD|

> 8
Pro poloméry r1, re kruznic ki, ks plati 21 = |BC|, 2rs =
= |AD|. KruzZnice ki, k2 se vné dotykaji pravé tehdy, je-li
r1 + r2 = | 8182, tedy |4AD| + |BC| = |AB| + |CD|. To je

stitedy ramen BC, AD, je tudiz |S;8:| =
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Obr. 41

viak nutnd a postacujici podminka pro to, aby byl ¢tyfuhelnik
ABCD te¢novy.

ULOHY II. KOLA

B-11-1

Zobrazeni h roviny na sebe zobrazuje bod [x, y] na bod
[ax + by + m, cx + dy + n], kde a, b, ¢, d, m, n jsou redlna
isla. Urlete je tak, aby se body [0, 0], [3, 0], [0, 1] zobrazily
po fadé na body [6, 3], [0, 3], [6, 1]. Najdéte samodruzné
body zobrazeni h a rozhodngte, zda h je shodnost, podobnost,
stiedovd soumérnost, stejnolehlost.

Reseni. Postupem stejnym jako pii feSeni tloh B-I-1
a B-S-1 vypottemea =d = =2, b =c =0, m = 6,n = 3.
Zobrazeni h m4 jediny samodruzny bod S[2, 1]. Zobrazeni
h neni shodnost, tim spiSe to neni stiedovd soumérnost.
Zobrazeni h je stejnolehlost a tedy i podobnost, nebot pro
kazdy bod X 4 S jsou polopfimky SX, Sh(X) opatné
a |Sh(X)| = 2/8X].
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B-11-2

Najdéte vSechna feSeni soustavy rovnic
x+y+2=3
x4+ 93 + 22 = 27.

ReSeni. Dosadime-li # =3 — x —y do druhé rovnice,
dostaneme po Gpravé rovnici (x + y) (x — 3)(y — 3) = 0.
Je-li x + y = 0,je z = 3. Je-li x = 3, je 2 = —y, podobné
proy = 3 je z = —x. Cisla x, y, # jsou fefenim dané sou-
stavy pravé tehdy, je-li jedno z nich rovné 3 a zbyvajici dvé
jsou libovoln4d dvé opacni Cisla.

B-1l-3a

Je din pravouhly lichob&Znik ABCD s pravym uhlem
pii vrcholu A, zdkladnami lichob&Zniku jsou strany AB,
CD. Dokazte, Ze kruZnice nad prumérem BC se dotyki
ramene AD pravé tehdy, kdyZz se kruZnice nad primérem
AD dotykéa ramene BC.

\xk1

107



ResSeni. Kruznice 4 nad pramérem BC se dotyké ramene
AD (obr. 42) pravé tehdy, kdyz plati b = a + ¢, kde a =
= |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD|, nebot stiedni pfi¢ka licho-

a+c b
béZniku je @ polomér kruznice %1 je > Dotyka-li se
kruznice k2 nad primérem AD ramene BC, je b =a + ¢,
jak vyplyva z rovnosti usek na te¢nich vedenych bodem B,
pripadné C, ke kruznici k. Je-li obracené b = a + ¢, miZeme
na tuselce BC zvolit bod T tak, Ze |CT| = ¢, |BT| = a.
Bodem T vedeme kolmici k piimce BC, jeji prasedik s pfim-
kou AD oznatime S. Ze shodnosti trojahelnika SCD, SCT
plyne |SD| = |ST|, stejné tak bychom dokézali, Ze |S4| =
= |ST|. Je tedy bod § stfed kruZnice k2. Z rovnosti |SD| =
= |ST| plyne, Ze se kruZnice k2 dotyka ramene BC. Tim
jsme dokdzali, Ze kruZnice ko se dotykd ramene BC tehdy
a jen tehdy, je-li & = a + c¢. JelikoZ tato rovnost je téz
nutnou a postacujici podminkou pro dotyk kruZnice %
a piimky AD, je tim tvrzeni ulohy dokazano.

B-il-3b
Necht m je dané pfirozené ¢islo. Mnozinu
M={1,2...,2m—1,2m}
rozlozte na dvé disjunktni podmnoziny A, B tak, aby kazda
z mnozin A, B méla pravé m prvka a &islo ¢ = max (s(A),
s(B)) bylo co nejmensi. Pritom s(A), resp. s(B), zna¢i soulet

vSech Cisel z mnozZiny A, resp. z mnoziny B. Urcete Cislo ¢
v zavislosti na m.
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ReSeni. Jes(A) + s(B) =1 + 2 + ... + 2m = m(2m + 1).
Muzeme piedpokldat, Ze je s(A) = s(B). Cislo ¢ bude
nejmensi, budou-li se Cisla s(A), s(B) sobé rovnat nebo
bude-li jejich rozdil ca nejmensi, nebot jejich soulet je
dan. Je-li m sudé, m = 2k, zkusime najit takové rozdéleni,
aby platilo s(A) = s(B). Stati polozit A = {1, 2,...,4,
3k +1, 3k +2,...,4k}, B = {k +1,...,3k}, porovnej

m
s ulohou B-I-4. Je pak ¢ = s(A) = s(B) = 5(2’” +1) =

m
=m? + > Je-li m liché, je s(A) + s(B) ¢islo liché, nemuize

byt s(A) = s(B). Zkusime najit takové rozdéleni, aby s(A) =

= s(B) + 1. Necht m = 2% + 1.Cisla 1, 2, ..., 4k rozdélime

do mnozin A, B jako v pfedchdzejicim pfipadé, do mnoZiny A

piiddme jesté Cislo 4k + 2, do mnoziny B priddme Cdislo

4k + 1. Je pak ¢ = s(A) = k(4k + 1) + 4k + 2 =
m+ 1

=m?4+ —.

2
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