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Kategorie A

ULOHY DOMACT CASTI I. KOLA
A-1-1

Necht M = 41A4>...A4, je konvexni n-uhelnik (n = 3),
c1, €2, ...,y redlnd Cisla. Pro X € M oznalme

fX) = 3 cd,
=1

kde d; je vzdalenost bodu X od pfimky 4;4;11, 1 £ i< n
(Apaa = A1).

a) Jestlize existuji tfi body Xi, Xo, X3 neleZici v pfimce
tak, ze

J(X) = f(Xe) = f(Xs),

pak je funkce f konstantni na M.

b) Naleznéte vsechny trojthelniky a <tyfahelniky, pro
které je funkce f pfi ¢; = 1 konstantni (tj. soucet vzdalenosti
bodu X od stran M je konstantni).

ReSeni. a) Oznalme u; jednotkovy normilovy vektor
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ptimky A4;A4;1 sméfujici ven z daného n-tGhelniku. Vzdi-
lenost d; bodu X e M od piimky A;4;.1 pak dostaneme
jako skaldrni soucin

d; = <XAi, lli).

Vzhledem k tomu, Ze

n n

fX)= 2 adi = 2 (XA, W), je

=1 i=

JX) — ) = 5 (KA~ XA, c) = (XX, S e

i=1

Rovnost f(Xi) = f(Xz) = f(X3) tedy znamend, Ze pro vektor

u= z cU; plati
i=1
(X1 Xz, u) = (X;X3,u) = 0.
Avsak vektory X; X a X;Xj3 jsou linedrné nezivislé, proto-

ze body Xi, X, X3 nelezi v piimce. Proto musi byt u = o
a pro libovolny bod X € M pak plati

f(X) = f(&) = (XXy,u) =0,
neboli f je na M konstantni.
b) Jak plyne z predchazejici &asti, funkce f je pro ¢; = 1
konstantni na M, pravé kdyz

Uy + Us + ... + U, = o.
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Umistéme vektory u; do pocitku soustavy soufadnic. Je-li
n = 3, musi byt (obr. 43)

[OU:| = |OUs| = |OUss| =1,
takze trojuhelnik OU>Us3 je rovnostranny podobné jako

trojuhelnik OUsUsz. Vektory uj, Us, Uz tedy sviraji navzdjem
ahel 120°, odkud plyne, Ze M je rovnostranny trojuhelnik.

Uy
0
U, ;
/
/
/
/
Uss U,
Obr. 43
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Je-i n =4, musi byt (obr. 44) |OUis| = |OUs4|,
takZe trojl’lhelniky 0U12 U2, U340 U3, U120 U1 a OU34 U4
jsou shodné. Je tedy us = —uga u; = —us, coz ale zname-
né,Ze M je rovnobéZnik.

To, Ze obricené pro kazdy rovnostranny trojahelnik a pro
kazdy rovnobéznik je uvedend funkce f pfi ¢; = 1 konstantni,
je ziejmé.

A-1-2

Necht m je prirozené &islo, p prvodislo. Ozna¢me

m!l =1.3.5. ... .m pro m liché,
=2.4.6. ... .m pro msudé

tzv. dvojny faktoridl. Urcete nejvys$si mocninu prvocisla p,
ktera jesté déli islo m!!.
Reseni. Nejdiive zjistime, %e pro m = 2k sud€ je

QR =2.4. ... 2k = 2k,

pro m = 2k + 1 liché je

. @k+ D! m!
Qk+DII=1.3.... .2+ l)=—@5” = 2kplC

n
Je-1i p prvocislo, je mezi » Ciniteli &isla n! pravé [;] Cisel
tvaru p, 2p, 3p,...,kde [x] oznaCuje nejvétsi celé Cislo

n
nejvyse rovné x. Mezi témito Cisly je oviem jesté pravé [p_]

2
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n
Cisel délitelnych p2 a ovem jesté [ ;5] ¢isel délitelnych do-

konce p3 atd. Celkem muZeme tedy z Cisla n! vytknout p¢,

[ lE ] =210

=1

(ptitom uvedeny souet ma ziejmé jen koneény pocet nenu-
lovych séitancu).
Pro m = 2k je tedy

a—Z[ ] r > 2,
Y pro p

1=1

k k
a-——k+2[5;—| g‘[22] pro 7 = 2.
=1 . P =

Prom =2k + 1 je

S s
(61 B)-+- 26112

H

i=1 i=1
e+ 1 k|
protoze pro 7 = 1 je _—Zf—_, = |24l
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Misto posledniho vypoltu si oviem muZeme uvédomit, Ze
m!! je pro liché m rovnéz liché.

A-1-3

Dokazte, ze
a) v tétivovém pétithelniku s vnitfnimi ahly o, ..., 25
(v tomto poradi) plati

o+ ... + a5 = 37,

a1 + %3 > T, A2 + g > T, ..., A5 + %2 > TS

b) jsou-li «i,...,a5 duté Ghly (0 < o; << 7w) spliujici
vSechny uvedené vztahy, pak existuje tétivovy pétithelnik
s vnitinimi uhly «; (v tomto poradi).

Reseni. Cast a) je velmi jednoduché. Snadno zjistime (roz-
délenim na trojahelniky), Ze soucet tihla v libovolném n-uhel-
niku (i nekonvexnim, pozadujeme pouze, aby se uzaviend
lomend ¢ara uréend posloupnosti vrcholdt #-Ghelniku nepro-
tinala) je (n — 2)=. Je tedy specidlné

o1 + o + ... + a5 = 3.

Dile pouzijeme toho, Ze ¢tyfuhelnik ABCD je tétivovy,
pravé kdyz pro jeho uhly plati « + y = f + 6 = w. Pomoci
tohoto vztahu spolteme uhly na obr. 45. Odtud plynou
nerovnosti

a1 + %3 > T, %2 + 04 > T, ..., %5 + %2 > TT.
b) Spliuji-li duté Ghly «; uvedené nerovnosti, muzeme

sestrojit trojﬁhelnik A1 A>A5 s ﬁhly %1, %3 + o5 — T, %2 +
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Obr. 45

+ o4 — 7 a v poloroviné opatné k 4 A5 4, trojuhelnik A2 A3 A5
s uhly © — o4, T — o1, %1 + a4 — 7. ProtoZe | AsA14s| +
+ |<X A243A45| = o1 + © — a3 = w0, leZi vrchol As na kruz-
nici opsané trojuhelniku A;4245. Podobné lze sestrojit
trojahelnik A5A43As v poloroving opatné k AsAs Az, a protoze
| AsA2A4s| + | AsAyAs| = =, lezi vrchol As na kruZnici
opsané ¢tyiuhelniku A4y 4243 As. Takto sestrojeny pétitthelnik
A1 42434445 je tedy tétivovy a snadno zjistime, Ze jeho thly

jsou o1, o2, . .., 5.

A-1-4

1
Necht x; jsou kladnd redlnd cisla, Z o 2. Pak prokaz-
i=1""

décelék 1 <k <m,je
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k
2 i 2
E‘ 4 k)2 xigz.

Dokazte.

Reseni. PoloZzme nejprve

inZ: lﬁlék,

1
= E+1ZiZn

Uvedend nerovnost viak plyne z Cauchyovy nerovnosti
n / n n
2 2
Zaibié ]/ Eai z bl’
i=1 i=1  i=1

stadi, kdyz napiSeme

- S-Sz |3

i=1 i=1
n

1
a protoze E P 2, plyne odtud pozadovana nerovnost.
i

1= 1
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A-1-5

Najdéte nejmensi & takovd, Ze plati: je-li din libovolny
trojuhelnik ABC se stranami a < b < ¢, pak existuje

a) rovnoramenny trojuhelnik XY Z,

b) pravothly rovnoramenny trojihelnik XY Z,
ktery obsahuje trojahelnik ABC a pro jehoZ obsah plati

Pyyz < kb>.

Reseni. a) Uvazujme rovnoramenny pravouhly trojihelnik
ABC, jeho obsahje Pypc = %— b2. Pro kazdy rovnoramenny
trojuhelnik X'YZ, ktery obsahuje trojuhelnik ABC, je tedy
Pxyz = % b2 tedy b = % Zaroven je zfejmé, Ze ke kazdému

trojuhelniku ABC se stranami a < b < ¢ sestrojime rovno-
ramenny trojuhelnik XYZ s vrcholy X = 4, Z = C, jehoz
dvé ramena maji délku b (obr. 46) a jehoz obsah je Pxyz =

Obr. 46
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b% siny < Py b2. Odtud plyne, Ze v tomto pfipadé je

b) Pro kazdy pravouhly rovnoramenny trojuhelnik XYZ,
ktery obsahuje trojuhelnik 4ABC se stranami a < b < ¢,
zfejmé& plati, Ze jeho pfepona je alespoil ¢, je tedy Pxyz =

1
= " c2.
Uvazujme rovnoramenny trojuhelnik ABC se zékladnou

c
¢ a rameny délky b = Py + &, ¢ > 0 (obr. 47). Pro takovy

trojahelnik pak ale miame Pyyz = (b — €)?, coZz musi platit
pro libovolné & > 0, je tedy 2 = 1.

>
N[O
@

Obr. 47

Je-li nyni ABC ostrouhly (nebo pravouhly) trojuhelnik
se stranami a < b < ¢, pak lezi v pravouhlé kruhové vyseci
se sttedem C a polomérem b (obr. 48), a pravothly rovno-
ramenny trojuhelnik XY Z, ktery obsahuje uvedenou vysec
a mé pravy thel pii vrcholu Z = C, mé obsah Pxyz = b2
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Obr. 48

Je-li ABC tupothly trojahelnik se stranami a < b < c,
pak je bud cely obsazen v pravoihlém rovnoramenném
trojuhelniku s pfeponou ¢ (obr. 49), anebo je obsazen v pra-
vothlém rovnoramenném trojahelniku s odvésnou ¢ (obr. 50).
Prvni pfipad nastane pro « < f < 45°, pfi¢emz Pxyz =

2

=3 < b2, protoze ¢ < a + b £ 2b. V druhém piipadé je

c 1
45° < f <90°ab = Vi , takze Pyyz = —2- ¢2 < b2.V ptipa-

dé b) je tedy £ = 1.

Z
oy
//\) N

Obr. 49
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Obr. 50

Pozndmka. Pro ostrouhly trojihelnik ABC se stranami
a £ b < ¢ muZzeme ovSem najit pravothly rovnoramenny

—_— 3
trojahelnik XYZ, ktery spliiuje nerovnost Pyxyz < sz.

Obr. 51
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Je-li o < 45°, stadi sestrojit trojuhelnik XYZ s vrcholy
X =4, Z = C a pravym uhlem pfi vrcholu Z. Pro 45° <
< o £°60° sestrojime trojihelnik XYZ s pravym uwhlem
pii vrcholu Z = C a s vyskou, kterd splyva s vyskou troj-

3
thelniku ABC (obr. 51). Pak je Pyyz = b2 sin%e < " b2.

3
Je pro ostrouhly trojuhelnik ABC konstanta & = n nejmensi ?

A-1-6

M¢éjme 7? redlnych cisel uspotadanych do &tvercové ta-
bulky.z > 7 a necht je jejich souet roven nule. Oznatme C
aritmeticky pramér ¢tverch téchto ¢isel, s; aritmeticky pru-
mér Cisel v j-tém sloupci, 7; aritmeticky pramér ¢isel v 7-tém
fadku tabulky, & bude aritmeticky pramér C<isel sf a R
aritmeticky pramér ¢isel 77, Potom plati nerovnost

C=R+ S.
Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost.

ReSeni. Ozna¢me x;; Cislo v 7-tém Fadku a j-tém sloupci
tabulky. Potom plati

n 1 n 1 n
2 X3 =0, =" 3 xiy, §§ =" Xijs
ij= noj=1 noi-1
1 n 1 n
— 2 —_—— 5
R= z Tis - pas SJ
n =1 n ji=1
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Ziejmé také plati

¥ 1 n
2rn=— 2 xy=3 5=0,
i=1 noyi-a j=1
takze je
n
Z ris; = Z ri 2 55 =0,
i, t=1 j=1
n n n
i+ sP=3 (i +2ns+s)= 3 (0l + )
i, j=1 ,j=1 tyj=1
Zaroven je
(r + ),

1 n n 1
R+S=—( >+ Zsf)?:
n : P 8

j=1

=1

médme tedy dokédzat nerovnost

n
D i+ PS> x
%, j=1 ,j=1

Polozme
dij = x5 — (ri + 53),
pak je
n n
2 diy =72 xiy —ns; =0,
i=1 i=1
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n

n
D dij =2 xiy—nr =0,
j=1

i=1

n n
Sai=3 dy+rn+sgr=
i,j=1 i, 7=1

n n n
= S di+ 3 (i s+ 23 dij(ri+s) =
%, §=1 i,)=1 % J=1

n n n
=S di+ > i+ s52z 3 i+ 52
,7=1 i,j=1 i,j=1

coZ jsme chtéli dokédzat. Pfitom rovnost v posledni nerovnosti
nastane, pravé kdyZz pro viechna 7, j€ {1,2,...,n} je

dij =0, tj. Xij = ri + ;.

ULOHY SKOLNI CASTI I. KOLA
A-S-1

Dané su redlne nezaporné Cisla ai, az, b1, b2. Dokdzte, Ze
plati

(a1 + a2)? (b1 + b2)?
4

(ar1b1 + a2b2) (a1be + ash) <

Kedy plati rovnost ?
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ResSeni. Pro libovolnad dvé redlna ¢isla plati

(x + )
4 3

xy =

pfi¢emZ rovnost nastane, pravé kdyz x = y. PoloZime-li
x = apbi + aghe, y = a1bs + asb1, dostaneme dokazovanou
nerovnost, pfi¢emz rovnost plati, pravé kdyz

a1by + azb: = aibz + asb,
coZ muZeme upravit na tvar
(a1 — ag) (bl — bz) =0.

V uvedené nerovnosti tedy nastane rovnost, pravé kdyz je
a1 = az nebo by = bs.

A-S-2

Je dén konvexni tétivovy pétitthelnik 4; 4>A3A41A5 s vniti-
nimi Ghly o, oo, a3, a4, a5 (v tomto pofadi). Vypocltéte veli-
kosti ﬂl, ﬁg, /33, ﬁ4, ﬂ5 uhla A4A1A3, A5A2A4, A1A3A5,
A2 Ay Ay, AsAsAs.

Reseni. Ctytuhelniky 4; 4> A3 Ay a A1 A3 A1A5 jsou tétivové,
V trojahelniku A; 434, tedy plati

|< A1444s] = 180° — as,
|<X A1 4344 = 180° — as,
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takze
1 = x2 + a5 — 180°,
ostatni velikosti dostaneme cyklickou zédménou indexu:
P2 = a3 + 21 — 180° f3 = oy + a2 — 180°,
fa = o5 + a3 — 180° f5 = a1 + o4 —V 180°.
A-S-3a

V roviné se zvolenou pravouhlou soustavou soufadnic je

dan rovnostranny trojihelnik se stranou délky 2]/3‘ a kruh
o poloméru R Dokazte, Ze existuje asponl jeden mfizovy bod,

ktery lezi uvnitf daného trojuhelniku a nelezi uvnitf daného
kruhu. (Mrizovy bod je bod, jehoz obé souradnice jsou celd
¢isla.)

Reseni. Polomér kruZnice vepsané danému trojihelniku je
1, proto odpovidajici kruh K obsahuje asponi dva miiZové bo-
dy. Kazdy bod roviny lezi totiz aspoii ve dvou kruzich o polo-
méru 1 se stiedy v mfiZovych bodech. Pfitom lezi bud dva
miiZzové body uvniti kruhu, nebo je sttedem kruhu K mfi-
zovy bod a dal$i ¢tyfi miiZzové body lezi na jeho hranici,
takZe nejvyse jeden z nich leZi na hranici daného trojahelniku.
V kazdém piipadé lezi uvniti daného trojthelniku aspon
dva mfizové body. Uvniti kazdého kruhu o poloméru —;

vsak lezi nejvySe jeden mfiZovy bod, proto aspon jeden
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miiZzovy bod lezi uvniti daného trojuhelniku a nelezi uvnit#
daného kruhu.

A-S-3b

Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢&islo n je najmensi
spolotny nédsobok ¢&isel 1, 2, ..., 2rn — 1, 2n delitelny

. (Zn)
Cislom .
n

L 2n (2n)! . :
Reseni. Cislo = = rozlozime v soulin mocnin
n n!n!

prvodisel; necht v tomto rozkladu je prvocislo p s exponen-

tem a. Pak je
[2n] {n]
a= E — —2; — 1.
plv pl,

i =1 i =1

ProtoZe pro kazdé reilné ¢&islo x je 0 < [2x] — 2[x] < 1, rov-
na se a nejvyse poctu nenulovych s¢itanci v prvnim souctu,
tedy a < b, kde b je nejvétsi celé Cislo, pro néz jesté plati
p? < 2n. Cislo p* tedy déli jedno z ¢&isel 1, 2, ..., 2n, totiZ
pP, proto pe déli i jejich nejmensi spoletny ndsobek. Protoze

2
to plati pro kazdé prvocislo p v rozkiadu ¢isla (nn) na prvo-

Cinitele, je dukaz hotov.

ULOHY II. KOLA
A-ll-1

Je-li X vnitinim bodem konvexniho ¢tyithelniku ABCD,
oznalme u, v, x, ¥ jeho vzdélenosti od pfimek AB, BC,
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CD, DA. Dokazte, ze existuji kladnd &isla o, f, y, 0 takovi,
Ze soulet au + fov + yx + 0y je stejny pro vSechny vnitini
body &étyfuhelniku ABCD.

ReSeni. Usetky AX, BX, CX a DX rozdéli &tyrahelnik
ABCD na ¢tyfi neprekryvajici se trojthelniky, proto je
|ABlu + |BClv + |CD|x + |DA|y = 2P, kde P je obsah
¢tyFahelniku ABCD. Uvedeny soudet tedy nezavisi na volbé
bodu X uvnitf & na hranici ¢tyfahelniku, muZeme proto
za a, (3, y a 0 vzit velikosti tse¢ek AB, BC, CD a DA, pti-
padné jejich nédsobky libovolnym kladnym ¢&islem %.

Jiné feSeni. MuzZeme ovSem také pouzit stejného postupu
jako pii FeSeni ulohy A-I-1. Oznalime-li a, b, ¢, d vn&jsi
normélové (jednotkové) vektory jednotlivych stran &tyfuhel-
niku ABCD (obr. 52), mame dokézat existenci kladnych &isel
o, fB, v, 0 takovych, Ze «a + b + yc + od = 0.

Z line4rni z4vislosti ¢tyf vektora a, b, ¢, d v roviné plyne

Obr. 52
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pouze existence redlnych konstant. Stali si vsak uvédomit,
Ze vektory 2, b, ¢, d pfi umisténi do potdtku nemohou viech-
ny leZet v jedné poloroviné (libovolné dva sousedni vektory
spolu sviraji duty uhel), existuje tedy pfimka (obr. 53),

kterd prochdzi pocitkem a leZi jak mezi vektory a, b, tak
mezi vektory ¢, d. Vezmeme-li libovolné dva opaéné vektory
ve sméru uvedené primky, je zfejmé, Ze existuji kladnd Cisla
o, f ay, o takov, Ze

x =oa + fib, —x =yc + 4d,
tj.

xa + b+ yc+ od =0.

Muzeme si ovSem téz uv€domit, Ze vektor a dostaneme
z vektoru AB otofenim o —90° a vynédsobenim Cislem |AB|,
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podobné dostaneme i dalsi vektory b, ¢, d. Protoze AB +
+ BC + CD + DA = 0, plyne odtud stejny vysledek jako
v prvnim feSeni.

A-l1l1-2

Dané su celé &isla n, & také, Ze n > k& > 0. Dokazte, ze
existuju celé nezdporné Cisla ¢, ¢o, ..., ¢, také, Ze

Rler+ ... +ea)+m—Fk)(cks1+ ... +cn) =
Splar+ oo +ep)+m—p)(eps1 + ... + cn)

plati pre vietky p € {1,2, ...,n — 1 }.

ReSeni. Takto formulovand tloha je vcelku trivialni, nebot
za celd nezdpornd Cisla ¢, c¢2, ..., ¢, miZeme ve viech ne-
rovnostech volit samé nuly. K osudné zdméné s ¢isly celymi
kladnymi doslo az pri kone¢né upravé texta uloh II. kola,
kdyz se ukazalo, Ze termin »pfirozend &isla« neni v soulasnych
Skolnich textech jednotné definovan. Pro uplnost uvedme
jesté i »netrividlni« feSeni.

Podobné jako pri reSeni ulohy A-I-4 pouzijeme nerovnost

n

n 1 n 2
S s (3]
i=1 )

i =1 =1

kterd pro nezdpornd realna &isla x;, v, x; = 0, plyne z Cau-
chyovy nerovnosti. Pro x1 = %2 = ... = xp = p, Xp1 =

=...=x,=n—p(l<p<maproy = Vc[ dostaneme
nerovnosti
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plan+ ...+ cep)+m—p)leprn+ ... + )=

> ';—(Vc_l + oot Yo

Pro dané k, 0 <k <m, zkusme poloZit ¢; =c2 = ... =
=c = A, k1 = Ckr2 = ... = ¢y = B, pak je

_ — 1 — —
%(Vcl + oo+ Jen)2 = Y (k)4 + (n — &) | B?

kRa+ ...+a)+m—k)(pa+ ... +cn)=
= k24 + (n — k)?B.

Rovnost
| R _
5 ®JA + (n — BB =24 + (n — kFB,

neboli
(k)4 —(n — B)B)2 =0
je splnéna napf. pro celd kladna ¢isla 4 = (n — k)2, B = k2.
Uvedenym nerovnostem tedy vyhovuji napf. pfirozend
Gsla ci=co=... = =0 — k2, gu1=... =cp=

= .
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A-I11-3a

Nijdite vietky celé nezdporné Cisla k& také, ze ( 2 I: : )
je ¢islo nepérne.

Reseni. Podle definice kombinaniho &isla je

28 — 1\ (2 — 1)!
< k )Z(k——l)!k!:

1.3.5. ... .2k — 1).2.4. ... .(2k — 2)
- (- DIE! -
2k-1
= (2k — DI

Cislo (2 — 1)!! je liché a pro nejvy3si mocninu 2%, kterd
déli &islo %!, plati (viz feSeni Glohy A-I-2)

MO

kde 25 < k << 25+1, Zaroven je

k k k o1 1
a 2+4+...+S— Y

lIA

Protoze &islo (2k -

2 1) je liché, pravé kdyza = & — 1, plyne
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: AT O Rl |
z uvedené nerovnosti, Ze Cislo 2 je liché pravé pro

vSechna prirozend &isla & tvaru %k = 25, kde s je celé ng-
zaporné.

A-11-3b

V roviné se zvolenou pravouhlou soustavou soufadnic je
dén rovnoramenny trojuhelnik ABC se zdkladnou 4B, thlem
y pii vrcholu C a vy$kou na zdkladnu

- 1
ve =12 [1+ —
! sin =
2
Dokazte, Ze trojuhelnik ABC obsahuje aspoil ¢tyii miizové
body.
Reseni. Pro polomér » kruZnice vepsané trojihelniku ABC
plati

takze je
_ e — /2
Ve = 1/2 <1 + c;—> = L"’%

neboli 7 = |/2. Oviem v kazdém kruhu o poloméru 2 lezi
aspor Ctyfi miiZové body, protoze kazdy bod leZi v nékterém
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jednotkovém ¢&tverci s vrcholy v miiZovych bodech a jeho

vzdalenost od kazdého z vrchol tohoto &tverce je nejvyse l/ 2.

ULOHY III. KOLA

A-lli-1

V rovingé je dan pravidelny 1 985-thelnik. Kazdou jeho
stranou prolozme pfimku. Urlete polet ¢asti, na které tyto
pfimky rozdéli rovinu.

Reseni. UvaZujme n pfimek v roviné takovych, Ze Z4dné
dvé nejsou rovnobéZzné a Zadné ti'i neprochazeji jednim bodem
(to nastane specialn€ i tehdy, proloZime-li pfimky stranami
pravidelného n-uhelniku, je-li # liché). Ozna¢me p(n) pocet
oblasti, na které té€chto »n pfimek rozdéli rovinu. Ziejmé je
p(3) = 7. Je-li nyni p daldi pfimka, kterd protinid kazdou
z n uvazovanych pfimek, rozdéli » prusetika pfimku p na
n + 1 &asti a pfitom kazda z té&chto &asti piimky p déli nékte-
rou z p(n) oblasti na dvé &asti. Je tedy p(n + 1) = p(n) +
+ n + 1. Odtud plyne, Ze

pm)y=n+pn—1)=n+m—-1)+ ... + 4+ p3) =

n(n + 1)
==

Pro n=1985 méme p(1985) =1985.993 + 1 =
= 1971 106.

Pozndmka. Soustava pfimek v roviné rozdéli rovinu na
Casti, jejichz polet pro danou soustavu ozname s, pocet
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prusetika piimek soustavy oznalme v a pocet hran (tj. téch
Casti pfimek, na néZ jsou primky rozdéleny jednotlivymi
pruseciky) oznaéme 4. Pak plati (Eulerova véta)s + v = £ + 1
(jsme v roving, nikoli v prostoru!). ProtoZe priseliky
i hrany muZeme snadno spoditat, dostaneme odtud téz pied-
chozi vysledek.

Jiné ¥eSeni. UvaZujme uvedenou ulohu pro libovolny
pravidelny n-thelnik a oznalme p(n) polet Casti, na které
piisluiné piimky rozdéli rovinu. Spoltéme nejprve pocet

A

Obr. 54

s(n) té&ch &asti roviny, které lezi v thlu A414,, kde 414
je polopfimka opa¢nd k poloptimce A; 4> (obr. 54). Z veli-
kosti uhla snadno zjistime, Ze vnittkem tGhlu AA4;4, pro-
chéazi praveé k& piimek A4;4;.1, kde k& je nejvétdi celé ¢&islo

27
takové, ze & - < Ty rozdéli thel 4414, na k& + 1
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¢asti, tedy

[n—{—l]
sn) =k + 1= B

Vsechny vnéjsi Casti ziejmé dostaneme postupnym otd-

T

¢enim kolem stiedu pravidelného n-thelniku o uhel — ,
n

je tedy

n+1
pn)=1+nsn)=1+n > .
Pro n = 1985 odtud mame p(1 985) = 1 985.993 + 1.
A-HI-2

Nech A;, Az, As st neprdzdné mnoziny celych &isel také,
zepre {i,7,k} = {1, 2,3} plati

(xeAnyehA)=[(x +3)€ A (x — )€ Al

Dokazte, Ze aspoil dve z mnozin A;, A2, Agsa rovnaja. Mézu
byt niektoré z tychto mnozin disjunktné?

ReSeni. Necht {7, /, 2} = {1,2,3}. Obsahuje-li n&kterd
z mnozin Aj, As, Ag nulu, feknéme A;, pak je zfejmé A; = Ay.
Podie predpokladu je totiz pro libovolné x € A; také
x + 0e A, tj. A; < Ay, a obréacené, napiSeme-li implikaci
ve tvaru

(xeAr,yeA)= [(x +y)e Ay, (x — )€ A,
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dostaneme pro y = 0 zas inkluzi A; < A;. (Rozmyslete si
dobfe tuto formélni uvahu, kterd vyuzivd rovnosti mnozin
{i, j, k} = {k,/, 7}. Je dobie si uvédomit, Ze pfi konkrétni
volbé indexu 7, 7, £ ddva predpoklad dlohy vlastné tii razné
implikace pro mnoZiny Aj, A2, Az.) Odtud plyne, Ze pro dvé
z mnoZin Aj, As, Ags neprazdnym prunikem, A; N A =~ 0,
pak uz musi byt A; = A, nebot pro y € A; N A, z pred-
pokladu plyne 0 =y — y € A;. Navic zfejmé plati x € A;,
pravé kdyz —x € A;.

Muzeme tedy dédle predpoklddat, Ze nula nelezi v zadné
z mnozin A;, Ag, A3 a Ze vSechny tfi mnoziny jsou navzijem
disjunktni. Oznalme m; = min {|x|: x € A;} > 0 a zvolme
oznaleni tak, aby platilo m; > m; > my. Pak je ale také
m; > m; — my, to je viak spor s definici &isla m;, nebot
podle predpokladu je m; — my € A;. Tim je dukaz hotov.

Je-li L mnozZina vSech lichych celych &sel a S mnoZina
viech sudych ¢isel, maji mnoziny L, L, S pozadované vlast-
nostiajeLn S = 0.

Pokuste se popsat vSechny mnoziny A, As, Az, které
spliuji podminky tlohy! Jakou roli tu hraje Euklidav
algoritmus ?

A-1H-3

Jsou-li uy, Uo, ..., u, vektory v roviné takové, Ze soucet
jejich délek je alespoil 1, pak mezi nimi najdeme vektory,
jejichz soucet bude vektor délky alespoil V 2/8. Dokazte.

ReSeni. Zvolme v roviné kartézskou soustavu soufad-
nic a oznalme (aj, b;) soufadnice vektoru u;. Je-li M =
= {(a1, b1),. .., (an, by)}, polozme .
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M = {(a,b)e M: || < a},
Mz = {(a,b)e M: |a| < b},
Mz = {(a,b)eM: |b| £ —a},
My = {(a,b)eM:|a] £ —b}.

Protoze M1 U M2 U M3 U My = M, musi podle pfedpokladu
aspoil pro jednu z uvedenych mnozin platit

—_— 1

2 2 —

2 Vaj + bf = 4°
(a3, by) € Mk

pisme M; = {(c1,d1), ..., (cm,dm)}. ProtoZze pro reilnd
lisla x, y plati

max (|x], [y]) = Vé Va2 + 52,

5 _
je podle definice mnoziny M; bud |D¢;| = 1/52 3 = V_2(to

kdyz ke {1,3}), nebo |>d;| = 1/8_2 (je-li ke {2,4}). Vektor

(c1,d1) + ... + (cm, dn) ma tedy délku alespoii ]/8% .

Jiné feSeni. Zvolme v roving kartézskou soustavu soutfadnic
a umistéme vSechny vektory u;, 1 <7 =< n, do pocitku.
Kazdy z vektora rozlozme na souet dvou vektortt (obr. 55)

u; = X; + Y
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kde x; ma smér osy x a y; ma smér osy y. ProtoZe
lusl = %] + [yil,

je soucet délek viech projekci X; a y; rovnéZ alespoii 1.
Z poloptimek OP; (1 £ 7 £ 4) miZeme tedy vybrat takovou,
Ze prislusné projekce vektort u; na ni budou mit soucet

délek alespori :} Projekce souétu vektorda na pfimku je
souctem jednotlivych projekci, ma tedy soucet odpovidajjcich
vektori na vybranou poloptimku projekci délky alespon —1— 5
12

: 1
takZe tento soucet je vektor délky aspori — > '
4 8

Jiné FeSeni. Zvolme libovolnou piimku p v dané roviné
a bod O na p a uvazujme libovolnou pfimku p() prochdzejici
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bodem O a svirajici s ptimkou p thel w, o € (0, ) (obr. 56).
Umistéme v3echny vektory u; do bodu O a oznalme «;
uhel, ktery vektor u; svird s pfimkou p, soucet délek projekci
vektorti u; na pifimku p(w) pak je

3wl fcos (0 — ),

Obr. 56

pfi¢emz pro vektory v jedné z polorovin uréenych kolmici
g(») na ptimku p(w) v bod¢ O je tento soulet aspoi

1

5 2 lujl feos (& — aj).

i=1

Oznatme S(w) pfislusnou mnozinu indexa téch vektori,
které lezi v uvedené poloroviné. Definujeme-li na intervalu
(0, =) funkci f pfedpisem

f<(')> = ] E uj|>
j €S(w)
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je ziejmé

1 n
flo)yz > > |uyl [cos (o0 — ay)].
j=1

Pfitom f je nezdpornd funkce, pro kterou plati

£ 1 n 1] .
[flw)do =z - 2wl | |cos (o — a5)l do =
0 2 j=1 0 .

nebot funkce [cosw| je periodickd s periodou = a je

[ [cos (0 — o) dw = [ |cos o] do = 2.
0 0

Z nerovnosti

ff(o)) do =1
0

flw)
—

g W s
/ ¥
//
// 7 o7 //' /% 7 /,//

o/ /

|-

Obr. 57
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oviem plyne, Ze existuje aspoil jedna hodnota o € (0, %),

1
pro kterou je f(w) = — (obr. 57 - jinak by muselo byt

f flow) do < 1), tj. existuje dokonce takovd podmnoZina
0

mnoziny vektord {u, Ug, ..., U, }, pro niz méd vektor souctu
délk L 12
élku aspont — > — > — -
PO 747 8

1
Pozndmka. Hodnotu — jiz nelze zlepsit, protoze pro mno-
T

zinu n = 2k vektorua umisténych ve stfedu pravidelného
2k-thelniku a s koncovymi body v jeho vrcholech se tato
hodnota asymptoticky nabyva. Pro pevné »n viak obecné lze

1
konstantu — jesté zlepsit.

7

A-1Il-4

V roviné jsou diny dvé pfimky p, ¢ a na pfimce ¢ bod F,
F ¢ p. Urcete mnozinu vSech bodu X, které lze dostat touto
konstrukei:

V roviné zvolime bod S, ktery nelezi ani na p, ani na g,
a sestrojime kruznici % se stredem S, kterd se dotyka primky
p. Na kruznici %2 zvolime bod T tak, aby ST || g. Protne-li
pfimka FT pfimku p v bodé U, je X prusetik pfimek SU a g.

ReSeni. Oznaéme V bod dotyku kruznice % s pfimkou p,
takze |SV| = |ST|. Oznatime-li W kolmy prumét bodu X
na pfimku p, pak z podobnosti zfejmé plyne (obr. 58) | XW| =
= |XF/|, bod X tedy lezi na parabole s chniskem F a fidici
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Obr. 58

pfimkou p. MnoZina bodi X tedy nezivisi na volbé bodu S
a je ddna pouze vzdjemnou polohou pfimky ¢ a paraboly
uréené bodem F a pfimkou p. Pokud je p | ¢, je hledana
mnozina jednobodovd, v opatném pripadé¢ dostaneme dva
body, které popsanou konstrukci snadno sestrojime.

A-llI-5

Je déna trojuhelnikovéd tabulka s » fadky a » sloupci (na
obr. 59 pro n = 6). V kazdém policku tabulky je napsidno
nékteré z &isel 1, 2, ..., n tak, Ze pro kazdé ke {1,2, ...,n}
se v sjednoceni k-tého radku a £-tého sloupce vyskytuji viech-
na Cisla 1, 2, ..., n. Dokazte, ze v pfipadé lichého n je kazdé
z Cisel 1,2, ...,n napsdno v poslednim policku nékterého
radku.

Reseni. Dopliime tabulku na $achovnici n % n (obr. 60).
Proie {1,2,...,n} oznatme M mnoZinu téch poli tabulky,
na kterych je napsano Cislo 7, a M’ mnoZinu soumérné sdru-

143



w N

O

2

Obr. 60

Zenou s M podle uhlopficky Sachovnice prochdzejici levym
hornim rohem. Z ptedpokladu tlohy plyne, Ze v kazdém
t4dku i v kazdém sloupci 3achovnice lezi pravé jedno policko
z mnoziny M U M’. Oznadime-li D mnozinu poli Ghlopficky,
plati

n=MUM|=2M —|Mn D|,
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takze |M N D| je pro liché n rovn&z liché ¢&islo a cislo 7 se
proto na uhlopfi¢ce vyskytuje asponl jednou. Protoze uhlo-
pri¢ka mé n poli¢ek, je tvrzeni tlohy dokédzéno.

A-Il1-6

Dokézte, ze pre kazdé prirodzené cislo n > 1 existuje
poradie ai,as, ...,a, Cisel 1,2, ..., n také, Ze Cislo ajy1
deli sacet a3 + a2 + ... + a; pre kazdé j e {1,2, ...,
n—1}.

ReSeni. Snadno je vidét, ze plati-li tvrzeni tGlohy pro
n > l.sudé, plati i pro n + 1, protoZze n + 1 déli soucet

nn + 1) ) )
> —, takze sta¢i pak vzit a,.1 =

1+2+ ... +n=

=n+ 1

Necht tedy n = 2%, pakjel + 2 + ... + n = k(2% + 1).
Predev§im musi platit ag; | A2k + 1). Zkusme tedy polo-
Zit asp = k, pak by mélo byt as;—1 | & . 2k, vezméme proto
asp—1 = 2k, atd. Takto zjistime, Ze potadi

B+ 1,1, k+2,2, ... 20k

vyhovuje podmince tlohy. Opravdu, pro 1 < 7 < % snadno
spolteme, Ze je

G+ +1+G+D+ .. +k+i)=
G+ 1) iGi—1)
2 T

=1k + 1)

a

FB+D+1+E+2)+ ...+ R+ +i=dk+ i+ 1)
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To vsak neni jediné poradi, které spliiuje podminky tlohy.
Resenim je i poradi

2k, 2,k + 1,3, ...,2k — 1,1,
nebotprol <7<k — 2je

+2+RE+D+3+ ...+ E+0)=
G+DGE+2) i+ 1)
G De+2) Lt

=2k —1 -
* 2 2

=k + 2D+ G+ 12 —1=@G+2)(E+1)

2+ 24+ G+ D434+ ... +GR+D+E+2)=
=0GT+2)(k+7+ 1)

Pozndmka. Neni té€zké sestavit vSechna vhodnd poradi
pro mald n, feknéme n < 8. Jejich prozkoumanim muZeme
odhalit jest¢ daldi obecnd FeSeni jako napf. nésledujici dvé
poradi pro lichd n = 2% + 1, kterd nedostaneme z jiZ uve-
denych potadi pro n = 2k:

2R + 1,1,2,k + 2,3, ...,k 2k, k + 1}
E+2,1,k+3,2,....2k + 1,k k+ 1.
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