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Korespondenéni seminar UV MO

Korespondenéni semindt UV MO je jednou z forem péce
o talentované zaky, zvlasté¢ pak o ty, ktefi nemaji moznost
navstévovat specidlni $koly se zaméfenim na matematiku
a pracovat v tamnich semindfich. Zdsadné vSak nejsou piiji-
méni studenti prazskych $kol, ti maji dostatek moZznosti
seznamit se s vybranymi okruhy tloh na seminafich Fedi-
tela MO.

K ucasti v korespondenénim seminafi pozvalo predsed-
nictvo UV MO na zikladé navrha KV MO a individudlniho
zajmu témér 50 zdka, z nichz se prihldsilo 28 fesitela z celé
republiky:

Kraj i St¢ J¢ Z¢ S¢ V¢ Jm Sm Bva Zsl Ssl Vsl |
| I {
|
| Pocet
| Tesitelu -5 3 3 4 2 1 1 1 2 6

V prabéhu 34. ro¢niku MO jim bylo zasldno pét sérii po-
mérné ndro¢nych uloh. Dosla feSeni pak byla opravena,
ohodnocena a s rozmnozenym komentdfem vricena ulastni-
ktim seminare. Koresponden¢ni seminaf je fizen tajemnikem
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UV MO RNDr. Karlem Hordkem, ktery se stard o vybér
a piipravu uloh a obvykle provadi i redakci komentéia.
Opravu pak zajiStuje nékolik pracovnikii Matematického
tstavu CSAV a nékolik studentd a aspirantai MFF UK
v Praze (vSichni jsou byvali olympionici).

Pouze 14 tcastniki seminife se nedalo odradit nejobtiz-
néjsim 4. kolem. Nejlepsimi v celkovém hodnoceni byli
Radek Adamec (G Krométiz), Igor Melicheréik (G Banska
Bystrica), Viadimir Kordula (G M. Kopernika Bilovec),
Viadan Majerech (G Pardubice) a Richard Seda (G Blansko).
Uvéadime znéni vSech zadanych tloh.

1. Kombinatorika

1.1 Permutaci &isel 1, 2, ...,#n nazveme kazdé vzijemné
jednozna¢né zobrazeni mnoziny {1,2,...,n} do sebe.
Permutaci inverzni k = nazyvdme permutaci 7! tako-
vou, 2e z X (w(i)) = i pro kazdé ie {1,2,...,n}.
Inverzi permutace 7 nazyvdme kazdou dvojici 7 << j
takovou, ze 72(7) > x(j). Dokazte, Ze pro kazdou permutaci
7 mnoziny {1,2,...,n} plati: @ a z~! maji stejny
pocet inverzi.

1.2 Zjistéte, kolik permutaci mnoziny {1,2, ...,n} mé pra-
vé 1, resp. 2, resp. 3 inverze.

1.3 Necht Q je mnozina viech uspofddanych ¢tvefic utvo-
fenych z nul a jedni¢ek. Ukazte, Ze tvefice z Q nelze
obarvit tfemi barvami (tj. pfifadit kazdé ¢tvefici nékterou
ze tfi barev) tak, aby &tvefice, které se lisi pravé v jedné
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1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

slozce, mély rtznou barvu, a také Ctvefice, které se lisi

ve vSech slozkach, mély ruznou barvu.

Body roviny jsou obarveny tfemi barvami. UkaZte, Ze

pro kazdé d > 0 existuji dva body se vzdalenosti d stejné

barvy.

MnozZina X mé 1 983 prvku. Pfedpoklddejme, Ze existuje

takovy systém jejich podmnoZin Si, So, ..., S,, Ze

a) sjednoceni kterékoli trojice téchto mnozin je celd
mnozina X,

b) sjednoceni libovolné dvojice ma nejvyse 1 979 prvku.

Jaka je nejvétsi moznd hodnota m?

Kazdému z vrchola A;, Ao, ..., Aigss pravidelného

1 983-uhelniku je pfifazena jedna z hodnot - 1. Bod

A; nazveme dobrym, jestlize soucet ohodnoceni vrchola

lezicich na libovolné cesté¢ (po obvodu 1 983-thelni-

ku) vychdzejici z bodu A4; je kladny (pfitom ohodnoceni

bodu 4; se do soultu nezapocitdvd). Dokazte, ze ma-li

aspoil 1 789 bodu ohodnoceni + 1, nejméné 1 207 bodua

je dobrych.

Je din konvexni mnohostén. Je zndmo, Ze sedteme-li

uhly pfi vSech vrcholech daného mnchosténu az na jeden,

dostaneme 5 160°. Najdéte soucet whlu pii zbyvajicim

vrcholu.

Necht 7 je liché a X kone¢nd mnozZina s vice neZ n prvky,

A, B podmnoziny X. DokaZte, Ze je-li pro kazdou n-prv-

kovou podmnozinu Y < X

AN Y| = |Bn Y|(mod 2),
je A = B.
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2. Geometrie

Jeden z nejjednodussich mnohobuné&nych organismi
vale¢ koulivy se sklddd z jednotlivych bunék uspofa-
danych na kulové plose, takZe pfipominaji mnohostén.
Tyto bunky maji v podstaté tvar péti-, Sesti- a sedmi-
uhelnika, pficemz v kazdém »vrcholu« se dotykaji pravé
tf'i buniky (obr. 61). Vyskytuji se také jedinci se ¢tyftahel-

Obr. 61

nikovymi a osmitGhelnikovymi buiikami, biologové v3ak
zjistili, Ze pokud véle¢ tyto nestandardni buriky nemsj,
pak je vzdy pétithelnikovych bunék o 12 vice nez sedmi-
uhelnikovych (pocet viech bunék dosahuje nékolika set,
ba i tisice). Umite matematicky objasnit tento experi-
mentélni vysledek biologt ?

Pét hran Ctyfsténu ma délku mens$i nez 1. Dokazte, ze
objefn takového Ctyfsténu je men$i nez %

Ke Ctyisténu ABCD existuje pét kulovych ploch, z nichz
kazda se dotykd Sesti primek AB, BC, CA, AD, BD, CD,
praveé kdyz je to pravidelny Ctyi'stén. Dokazte.



2.4 Dokazte, ze fez krychle ABCDEFGH rovinou proché-
zejici jejim stfedem a kolmou k télesové uhlopricce AG
je pravidelny Sestithelnik.

2.5 Urcete polomér nejvétsi kruznice, kterou 1ze celou umistit
uvnitf dané krychle o hrané délky 1.

2.6 Na kulové plose je ddna kruznice 4, mimo kulovou plochu
je dan bod P. Spojnice bodu P s body kruZnice % protnou
danou kulovou plochu zpravidla jesté¢ v dalsim bodé.
Dokazte, Ze tyto body lezi rovnéZ na kruZnici.

2.7 Jsou-li E, F, G, H libovolné ¢tyfi body v prostoru,
oznalme prrqu soucet délek |EF| + |EG| + |EH| +
+ |FH| + |FG|+|GH]|, obvod trojuhelniku KLM
budeme znalit pxry a délku lomené Ciry g oznalime
pg. Dokazte, Ze pak plati:

a) Neni-li obvod stény KLM c&tyfsténu KLMN mensi
nez obvod kazdé jiné stény, pak prrun < 2 prru.

b) LeZi-li trojuhelnik KLM uvnitié uzaviené lomené
Cary g, pak pxLyv < pg-

c) Jsou-li 4;, B, Ci, D; pravothlé priméty vrchola
¢ryisténu ABCD do roviny o, pak pro obvod p kon-

2
vexniho obalu boda 43, B, C1, D; plati p << 3 PAaBCD-
d) Lezi-li ¢tyfsttn KLMN uvnitt Ctyfsténu ABCD,
4
pak prrun < 3 PABCD-

Ukazte, Ze posledni nerovnost nelze zlepsit.
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3. Rovnice a funkce

3.1 Necht 7 je prirozené ¢islo. Pro libovolnou #-tici redlnych
Cisel (x1, %2, ..., %), kde 0 x; < 1, 7€ (1,2, ...,n},

uvazujme soucet

> -l =
o 1=i<j=n
=|x; — x2| + |x1—x3] + ... + |x1— xp-1| + |x1 — xn] +
+ Jxa—x3] + ... + |x2— xp_1| + [x2— x4 +
+

+ |Xn—2 — Xp-1| + |[Xn—2 — xu| +
+ |xn—1 - xnI-

Najdéte nejvétsi hodnotu tohoto souctu.

3.2 Urcete nejveétsi redlné &islo z tak, aby existovala redlnd
Lisla x, y takova, Ze

x+y+2=5,
xy + vz + gx = 3.

3.3 Najdéte vechna redlnd &isla b, pro néz existuji nezdpornd
realnd &isla x1, x2, x3, x1, x5 takova, Ze plati

Skr=b S B =8, S B = 5.
n =1 k=1
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3.4 Uvazujme funkci
f(x) =1 —acosx — bsin x — A cos 2x — B sin 2x,

kde a, b, A, B jsou dand redlnd ¢&isla. Je-li f(x) = 0
pro kazdé redlné x, potom

a2+ 22, A2+ B2< 1.

Dokazte.

3.5 Urcete nejvétsi hodnotu, kterou muze nabyt soucin
nékolika pfirozenych d&isel, jejichZz soucet je 1 984.

3.6 Necht Py(x) = x2 —2 a proje {2,3,4,...} je

Py(x) = Pi(Pj-1(x)).

Dokazte, Zze pro kazdé pfirozené n jsou viechny kofeny
rovnice P,(x) = x redlné a ruzné.

3.7 Urcete vSechny kvadratické troj¢leny f(x) = ax? +
+ bx + c, které spliluji nasledujici dvé podminky:

a) lf(x)| é 1 Pr0x6<_1: 1>3
b) a% + b2 + ¢ = 5.

4. Teorie Cisel

m m
4.1 Dokazte, ze kazdy zlomek o 0 < PRI 1, je mozno vy-

jadfit ve tvaru
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4.7
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m 1 1 1
—=—4+—+4 ...+,
n g2 qr

kde 0 << g1 << g2 < ... << gqr jsou celd Cisla a g5 d&li
grriproke {1,2,...,r — 1}.

Pro kazdé prirozené ¢islo % existuje nekoneiné mnoho
prirozenych ¢isel N takovych, Ze v jejich dekadickém
zépisu neni Zddnd nula a pfitom &isla N a AN maji stejny
ciferny soucet. DokazZte.

Je-li pfirozené C<Cislo délitelné &islem 10 101 010 101,
pak md jeho dekadicky zdpis aspoil Sest nenulovych
¢islic. Dokazte.

Je déno sedmnicticiferné Cislo. ZapiSme jeho Eislice
v obrdceném poradi a vzniklé Cislo pfi¢téme k d&islu
danému. Dokazte, Ze asponl jedna z Cislic uvedeného
souctu bude suda.

Je déno prfirozené (islo n. VSechna prirozend (&isla, je-
jichz dekadicky zdpis méd nejvyse n Cislic, rozdélime
do dvou skupin podle toho, je-li jejich ciferny soucet
lichy nebo sudy. Je-li 1 < %k < n, dokazte, Ze soulet
k-tych mocnin vsech &isel prvni skupiny se rovnd souctu
k-tych mocnin vsech ¢isel druhé skupiny.

Dokazte, ze mezi libovolnymi 200 celymi ¢isly najdeme
100 cisel tak, Ze jejich soucet bude délitelny stem.

Je dano piirozené ¢&islo » > 1000. Oznatme a; zbytek
Cisla 2" pii déleni &islem &, k€ {1,2, ..., n}. Dokazte,
Zzeay +ax+ ... + ay > 2n.
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5. Kombinatorika

V jednom mésté nékolik lidi nastydlo, a tak vypukla
chiipkova epidemie (v nasledujicich dnech jiz nikdo
nenastydl, chiipka se 3ifila kapénkovou nakazou). Nemoc
vypukne druhy den po nédkaze a trvd vzdy jeden den,
nésledujici den je ¢lovék imunni. Pfitom kazdy zdravy
ob&an navstivi kazdy den vSechny své nemocné piitele,
prestoZe se od nich nakazi, pokud neni ten den imunni.
Dokazte, ze pokud prvni den epidemie nikdo nebyl
imunni, pak epidemie jednoho krdsného dne skonci.
Zustava tvrzeni v platnosti, pokud pripustime, Ze prvni
den epidemie mohl byt nékdo imunni ndsledkem o¢kovani ?
Ve skupiné nékolika lidi ma kazdy nejvyse tfi nepiiatele.
Dokazte, ze skupinu lze rozdélit do dvou ¢asti tak, aby
kazdy clovék mél ve své Casti nejvySe jednoho nepfitele.
Turnaje v nohejbalu se zGcastnilo n > 2 druZstev, pfitom
pro kazdda dvé muzZstva se najde tfeti, které nad obéma
vyhrélo. Pro jaké n» mohla takova situace nastat?

Na stole je n knih sloZzenych v nékolika hromédkach.
Knihovnik je kazdy den pferovnivd - z kazdé hromddky
odebere jednu knihu a z téchto vytvoti novou hromadku.
Pritom do sesitu zapiSe poéty knih v jednotlivych hro-
madkach (sefazené podle velikosti). Dokazte, ze plati:
a) Po néjakém Case se zdpisy v seSitu zalnou pravidelné

opakovat.
b) Jestlize po néjakém cCase budou zdpisy kazdy den

stejné, pak n = (;) pro vhodné 4.

Plati tvrzeni b) i obrdcené?
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5.5 Ve skupiné nékolika lidi ma kazdy pravé tii piatele.
Rozhodnéte, zda kazdou takovou skupinu je moZno
rozdélit do dvojic tak, aby lidé v kazdé dvojici byli
prateli.

5.6 V roviné je dano n bodu, z nichz zadné tii nelezi v pfimce.
Kolik nejvyse usetek lze vytvorit spojovanim danych
bodu, aby pfitom nevznikl Zddny trojuhelnik (s vrcholy
v danych bodech)?

5.7 V roviné je ddno nékolik bodu, pritom zadné tfi nelezi
na jedné primce. Nékteré dvojice bodu jsou spojeny
useCkami tak, Ze z kazdého bodu vychdzeji nejvyse tii
asecky. Dokazte, Ze body je moZno obarvit dvéma barvami
tak, Ze kazdy bod je usetkou spojen nejvyse s jednim
bodem téze barvy.
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