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26. ro¢nik mezinarodni matematické olympiady

Prubéh a vysledky

Dvacata Sestd mezindrodni matematickd olympidda (MMO)
se konala ve dnech 29. ¢ervna — 11. Cervence 1985 ve Finsku
za rekordni ucasti 209 soutézicich zdku z 38 zemi. V mezi-
narodni poroté, jiz predsedal prof. Ilpo Laine z helsinské
univerzity, byly zastoupeny tyto staty: AlZirsko, Austrélie,
Belgie, Brazilie, Bulharsko, Ceskoslovensko, Cina, Finsko,
Francie, Island, Itélie, Izrael, Jugoslavie, Kanada, Kolumbie,
Kuba, Kuvajt, Kypr, Madarsko, Maroko, Mongolsko, NDR,
Nizozemi, Norsko, NSR, Polsko, Rakousko, Rumunsko,
Recko, SSSR, Spanélsko, Svédsko, Tunis, Turecko, USA,
Velka Britdnie a Vietnam. S francouzskou delegaci pficestoval
na MMO navic jeden irdnsky Zak, ktery t¢. studuje ve Francii.
Na 26. MMO byla déle pfitomna pozorovatelka z Indie.

Pripravné prace, tj. vybér ualoh, jejich formulace a preklad
do jazyku soutéZicich, provadéla mezindrodni porota ve
dnech 30. Cervna - 3. Cervence; sidlila pfitom v nevelkém
finském mésté Heinola, asi 100 km severné od Helsinek.
Z materialt zpracovanych finskymi organizdtory na zakladé
navrht doslych z jednotlivych zemi vybrala porota pro soutéz
téchto Sest uloh:
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1. Je dé4n konvexni tétivovy Ctyfuhelnik ABCD a kruznice
k, jejiz stted lezi na strané AB a kterd se dotyki ostatnich
tii stran BC, CD, DA ¢tyiuhelniku. Dokazte, Ze pak plati

|AD| + |BC| = |4B|.

2. Necht 7, £ jsou dand, navzdjem nesoudélnad prirozend
Gisla, 0 <% <m, a necht M= {1,2,...,n — 1}. Kazdy
prvek ; mnoZiny M obarvime jednou ze dvou barev (modré
a bild), a to tak, ze
(1) ¢islo j m4 vidy touZ barvu jako &islo n — ;

(2) kazdé ¢isloj e M, j #~ k, md touZ barvu jako &islo [ — 7).

Dokazte, ze pak viechny prvky mnoZiny M maji touz
barvu.

n
3. Je-li P(x) = > a;x/, n = 0, mnoho¢len s celo¢iselnymi

=0
koeficienty, oznaéme w(P) polet téch jeho koeficientl ajy,
které nejsou délitelné dvéma. Necht Q;(x) = (1 + x)/ pro
Jj=0,1,2,....
Dokazte: jsou-li 71, 72, ..., 7, celd &isla spliujici 0 < 7 <
<12 < ... < iy, pak plati

w(Qil + Qig T oee e Qin) 2 w(Qil)'
4. Mnozina M ma pravé 1 985 prvki. Jsou to vesmés celd
kladnd ¢&isla, jejichZ prvocinitelé nejsou vétsi nez 26.
Dokazte, ze v M lze nalézt &tyfi navzdjem razna Cisla,

jejichZ soudin je &tvrtou mocninou celého Eisla.

5. Je d4n trojuhelnik ABC a kruZnice % se stiedem O,
kruznice k prochdzi body 4, C a protind ase¢ky 4B, BC
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v dalich dvou bodech K, resp. N, K = N. Pritom kruZnice
k1, resp. ko, opsané trojuhelniku 4ABC, resp. BKN, maji
pravé dva spole¢né body B a M.

Dokazte, ze uhel OMB je pravy.

6. Ke kazdému redlnému Cislu x; sestrojime posloupnost
{xn },_, tak, Ze poloZime

1
Xn+1l = Xn (xn + —>
n

prokazdén =1,2,3, ... .
Dokazte, Ze existuje prdavé jedna hodnota x; takovd, Ze
pro kazdé n = 1,2, ... plati

0<x71 <xn#1<l.

Tyto tlohy pochédzely z ndvrha piedlozenych Velkou
Brit4nii, Australii, Nizozemim, Mongolskem, SSSR a Svéd-
skem.

Ackoliv se jiz na nékolika minulych MMO poukazovalo
na nutnost rozsifit okruh témat, jez se objevuji v soutéZnich
alohich MMO, byl i tentokrite vybér omezen na pievazné
klasickd témata: planimetrii, kombinatoriku, elementédrni
¢iselnou teorii. Snad jen Sestd uloha byla ponékud netra-
di¢ni.

Jak pozdéji také potvrdily vysledky soutéZe, byly vybrané
alohy vcelku vhodné pro MMO. Porota viak ponékud pod-
cenila obtiZnost tieti tlohy, jejiz feSeni vyzadovalo netri-
vidlni obménu provedeni matematické indukce. Pravé tato
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nejtézsi uloha zpusobila, Ze vysledné bodové hodnoceni bylo
0 poznani niz$i nezli napf. v loniském roce.

Jako obvykle, byla kazd4 uloha ohodnocena sedmi body,
takze kazdy soutéZici mohl ziskat v soutézi nejvyse 42 bodu.
Podrobnd kritéria pro hodnoceni feSeni porota tentokrite
nepfipravovala a prenechala tuto nelehkou tlohu finskym
koordindtoriim, ktefi se ji zhostili velmi dobfe.

Jesté¢ drive nezli porota dokonlila pfipravu soutéZnich
uloh, pricestovali do Finska soutézici zaci. Byli ubytovéni
v rekreatnim stfedisku Joutsenlampi v motelu Rantasipi,
uprostfed prekrasné finské pfirody. Vlastni soutéZ se pak
konala v nedalekém méste¢ku Joutsa. Slavnostni zahdjeni
26. MMO probéhlo ve stiedu 3. ¢ervence dopoledne v mistni
Skole za uclasti mezindrodni poroty, kterd sem proto prijela
z Heinoly.

Dalsi dva dny, 4. a 5. Cervence, byly soutézni: kazdé do-
poledne resili zici po tfech tlohach. V patek 5. Cervence
presidlila také porota do Joutsenlampi, kde se pak vykonaly
veskeré prace spojené s opravou a koordinaci hodnoceni
zakovskych reSeni. Diky dobré piipravé kolektivu finskych
koordindtort probéhla koordinace velmi hladce a rychle,
takZe porota mohla na svém zasedani v nedéli 7. Cervence
bez dlouhych debat schvalit kone¢né vysledky.

Zaroven zde bylo rozhodnuto udélit 14 prvnich cen (za fe-
Seni ohodnocena 34 —42 body), 35 druhych cen (za 22—32
bodu) a 52 tretich cen (za 15—21 bodt). Celkem tak ziskalo
nékterou z cen 101 zaku, tedy necelych 50 9, z celkového
poctu 209 soutézicich. Tyto poéty cen odpovidaji tradi¢nim
podminkim MMO.

Po prozkoumani navrha predloZenych koordinatory bylo
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na dal§im zasedédni poroty rozhodnuto, Ze na 26. MMO
nebudou udéleny Zadné zvlastni ceny za origindlni FeSeni
jednotlivych uloh.

Prehledné tidaje o poctech cen a soultech bodii ziskanych
jednotlivymi delegacemi jsou uvedeny v pfipojené tabulce.

Vedle &asti matematické obsahoval program MMO jako
obvykle také ¢ast kulturné-poznavaci. Pro tcastniky MMO
bylo uspotfaddno nékolik vyleta: do mésta Jyviskyld (pouze
pro zéky), do Lahti (s navstévou sportovniho stadionu a pivo-
varu), k jezerim v okoli Joutsy (s ukidzkou rybolovu), na
typicky finsky statek (s ukdzkou folkléru), prohlidka mésta
Helsinki a projizdka lodi podé¢l pobiezZi s nezapomenutelnymi
pohledy na Helsinky z mofe.

Zavér 26. MMO probihal v Helsinkdch, kam se vsichni
Gclastnici premistili 9. Cervence. Ceny byly Zikim rozdéleny
na slavnostnim zakonceni 26. MMO ve stiedu 10. ervence
odpoledne v aule helsinské univerzity za pfitomnosti finské
ministryné Skolstvi pani Kaariny Suomio. Ocenéni Zzéaci
dostali diplomy a medaile, ostatni jen diplomy uc&astniku.
Sesti nejlepsim vénovala firma Nokia osobni potitale.

Na slavnostnim zakon¢eni vystoupil také vedouci polské
delegace prof. A. Makowski, ktery pozval vSechny zulastné-
né na 27. MMO, ktera se md konat v Cervenci 1986 ve Varsavé.

MMO byla pak ukon¢ena vecefi na rozlou¢enou spojenou
s improvizovanym kulturnim programem. Ve tvrtek 11. Cer-
vence jiz zacaly zahrani¢ni delegace opoustét Helsinki.
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Ceskoslovenska tdast na 26. MMO

Do soutéZe na 26. MMO vyslalo Ceskoslovensko $est
zakt gymndazii vybranych na zakladé vysledkti dosaZenych
v domdci MO a na pfipravnych soustfedénich, seminatich
a podobnych pomocnych akcich., Jména Sesti soutéZicich
spolu s bodovym hodnocenim jejich feSeni soutéznich uloh
MMO jsou uvedena v pfipojené tabulce.

Po nevyrazném uspéchu Ceskoslovenského druZstva na
25. MMO byly vysledky nasich zaka na 26. MMO ocekavany
s nad¢jemi, které se viak tak docela nesplnily. Ani zisk tii
druhych cen a jedné tfeti - coz je lep$i nez na 25. MMO -
nemuze zakryt skute¢nost, ze bylo v sildch nasich zdka podat
celkové lepsdi vykony. Relativni pofadi soutézicich na MMO
lze povazovat za pomérné signifikantni ukazatel, at jsou sou-
téZni tlohy obtizné nebo snazsi: mezi 209 Gicastniky 26. MMO
se na$i zdci umistili na 38.—39., 44—46., 47.—49., 75.—83.,
119.—128., a 156.—159. poradi.

Pokud se tyce jednotlivych uloh, nejsou jasné pii¢iny né-
kterych netGspécht pfi feSeni prvni ulohy, kterd svou na-
ro¢nosti rozhodné nepifesdhla béznou stiedoskolskou urover.
Také pata uloha, k jejimuz feSeni vedlo nékolik ruznych cest,
mohla dopadnout lépe.

Pétrdme-1i pro pfi¢indch neaspéchi, objevuje se znovu
vyznam psychického faktoru. Nadim reprezentantim na
MMO nechybgji, jak se zd4, ani tak konkrétni znalosti z ma-
tematiky, jako spiSe pohotovost pii jejich uplatfiovani.
Vsichni jist¢ ovlddaji elementy trigonometrie (prvni uloha),
viichni jist& znaji Dirichletav princip (¢tvrtd tloha). Je viak
tieba se prizpusobit tomu, Ze Glohy na MMO nejsou prostd
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cviCeni v aplikaci zndmych poucek, ale vyZaduji vedle teore-
tickych znalosti také vytrvalost a trochu zru¢nosti.

Pripad Sesté a do znatné miry i tieti ulohy ilustruje ten-
dence MMO k zatazovani atypickych tloh s elementy ma-
tematické analyzy.

Utast Ceskoslovenska na 26. MMO se oviem neredukovala
jen na soutézici zaky. Ceskoslovensko pfispélo uz k piipravim
MMO zasldnim ndvrhu ¢tyi uloh pro soutéZ. Jednu z nich
zatadili finsti organizdtofi do vybéru 18 tloh piedklddanych
mezinarodni poroté, a to jako alternativu k tloze navrhované
Mongolskem: pifi definitivnim rozhodovani pak byla prijata
mongolské tloha (¢tvrtd soutézni).

Také na praci mezindrodni poroty v prabéhu MMO
mélo Ceskoslovensko aktivni podil: ptedloZilo n&kolik inicia-
tivnich nédvrha, napfiklad reformulace textu Sesté ulohy,
usporddéni soutéznich uloh atd., jez byly porotou pfijaty.
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Celkové vysledky 26. MMO

Alzirsko - DZ
Austrilie - AU
Belgie - BE
Brazilie - BR
Bulharsko - BG
Ceskoslovensko - CS
Cina - CN
Finsko - FI
Francie - FR
Irdn - IR
Island - IS
Italie - IT
Izrael - IL
Jugoslavie - YU
Kanada - CA
Kolumbie - CO
Kuba - CU
Kuvajt - KW
Kypr - CY
Madarsko - HU
Maroko - MA
Mongolsko - MN
NDR - DD
Nizozemi - NL
Norsko - NO
NSR - DE
Polsko - PL
Rakousko - AT
Rumunsko - RO
Recko - GR
SSSR - SU
Spanélsko - SP
| Svédsko - SE
Tunis - TN
Turecko - TR
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N Pocet Cena Soucet

Zemé Geastnika| 1. II. IIL. | bodu
USA - US 6 2 4 0 180
Velk4 Britdnie - GB 6 0 2 3 121
Vietnam - VN 6 1 3 1 144
Celkem 209 14 35 52 3114
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Refeni Gloh 26. MMO

1. Ozname S stied kruZnice &, r jeji polomér a E, F, G
po fadé body, v nichz se & dotyké stran BC, CD, DA. Plati

|[EC| = |FC|, |FD| = |GD],
SE | BC, SF | CD, §G | AD,
takze
|<t CSE| = |<¢ CSF|, |<t DSG| = |<¢ DSF|.
Jelikoz ¢tyfuhelnik ABCD je tétivovy, plati
|<t BCD| + |<t BAD| = = = |<t ADC| + |<C ABC].
Oznatime-li « velikost thlu CSE a f velikost uhlu DSG,
bude |<¢ BAD| = 2a, |<t ABC| = 2p. Pro délky stran

pravouhlych trojuhelnika 4ASG, DSG, BSE, CSE dostaneme
pak tato vyjadieni:

lAS]| = =
al sin 2z’ |BS] sin 2/3°
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|AG| = » cotg 2a, |BE| = r cotg 2[5,
|CE| = r tga, |DG| = rtgf.
Z rovnosti

sin & cos 22 sin? « + cos? « 1

tg o + cotg 2o = + = = - = —
g g cos o sin 2a 2 sin o Cos o sin 2«

vyplyva rovnost

|4S| = |AG| + |CEl;
obdobné odvodime i rovnost

|BS| = |BE| + |DG|

a sectenim obou téchto rovnosti pak dostaneme dokazovanou
rovnost

|AB| = |AD| + |BC|.

2. Skutecnost, Ze Cisla 7, ;7 maji touz barvu, budeme znacit
i ~j; relace ~ je ekvivalence na mnozin& {1,2, ...,n — 1},
pro kterou plati
Q) j~n—g proj=1,2,...,n — 1;
@ T~k proj =1,2,...,n — 1,7 # k.
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Relaci ~ rozdifime na mnozinu Z v3ech celych &isel, a to
tak, Ze polozime jednak

3) 0~k
jednak
4) J+n~j pro viechnaj e Z.

Snadno se presvéd¢ime, Ze po tomto rozsifeni plati
@) J~n—j

pro vechna j € Z. Skute¢ng, je-li jeZ, j=np +r,pe Z,
0=r<m, je

J=mpt+r~r~n—r~n—r—np=n-—j.
DokaZeme nyni, Ze pro kazdé g Z je
5) gk ~ k.

Vztah (5) plati trividlné pro ¢ = 1, podle (3) pro ¢ = 0;
podle (1") a (4) je pak

—k~n—Fk~k,
takZe (5) plati také pro ¢ = —1.
Déle postupujeme indukci. Predpoklidejme, Ze (5) plati
pro viechna g€ Z, |q| < m, kde m = 1, a dokdZeme, Ze (5)

plati také prog =m + laprog = —m — 1.
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Necht (m + )k =np + r, 0 < r < n, takZe podle (4) je
(m+ Dk ~r. Je-li » =4k, mame vztah (5). Je-li » > &,
jepodle 2)r ~r —k,aviakr — k~mnp + r — k = mk ~ k.
Je-li konetné » < k, je podle (2) r ~k — r, ale k —» ~
~k—np —r=—mk~*k.

Pro ¢ = m + 1 tedy (5) plati.

Obdobné necht (—m — 1)k =np + r, 0 < r < n, takze
(=m — Dk ~r~n—r. Je-i n—r ==Fk, plati (5). Je-li
n—r >k, jepodle 2)n — r ~n — r — k, aviak podle (4)
je pak n—r—k~n—r—k—nlp+1)=—r—k—
—np = —k+ (m+ Dk =mk ~Fk. Jelin — r < k,je pod-
dle(2)n —r~k —n+ rdilepodle 4) k —n+r ~k —
—n+r+np+1)=Fk+np+r= —mk~ k. Opéttedy
vzdy plati (5).

Ponévadz ¢&isla n, & jsou nesoudélnd, lze kazdé celé ¢islo
z € Z vyjadiit ve tvaru

2 = ak + bn,
kde ac Z, b Z. Podle (4) a (5) plati pak pro kazdé ze€ Z
2 =ak + bn ~ak ~k;

v ekvivalenci ~ patii vSechna ¢isla do jediné tfidy - tj. maji
vSechna touz barvu.

. . 2m .
3. Pii 0 <k <2m, m = 1, je &islo (k) sudé, plati totiz

e (o) =2 (0 20)-
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Mnohotlen Q,.(x) = (1 + x)*" tedy miZeme psit ve tvaru
02(%) = 1 + Ru(x) + 2%,

kde R, je mnohoclen stupné 2™ — 1, jehoZ koeficienty jsou
vesmés sud4 Cisla.
Je-li P libovolny mnoho¢len stupné #n, n << 2™, pak

1) Px)Qyu(x) = P(x) + P(x)Rn(x) + 5" P(x),

takze
2) w(P . Qpn) = 2w(P).
Nerovnost
@) W@, + ... + Qi) = w(Q;),
kde 0 = 7; < ... < iy, dokdZeme nyni indukci podle stupné

iy. Pro i, = 0, 7, = 1 je ovSem (3) trividlni. Pfedpokladejme
tedy, Ze (3) plati, jakmile 7, << 2™, m = 1, a dokaZeme, Ze
potom plati také, kdyz 2m < 7, <2m+1,

Rozlisime dva piipady:

I. Necht

2m < gy < ... <, <<2mtl
Potom
Qi1 + o0 + Qin = sz (Q,'lizm + ... + Qi,r—-2’")

a podle (2) a indukéniho predpokladu je
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w(Qi1 + ... + Qin) = 2‘w<Ql~1,2m + ... + Qin—Z"‘) 2
= 20(Q;, 5n) = w(Q,);

nerovnost (3) tedy plati.
II. Necht
N<...<fgo1<2MZ < ... <fp<2m+tl
pro nékteré ¢, 1 < g < n. Potom
(4) Qi+ + Qi

je mnoho¢len stupné mensiho nez 27, a tedy

5) w(Q;, + ... + Qi) = w(Qy)
Mnoho¢len
(6) QX+ ...+ 0, (% zé;cjxf

muzZeme vyjidfit ve tvaru

Qon(%) [Qyy—2n(®) + « o + Qi ou(X)] =
= [1 + Ru(x) + x™"] [Qi—2n(®) + oo + Qi 2u(X)].

Z tohoto vyjadieni je vidét, Ze ke kazdému lichému &islu
¢i(0 <7 < 2m) lze ptifadit rovnéz liché &islo ¢; .. Proto
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se pri¢tenim mnoho¢lenu (6) k mnohotlenu (4) &islo w ne-
zmensi:

w(Q+ ... + O )= wQ; + ...+ Q)
Podle (5) tedy nerovnost (3) plati i v tomto pfipadé.
4. Kazdé &islo ¢ € M lze vyjadrit ve tvaru
1) ¢ = 2% 3k ghs 7k (1Rs J3ks J 7k Johe D3l

kde A1, k2, ..., k9 jsou nezidporna celd Cisla. Také soulin
libovolného poctu ¢&isel z mnoziny M je moZno vyjadrit ve
tvaru (1). Pfitom &islo ¢ z (1) je druhou resp. ¢tvrtou mocninou
celého cisla pravé tehdy, jsou-li exponenty ki, %o, ..., k9
vesmés Cisla sudd, resp. délitelna Ctyimi.

Ponévadz 29 = 512, najdeme v kazdé mnoZin& P obsahujici
alespori 513 (ruznych) &isel tvaru (1) minimalné dvé dCisla
¢, ¢’ takova, Ze pro jejich exponenty ki, ko, ..., kg, resp.
ks ky, .. ., Ry z vyjadieni (1) plati:

(2)  prokazdé;j =1,2,...,9 je &slo k; + &, sudé.

Potom je oviem soudin cc’ téchto &isel ¢tvercem celého Cisla
e’ = d?, pritemz Cislo d lze opét vyjadrit ve tvaru (1).
Z mnoziny M o 1985 prvcich takto muZeme postupné
1985 — 511
ziskat =5 = 737 dvojic &isel ¢, ¢, resp. 737 Cisel d
(d? = ¢c") tvaru (1). Ponévadz 737 > 512, je opét moZno
mezi &isly d najit minimélné dvé (ve skute¢nosti alespori 113)
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Cisla d, d’ takova, Ze pro jejich exponenty ki, k2, ..., ko,
resp. ky, ky, ..., ky plati (2). Je tedy opét dd' &tvercem
celého &isla b, dd' = b2, takZze d2d’? je jeho ¢tvrtou mocninou
d2d’? = b*. Avsak d2 a stejné tak d'? je soutinem dvou &isel
z mnoziny M - ziskali jsme tak &tyfi (navzdjem ruznd) Cisla
z M, jejichZ soutin je &tvrtou mocninou celého &isla.

5. Trojuhelnik ABC nemuze byt rovnoramenny se zaklad-

nou AC, nebot pak by kruznice %; a k2 mély spoletny jediny
bod B. MuZeme proto bez Gjmy obecnosti piedpoklidat, ze

1) |<x BAC| < |< BCA|,

takze |<C BAC| < 90°.

Oznatme S stfed kruZnice %; a R stied kruznice k2. Doké-
Zeme nejprve, ze SORB je rovnobéznik.

Ponévadz ¢tyiahelnik AKNC je tétivovy, plati

|<c BNK| = |< BAC]|.
Trojahelniky BCS a BKR jsou rovnoramenné a plati v nich
jednak
1
|<¢ SBN| = |<¢ SBC| = 90° — Pl |<c BSC| =
=90° — |<¢ BAC| = 90° — |<¢ BNK]|,

takZe nutné BS | NK, jednak
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1
|0 RBK| = 90° — — | BRK| = 90° — | BNK| =
= 90° — | BAC|,

takze BR | AC.

Avsak SO | AC a RO | KN, nebot spoletnd tétiva
dvou kruznic je vzdy kolmd na spojnici jejich stfedu.
Je tedy skutetné SO || BR a BS|| RO, takze SORB je
rovnobéznik.

Ozna¢me nyni B’ bod kruznice k3 takovy, ze BB’ je jejim
prumérem. Potom oviem je také SOB'R rovnobéznik.

Je-li M = B’, je OM = OB’ || SR | BM. Je-li M + B/,
je jednak BM | B’M (Thales), jednak OB’ || SR | BM.
To v3ak znamen4, ze bod B’ lezi na pfimce OMa OM | BM.

6. Oznatme M mnozinu viech posloupnosti {x, },” , klad-
nych &isel spliujicich

1
1 ) +1 — ) -
( ) Xn+1 Xn (xn + n>

pro viechna ne N = {1,2,3,...}; vztah (1) lze vyjadfit
také ve tvaru

1 -
2) Xn = z_nq/éln?xnﬂ +1-—1).

Z (1) a (2) je ihned vidét, Ze pro posloupnosti {x,} e M,
{¥n } € M plati tato tvrzeni:
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(i) jestlize x, = y, pro n&které n < N, potom x, = y, pro
viechna n € N;

(ii) jestlize x, <yn pro n€které ne N, potom x, <y,
pro viechna n € N;

(iii) k libovolnym &islam ¢ > 0, m € N existuje v M posloup-
nost {x, },_, takova, Ze x, = c.

Ke kazdému & € N tedy najdeme v M posloupnost {¥x5 }°_,,
ve které je Fxx = 1, a posloupnost {;x,},—;, ve které je
xp =1 — % Podle (ii) je pak px, <*x, provsechna n € N,
zejména tedy rx1 << Fxp.

Zéroven mame podle (1) pro 2 € N

il =1 <1+ 7= a1

a
1
Xk = 1 — PREY >1-— 7 = L
takze plati
3 kX1 < prixn < Frlxy < Fxg

pro kazdé k< N. Posloupnosti {¥x;};2; a {zx1};", jsou
tedy monotonni a omezené, tudiz konvergentni a plati

lim rx; < lim *xp;

k— o kE— o
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existuje tedy kladné &islo z takové, Ze

4) lim ;x; £ 2 £ lim Fxy.

k— o k— o
Podle (3) je oviem
X << 2 << Exy

pro kazdé k € N, takZe pro posloupnost {x,};_; € M, vniZ
je x1 = 2z, plati

n—1

(5> = pxn < Xp < "xp = 1

n
pro kazdé n € N, resp. podle (1)
(6) 0 <xp <xp+1<l.
Kdyby v M existovaly dvé riazné posloupnosti {x, }

a {x,}, ¥n < x,, obé splitujici (6) pro vSechna ne N,
platilo by podle (5)

, , , 1
Xyi1 — Xni1 = (X, — Xn) <xn + Xn + ; -

, 1 ,
> (x, — xp) (2 — -—) =X, — X

n
pro n € N, na druhé strané vsak také

n—1

1
n

177



coz vede ke sporu. Existuje tedy pravé jedna kladnd hodnota
x1, (cca 0,446 534 914 .. .) takovd, Ze posloupnost {x,} €M
s prvnim ¢lenem x; spliiuje (6) pro vSechna n € N.
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