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Kategorie C

ULOHY DOMACT CASTI I. KOLA
C-1-1

Uvnitf konvexniho sedmithelniku 4; 4> A3 A1 A5 A¢ A7 opsa-
ného kruZnici o poloméru r je ddn bod X. Vyjadiete » pomoci
délek stran sedmithelniku a vzdalenosti bodu X od pfimek
A1 Az, A2As, ..., Aed7, A74:.

Reseni. Oznaéme d; vzdélenost bodu X od ptimky 4;4; 1
(i=1,2,...,6)a d; vzdilenost bodu X od pfimky 4;4;.
Cely sedmithelnik se sklddd ze sedmi nepiekryvajicich se
trojﬁhelnikﬁ XAlAz, XA2A3, 2oy XAGA';, XA7A1 (obr. 1).

Obr. 1
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Jeho obsah se tedy rovnd souétu obsahu téchto trojthelniki,
tj. hodnoté

1
7(|A1A2|d1 + ... + |AﬁA7|.d6 + |A7A1|d7)

Dany sedmiuhelnik je také sloZzen z nepfekryvajicich se troj-
uhelnika SAlAg, SA2A3, ey SA6A7, SA7A1, kde jSI’I‘lC ozna-
¢ili S stied kruznice sedmithelniku vepsané. VSechny tyto
trojuhelniky maji stejné velkou vysku r ke strané A4;4;11
(A74:), obsah sedmithelniku se tudiZ rovnd také hodnot&

1
o (Aidel + [Aeds| 4 ..+ [ Aodsl + | Azl

Porovnanim obou vyrazia pro obsah sedmithelniku dostaneme

|A1A2] .le + ... + ’AGAT! .dg + |A7A1] . dy

y = ——— S -

|A1de| + ... + |Agdq| + |Ar41]
Cxl=2

Urcete vechna prirozena Cisla n, ktera se nedaji napsat ve
tvaru n = 3x + 5y, kde x, ¥ jsou pfirozenad Cisla.

Reseni. Jsou-li x, y ptirozend &isla (tj. celd kladna), je &islo
3x + 5y vétsi nez 7. Tim je ziejmé, ze &isla 1, 2,3, ..., 6,7
nejdou napsat ve tvaru 3x + 5y, kde x, y jsou pfirozena Cisla.
Cisla 8, 11, 13 a 14 lze napsat v poZadovaném tvaru: 8 =
=3.1+4+5.1, 11 =3.2+5.1, 13=3.1+5.2 a 14 =
=3.3 4 5.1. Cisla 9, 10, 12 a 15 neni moZné napsat poZa-

42



dovanym zpusobem. Kdyby napriklad platilo 15 = 3x + 5y,
x, y ptirozend ¢&isla, bylo by &islo 5y = 15 — 3x délitelné

15 — 5y
tfemi. Pak by viak muselo byt y > 3 a ¢islo x = — 3
by nebylo pfirozené, protoze by nebylo kladné. Snadno si
ovéfite, ze &isla 16,17, 18, 19 a 20 lze vyjadrit ve tvaru 3x + 5y,
kde x, y jsou pfirozend d¢isla, naptiklad 18 = 3.1 + 5.3.
Kazdé cislo vétsi nez 20 lze napsat ve tvaru 5k + ¢, kde
k = 3 a g se rovni nékterému z &isel 1, 2, 3, 4, 5. Pak je
5k +q=5k—3)+ 15+ qg="5k —3)+r,re {16, 17,
18, 19, 20}. Vime jiZ, Ze se &islo » d4 napsat ve tvaru 3x + 5y,
kde x, y jsou pfirozend ¢isla, proto to plati i pro ¢islo 5% + ¢ =
= 3x + 5(y + k& — 3). Hledanou mnozinou pfirozenych Cisel
je tedy mnoZina

(1,2,3,4,5,6,7,9,10,12, 15},

To oviem za piedpokladu, Ze pfirozenym cCislem rozumime
¢islo celé a kladné. Zahrneme-li mezi pfirozend &isla také
nulu, dostaneme jen mnozZinu {1, 2, 4, 7}.

C-1-3

Je dan rovnobéznik ABCD a v jeho roviné dva body K, L.
Uvazujme vSechny rovnobézniky PORS shodné s rovnobéz-
nikem ABCD, které lezi v téze roviné, pfimka PQ prochdzi
bodem K a pfimka PS bodem L. Urlete mnoZinu viech
vrcholu P takovych rovnobéznikti a dokaZte, Ze existuji dva
body takové, Ze Ghloptitka PR kazdého uvazovaného rovno-
bézniku PORS prochézi aspoii jednim z nich.
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ReSeni. Ozna¢me o = | <L DAB|. Do hledané mnoZiny pat-
fi zfejm& bod K. Existuji totiz &tyfi rovnob&Zniky PORS
shodné s rovnob&Zznikem ABCD, pro které splyva bod P
s bodem K a bod S lezi na ptimce KL (obr. 2). Podobné to
plati pro bod L (obr. 3). Zadny dalsi bod pfimky KL nemuze
do hledané mnoziny patfit, protoZe by pfimky PK, PL sply-
nuly, na pfimce PK leZi bod Q, na pfimce PL bod S, aviak
body Q, P, S neleZi na pfimce. Hledejme ty body P, které

R Q Q R
Obr. 2
R S S R
. Q Q
K L=P j
R S S R
Obr. 3
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neleZi na pfimce KL. Pfedpoklidejme tedy, Ze PQRS je
rovnobéznik poZadovanych vlastnosti a Ze bod P neleZi na
pfimce KL. ProtoZze |<C SPQ| = o a bod K leZi na pfimce
PQ a bod L na pfimce PS, je |[<C KPL| = « (obr. 4) nebo je
|< KPL| = 180° — o (obr. 5). Podle véty o obvodovém a stie-

Obr. 5

dovém thlu je mnoZinou vSech bodu P v roviné, pro které je
|<¢ KPL| = «, mnoZina viech bodi dvou kruhovych oblouk
s krajnimi body K, L. TotéZ plati pro ty body P, pro které je
|<¢ KPL| = 180° — «. Vsechny tyto &tyfi kruhové oblouky
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tvori spolu s body K, L dvé kruznice prochazejici body K, L
a soumérné sdruzené podle pfimky KL. Tyto dvé kruZnice
splyvaji, je-li « = 90° (rovnobéznik 4ABCD je pravothelnik).
Je-li obriacené P bod nékteré z téchto dvou kruznic a razny
od boda K, L,je|<C KPL| = aneboje|<t KPL| = 180° — «.
V prvnim pfipadé¢ maZeme na polopiimkich PK a PL (nebo
na polopiimkich opa¢nych) zvolit body Q a § tak, Ze lze
body P, Q, § doplnit na rovnobéznik PQRS shodny s rovno-
béZnikem ABCD. V druhém pfipadé muZeme se stejnym
vysledkem zvolit bod Q na polopfimce PK a bod S na polo-
pfimce opa¢né k polopfimce PL, nebo bod S na polopfimce
PL a bod Q na poloptimce opa¢né k poloptimce PK. Protoze
do hledané mnoziny patii téZ body K, L, miZeme shrnout
vysledek: Hledanou mnoZinou je mnozina vSech bodu kruz-
nic k;, ke prochizejicich body K, L, pro jejichz stiedy O,
Oz plati (pro i =1, 2) |<C KOiL| = 2a, jestlize je o =
= |<C DAB| = 90°, nebo plati |<¢ KO;L| = 2(180° — «)
v piipadé o > 90°. Je-li o = 90°, kruzZnice k;, k2 splyvaji.
Zvolme na kruZnici & bod U tak, aby pro kazdy jeji bod P,
pro ktery je |<. KPL| = «, platilo |<¢ KPU| = f3, kde f =
= |<¢ BAC]|. Je-li PORS rovnobéznik pozadovanych vlast-
nosti a bod P lezi na kruznici 4;, prochézi jeho thlopricka PR
bodem U, nebot |<C QPR| =p a |<¢ KPU| =/ nebo
|<¢ KPU| = 180° — p (obr. 6, 7, 8), podle toho, na kterém
oblouku kruZnice k; s krajnimi body K, U bod P lezi. V kaz-
dém pripadé pak lezi body R, U, P na jedné piimce. LeZi-li
bod P na kruznici k2, prochazi ptimka PR bodem V soumérné
sdruzenym k bodu U podle pfimky KL. Tim jsme dokizali
druhou ¢&4st tvrzeni ulohy, Ze pfimka PR prochézi bud bodem
U, nebo bodem V.
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Obr. 6

Obr. 8
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C-1-4

Jsou dény rtiznob&zky p, ¢ a na piimce g tfi navzdjem riuzné
body A, B, C, A ¢p. Je-li R ¢ q libovolny bod piimky p,
ozna¢me S prisedik piimky p s pfimkou rovnobéZnou s piim-
kou AR a prochézejici bodem B. Necht je T prusetik piimek
AR a CS. Dokazte, ze vzdilenost bodu T od piimky p ne-
z4visi na volbé bodu R.

Obr. 9

ReZeni. Oznatme Cy, T paty kolmic vedenych body C, T
k ptimce p (obr. 9). Je pak |TTy|:|CCi| = |TS|:|CS]|.
Z podobnosti trojahelnikt ATC, BSC plyne | TS| :|CS| =
= |4B| :|CB|, takze |TTi| = |AB|.|CCi|:|CB|. Posledni
vyraz nezévisi na R, coZ jsme mé&li dokdzat. Mi¢ky jsme pted-
pokladali, e C ¢ p. Je-li bod C prisetikem pfimek p, g, je
T = R a tvrzeni plati takeé.
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C-1-5

Uvnitf krychle urete stfedy vSech kulovych ploch, které se
dotykaji jejich tfi sousednich stén se spole¢nym vrcholem
a tfi sousednich hran krychle, které v téchto sténidch nelezi.

Reseni. Ozna¢me danou krychli ABCDEFGH (obr. 10).
Je-li bod M stiedem kulové plochy, jez se dotyka stén ABC,
ADH, ABF, lezi bod M na télesové thlopii¢ce AG krychle.
Kazdy bod uhlopfitky AG mi od pfimek GF, GH, GC stejné
vzdélenosti. Mame tedy najit ty body M ahlopfi¢ky AG, které

H G
| 7
E | F
: / 5
' ML
| na
| ! ¥
P
g |
s s =
/;j/‘/,, /é X
A a B
Obr. 10

maji stejnou vzdalenost od stény ABC jako od hrany GC.
Oznatme |4B| = a, |MQ| = |MP| = x, kde je Q pata kol-
mice vedené bodem M k sténé ABC, P je pata kolmice vedené
bodem M k pfimce GC. Z podobnosti trojahelniki GPM,
GCA plyne

x:(@—x)=a|2:a= )2
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1
Protoze |GM| : |AM| = |GP| : | MOQ| = *1t ,déli bod M ahlo-
pticku AG v poméru V2~ : 1. Na kazdé télesové thlopticce
krychle existuji dva body s touto vlastnosti. Celkem existuje
pro danou krychli osm bodu, jez jsou stiedy kulovych ploch
pozadované vlastnosti.

C-1-6

Je didn mnohothelnik A;A42A43 ... A,. Kazdou ze stran
a uhlopfi¢ek daného mnohouhelniku obarvime ervené nebo
modie tak, Ze strany A1 4s a A2As budou Cervené a strana
AsAs a viechny uhlopfitky vedouci z vrcholu A3 budou
modré. Urcete n, plati-li navic: Pfi kazdém takovém obarveni
existuje asponi 49 dvojbarevnych trojahelnika, pfi¢emz existu-
je obarveni, ve kterém jich je pravé 49.

Reseni. Predpoklidejme, Ze je n-thelnik A1 4>. . . A, obar-
ven podle podminek tlohy. Necht je ze spojnic AsAs, ...,
AsA, obarveno %k modie a zbyvajicich n — 3 — k& Cervené.
Dvoubarevné budou uréité trojuhelniky 434243 a A1 AsA;
(j = 4), kde je 42A4; obarveno modfe (obr. 11, Cervend usecka
je vyznacena dvojité, modra jednoduse). Dile jsou dvouba-
revné viechny trojahelniky A2A43A4,, » = 4, a viechny troj-
uhelniky A24;A4; (i, 7 = 4), pro které je useCka A»A; modra
a Gsetka A2 4; Cervend. Je-l Gsetka A24; Cervend (4 = i = n),
je pravé jeden z trojhhelnika 4;4>4;, A1 AsA; dvoubarevny.
To jedalsichn — 3 — & dvoubarevnych trojahelnikt. Celkem
mame aspoil m dvoubarevnych trojuhelnikt, m =1 + & +
+m—-3)+m—-3—-k+m—3—kk=2n—-5+
+ k(n — 3 — k). Protoze 0 =k=n—3, je m=2n—5,
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Aj

Obr. 11

pfiemZprok = Onebok = n — 3 jem = 2n — 5. Zvolime-li
obarveni tak, Ze Cervené budou pouze usetky 4142 a 4243,
jsou podminky ulohy spinény a v mnohothelniku je pravé
2n — 5 dvoubarevnych trojihelnikéi. Jsou to trojuhelniky
A1 A2 A3, A1AsA;, AsAsA; (=4, ..., n). Vidime, Ze pii
kazdém obarveni n-uhelniku podle pozadavku ulohy existuje
aspoil 2n — 5 dvoubarevnych trojahelnika a existuje obarve-
ni, pfi kterém jich je pravé 2n — 5. Je tedy 2n — 5 = 49,
odkud plyne n = 27.

ULOHY SKOLNI CASTI 1. KOLA

C-S-1

Necht je Z mnozina vech celych Cisel a necht a, b, ¢, d
jsou dana prirozena Cisla (celd kladna). Jestlize

la+bt;teZy N {c+ds;seZ} #0,
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pak nejvétsi spoledny délitel &isel b, d déli rozdil @ — ¢. Do-
kazte.

ReSeni. Je-li splnén predpoklad ulohy, existuji celd &fsla
t,stak, Ze a + bt = ¢ + ds, tedy ds — bt = a — c. Nejveétsi
spole¢ny délitel ¢isel b, d déli i ¢islo ds — bz, tedy Cisloa — c.

C-§-2

Vypoctéte polomér kulové plochy, ktera je &asti krychle
o délce hrany a = 10 cm, dotyka se tfi sousednich stén této
krychle a prochazi jejim stiedem.

ResSeni. Stied S kulové plochy, kterd se dotyka tii soused-
nich stén krychle, leZi na télesové uhlopficce krychle. Jeho
vzdilenosti od stén, jichZ se kulova plocha dotyk4, se rovnaji
poloméru r kulové plochy, jeho vzdalenost od spole¢ného
bodu A viech tfi stén je r|/3. Vzdélenost bodu S od stiedu
krychle je r, protoZe kulovd plocha mé stiedem krychle pro-
chazet. Proto je

r]/g +r= _ZZV = 5]/5, r= 3 - Vg)

Pfipad, kdy je stied krychle bodem useCky AS, a tedy
r(]3 — 1) = 5]/3, nevyhovuje, protoZe by piislusnd kulovi
plocha nebyla ¢asti krychle.

C-S-3a

Kolem M¢sice obihd 25 spojovych druzic. Kazda z nich je
spojena s 30 vyzkumnymi stanicemi na povrchu Mésice, pfi-
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Cemz libovolné dvé stanice jsou pfimo spojeny nejvyse s jed-
nou spole¢nou druzici. DokaZzte, Ze na Mé&sici pracuje alespori
150 stanic, které maji spojeni pravé s jednou druZici.

Reseni. Oznadme S; mnoZinu viech téch stanic, které jsou
pfimo spojeny s i-tou spojovou druzici, 7 =1, 2, ..., 25.
Kazd4 z mnozin S; ma podle pfedpokladu pravé 30 prvku.
Pro 7 5 7 maji mnoziny S;, S; nejvy$e jeden spole¢ny prvek,
v opaném pripadé by mély dvé stanice pfimé spojeni s i-tou
is j-tou druZici. Ozna¢me n poet prvka mnoziny N, kterd je
sjednocenim vSech mnoZin S;, 7 = 1, 2, ..., 25, tj. mnoZiny
vsech stanic, které maji spojeni aspoil s jednou druZici. Ziej-
mé plati

25 25
nz 2 [S— 2 [SinSy,

ihj=1

pii¢emZ znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz kazdé tii
mnoziny S, Sj, Sk, 7 5~ j # k 5 i maji prdzdny prunik (obr.
12). Zde jsme |X| oznatili potet prvka mnoziny X. Jelikoz
je |Si] =30 a |[SiNS;|=1 pro 147, je n=25.30 —

25
- ( 2) . 1 = 450. Kdyby nejvyse 149 stanic mélo spojeni

pravé s jednou druZici, mély by ostatni stanice mnoZiny N
spojeni aspor s dvéma a platilo by

149.1 + (n — 149).2 < 25.30,

protoZze 25.30 je pocet viech spojeni. To by pak platilo
n = 4495, coZ je spor s odvozenym vztahem n = 450.
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Obr. 12

C-S-3b

Sestrojte viechny obdélniky, jejichz ahlopri¢ky sviraji ahel
60° a soucet délek jedné strany a uhlopficky je 12 cm.

Reseni. Rozlisime dva pripady:

a) Necht je soudet délek kratsi strany a obdélniku a jeho
uhlopii¢ky roven 12 cm. Pak je délka uhlopii¢ky u# = 2a,
takZze a = 4 cm, ¥ = 8 cm, nebot trojihelnik 4ABO je rovno-
stranny (O je stfed obdélniku, A4, B jsou krajni body jeho
krat§i strany, obr. 13). Sestrojime tedy pravouhly trojihelnik
ABC o délce odvésny |AB| = 4 cm a délce piepony
|AC| = 8 cm a ten doplnime na obdélnik ABCD.

b) Necht je v obdélniku ABCD soucet délek delsi strany AB
a Ghlopfi¢ky roven 12 cm (obr. 14). Pak je |- DBE| = 150°,
kde je E bod na poloptimce AB, pro ktery je |[BE| = |BD|.
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Trojahelnik DBE je rovnoramenny, tedy |< BED| = 15°,
Sestrojime tedy pravouhly trojihelnik DAE, v némz je
|AE| = 12 cm, |<C AED| = 15° a pravy uhel pti vrcholu 4.
Osa tse¢ky DE protne stranu AE v bodé B, body 4, B, D
doplnime na obdélnik 4BCD.

D C
\
\X
0
a/60°
A a B
Obr. 13
D C /
~ /
\\\k
/ ~
E

T
s
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ULOHY II. KOLA
C-it-1

Najdéte nejmensi pfirozené, tj. celé kladné &islo, jehoZ polo-
vina je druhou mocninou prirozeného &isla a jehoZ tfetina je
tfeti mocninou pfirozeného &isla.

ReSeni. Necht md hledané &islo tvar m = 27.3¢.c, kde
jsou p, g Cisla celd nezdporn4 a Cislo ¢ je pfirozené a neni déli-
telné ani dvéma, ani tfemi. Kazdé pfirozené Cislo se da
zfejmé pravé jednim zpiisobem takto napsat. V na§em piipadé

3

jsou &isla p, ¢ dokonce kladnd, protoze 5= 2r-1 3¢ ¢,

m m
3= 27 3e¢-1 ¢ jsou pfirozend. Protoze > je druhou mocni-

m
nou piirozeného &isla, musi byt ¢islap — 1 a g sudd. Jelikoz 3
je tieti mocninou prirozeného ¢&isla, musi byt Cislap a ¢ — 1
déliteln4 tfemi. Cislo ¢ musi byt z uvedenych davoda druhou
i tfeti mocninou. Aby bylo &islo m za téchto podminek nej-

mensi, musi bytp = 3, g = 4,¢ = 1, tedy m = 23.3% = 648.
C-11-2

Bodem § prochézi pét rovin, z nichz zadné tii neprochézeji
jednou pfimkou. Na kolik &asti rozdé€li tyto roviny cely
prostor ? (Pfedpokldddme, Ze rovina d&li prostor na dvé &4sti,
dvé riznobézné roviny na Ctyfi ¢asti apod.)

ReSeni. Tri roviny d&li prostor na osm &sti, tzv. oktanti.
Ctvrté rovina protne kaZdou z té&chto tf rovin v pfimce pro-
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chazejici bodem S. Tyto tfi pfimky rozdéli tuto Ctvrtou ro-
vinu na 3est tihla. Kazdy z nich rozdéli jeden z osmi oktanti
na dvé &4sti, pribude tedy Sest C4sti. Proto déli Ctyfi roviny
danych vlastnosti cely prostor na 14 4sti. Pitd rovina protne
kazdou z predchézejicich &tyf rovin v piimce, tyto Ctyfi
piimky déli patou rovinu na osm &ésti. Proto déli pé&t rovin
prostor na 14 + 8 = 22 ésti.

C-1il-3a
Jsou dény navzijem razné body O, P, Q, R tak, Ze kazdé
dvé z ptimek OP,0Q,OR jsou navzijem kolmé. Délky tsecek

OP, 0Q, OR oznalme p, g, . Vyjadiete obsah trojahelniku
PQR pomoci p, g, r.

R

Obr. 15
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1
Reseni. Obsah trojtihelniku OPQ je 5 P4 (obr. 15), proto se

pq .
vyska ke strané PQ rovnd ———— . Vy$ka » v trojthelniku
sz + q2
2q2_
POR se proto rovna vyrazu o = ]/ r2 + PZ—+-q_Z , hledany ob-

1
sah je*z— /242 + p*2 + ¢%2. Mohli jsme téZ pouzit Hero-

nav vzorec pro vypocet obsahu trojihelniku pomoci délek
jeho stran.

C-11-3b
Je dan trojahelnik ABC a na jeho stranich AB, BC, CA

1
jsou po fadé zvoleny body K, L, M tak, ze|AK| = = |4B|,
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1 1
|BL| =3 |BC|, |CM| = - |CA|. Vypottéte pomér obsahu

trojuhelnika KLM a ABC.
ReSeni. Vyska ke strané AK v trojihelniku AKM se

6
rovna Al kde je v vy3ka ke strané AB v trojthelniku ABC
(obr. 16). Oznagime-li P obsah trojihelniku ABC, rovna se

6P
obsah trojihelniku AKM hodnoté 49 Tentyz vysledek do-

staneme pro obsahy trojahelnika BLK, CML. Obsah troj-

thelniku KLM dostaneme z obsahu trojuhelniku 4ABC ode-

¢tenim obsahu trojuhelniki A KM, BLK, CML, je tedy hle-
31

dany pomér 1 —3.4—5 TS
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