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Kategorie B

ULOHY DOMACI CASTI I. KOLA
B-1-1

Do trojuhelniku ABC se stranami a, b, ¢ vepi$me kruznici
a sestrojme k ni daldi teny rovnob&iné se stranami troj-
uhelniku. Kazd4 z téchto tecen utini od trojuhelniku 4BC po
jednom trojuhelniku. Do kaZzdého z téchto tii trojuhelnika
vepisme kruZnici. Vyjadfete pomoci a, b, ¢ soulet obsahl
viech ¢tyf kruhia ohrani¢enych uvaZovanymi kruZnicemi.

Obr. 17

ReSeni. Telna kruZnice vepsané danému trojuhelniku
ABC, kters je rovnobézna se stranou BC, protind strany 4B,
AC v bodech B;, C1 (obr. 17). Trojuhelnik 4AB;C; je s troj-
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thelnikem ABC podobny, koeficient podobnosti j ]e

2
=1- = , kde je o polomér kruZnice vepsané trojihelniku
v

ABC a v je vyska ke strané BC. Ozna¢me P obsah trojuhelni-

1
ku ABC a s jeho polovi¢ni obvod. Je s.o =P = >

-av,

2 a
odkud plyne 1 — 5 =1- e Obsah kruhu vepsaného

a\2
trojihelniku AB;C; je tedy Q <1 — T> , kde Q je obsah

kruhu vepsaného trojihelniku ABC, tj. Q = mp?. Hledany
soucet obsahtl viech &tyf kruhu se tudiz rovnd vyrazu

2 b\2 2
oro(i-5fvo(i-{)re(i-5) -

P2 a2+b2+c2

B (s —a)(s —b)(s —c)(a? + b2 + ¢?)

=TT y3 =

_ (b+c—a)(a+c—b)(a+b—c)(a2+b2+02)
B (a+ b+ c)p :

Pritom jsme pouzili Heronuv vzorec pro obsah trojahelniku,
podle kterého je P2 = s(s — a)(s — b)(s — ¢).

B-1-2

Necht F je zobrazeni mnoziny vSech pfirozenych ¢isel na
mnozinu {—1, 1}, pro které plati F(1) = —1, F2k + 1) =
= —F(Q2k — 1), F(2k) = F(k) pro kazdé pfirozené Cislo k.
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Dokazte, ze plati

a) F(3k) = — F(k) pro v8echna prirozena Cisla %,

b)jelir=20al=s=2r s+ 21 pak je F(s + 2") =
= F(s).

Reseni. Vztahy F(1) = —1, FQk + 1) = —FQ2k — 1) je
zobrazeni F definovdno na posloupnosti viech lichych pfi-
rozenych &isel, a to tak, Ze stfidavé nabyva hodnot —1 a 1,
tedy F(2k + 1) = (—1)¥*1. Kazdé ptirozené &islo se da pravé
jednim zpusobem napsat ve tvaru n = 27(2q + 1), kde p, ¢
jsou celd nezdporna Cisla. Ze vztahu F(2k) = F(k) pak plyne
F(n) = F2q + 1) = (—1)t*l. Déle je 3n = 27(6q + 3) =
= 27[2(3q + 1) + 1], takze F(3n) = (—1)3¢t2 = (—1)1 =
= —F(n). Tim jsme dokdzali prvni ¢4st tvrzeni tGlohy.

V druhé &ésti tlohy rozli§ime tfi pfipady:

1. s =27, pak je F(s + 2") = F(2r+l) = —1 = F(s).

2.s =27 a p < r. Pak je F(s) = —1, F(s + 2) =
= FQp2rv 4+ 1) = FQr» 4+ 1) = F2.20-71 4 1) =
= —(—=12"". Je-lip = r — 1, rovnd se posledni vyraz

jedné, jinak hodnoté —1 = F(s).

3.5 =272q + 1), g > 0. ProtoZe je s < 2", jep < r — 1.
Je Fs) = (— 1), F(s + 2) = F2v(2q + 1 + 279)) =
= F(g + 27070 + 1) = (~ps = (—1pl =
= F(s).

Tim jsme dokézali i druhou ¢&ést Glohy.

B-1-3

Najdéte vSechny pravouhlé trojahelniky s celoiselnymi
délkami stran (tzv. pythagorejské trojuhelniky) s obvodem
990.
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Reseni. Oznatme a, b délky odvésen a ¢ délku pre-
pony trojuhelniku danych vlastnosti. Ma tedy platit

a2+ b2 =c a+ b+ c=990.

Dosadime-li do prvni rovnice ¢ = 990 — a — b, dostaneme
po upravé
(990 — a)(990 — &) = 990.495.

Ziejmé je a < 495, jinak by byloc > 495aa + b + ¢ > 990.
Stejné tak je b < 495. Proto je 495 < 990 — a < 990,
495 < 990 — b < 990. Mime tudiz sou¢in 990.495 =
= 2.3%.52.112 rozlozit v soutin dvou piirozenych <¢isel,
z nichZ je kazdé vétsi nez 495 a mensi nez 990. Takové roz-
klady jsou pouze ¢tyfi: 594.825, 550.891, 605.810 a 675.726.
niteld déliteiny Cislem 121, pak prichdzeji v tvahu pouze
Cisla 605 a 726, nebo je kazdy z Cinitela délitelny cislem 11.
Pak je zase bud jeden z Cinitela délitelny jesté Cislem 25,
tedy ¢islem 275, ptichédzeji v uvahu ¢&isla 550 a 825, nebo je
kazdy z Cinitela délitelny &islem 5.11 = 55. V poslednim
pripadé nedostaneme zidné feseni.
Je-1i 990 — a = 594,990 — b = 825, je

Z dal8ich tii rozkladt dostaneme dal3f tfi feSeni tlohy:

a = 440,b = 99, c = 451
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a =385,b =180, c = 425
a =315, b = 264, c = 411
B-1-4

Necht n je dané pfirozene Cislo. Urcete pocet vech po
dvou neshodnych trojuhelniki, jejichz vSechny strany maji
celodiselnou délku nejvySe rovnou n. Kolik je mezi nimi
rovnoramennych trojahelnika ?

ResSeni. Nejdiive uréime polet s(n) trojtihelnikéi uvede-
nych vlastnosti, jejichZ nejvétsi strana ma délku pravé n.
Oznaéme strany takového trojihelniku a, b, ¢ tak, aby bylo

n n
a=b=c=n.Je-li n sudé, nabyva b hodnot~2— + 1, = +2,

.., n. Pro a midme pak nutnou a postaCujici podminku
a+b>nti.n+1—b=a=>b. Takie mime tyto moz-
nosti:

n n n )
c=n,b=7+l,a=—2~,*2~+1 2 moZnosti
. n 5 n n n . n 5
=7 TEe=y oLy Lot

4 mozZnosti
b=na=1,2,...,n n moznosti
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n(n + 2)
Celkem jsme dostali s(n) =2+ 4+ ... +n=— "

trojihelnikG. Z nich jsou rovnoramenné ty, pro které je

n
a = b, té&h je 52 pak jesté ty, pro které je b = n, téch

je n. Pfitom rovnostranny trojahelnik o strandch n, n, n
je zahrnut v obou piipadech. Je tedy rovnoramennych

n
trojahelnika »(n) = > 1.
L oon+1
Je-li n liché, je = b =n a dostaneme tyto moz-
nosti:

n+ 1 n+1
c=nb= T, e =5 1 moZnost
n+ 3 n—1n+1n+3 .
= 2 ,a = 2 0 20 3 3 moZnosti

b=na=1,2,....n n moZnosti

Celkem dostaneme pfi n lichém s(n) =1 +3 + ... + n =

(n+ 1) Lo n+1

=2 trojahelnika. Z nich je r(n) = 5 +n—1=
3n —1

=" rovnoramennych. Nasim ukolem je urlit pocet
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S(n) viech trojihelnika s celotiselnymi délkami stran
nejvySe rovnymi Cislu n. Je tedy S(n) = s(1) + s(2) +
+ ... + s(n), mezi nimi je R(n) = (1) + ... + »(n) rovno-
ramennych. Je proto

n

Stn) = —‘1{ D @+ 2 + i m,

k=1

kde m je pocet lichych &isel v mnoZiné {1, 2, ..., n}, takZe

n ) n+1
m=7pr0nsude,m= 2

pro n liché. Pouzitim vzorce

i n(n + 1)2n + 1)
k2 = 6

k-1
dostaneme:

n(n + 2)2n + 5)
24 ’
(n+ 1)n + 3)2n + 1)
24 '

n je sudé, pak je S(n) =

n je liché, pak je S(n) =

3n? 3n% + 1
Podobné dostaneme R(n) = 4 pron sudé, R(n) = 1

pro n liché.
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B-1-5
Dokazte, Zze funkce
f(x) = cos x cos 2x + cos Ax cos 34x,

kde A je iraciondlni &islo, neni periodickd.

ReSeni. Dand funkce f nabyva v bodé 0 hodnoty 2. Do-
kdzeme, Ze v zadném jiném bod¢é hodnoty 2 nenabyva.
Kdyby pro nékteré x # 0 platilo 2 = cos x cos 2x +
+ cos Ax cos 34x, muselo by platit cos x cos 2x = 1 a z4-
roveil cos Ax cos 34Ax = 1, protoZe cos « cos =1 pro
kazdé o, f§. Pak by ale platilo cos x = cos 2x = 1 a sou-
¢asné cos Ax = cos 34x = +1, tedy x = 2kw, pro & celé

m
nenulové a zdrovenn Ax = 7wm, m celé, takie 4 = DYR To je

vsak spor s pfedpokladem iracionality &isla 4.

B-1-6

Dokazte, Ze pro pfirozend &isla 2 < m < n plati nerovnost

mm — 1) ... (m — k) 2m — B\kT1
nn —1)...(n “k)<<2n——k> :
k

Reseni. Polozime-li p = m — S I=n =5, muZeme

dokazovanou nerovnost psat ve tvaru
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Vyraz na levé strané nerovnosti je soufinem k2 + 1 Cinitela

£ kR
p— ex=—,>—1..

k
tvaru T Je-1i & sudé,

rovnd se jeden z téchto &initelt zlomku —, ostatni sdruzime
q

pP—x p+x k . p2 — x2
q_x,q+x,kdex—l,..., 2.Souc1nq2_x2

do dvojic
2

kazdych dvou &initelt v dvojici je kladny a mensi nez — ;

P [P2\E P\t
proto je vyraz na levé strané mensi nez rE <—> = (—) .

g q
Je-li & liché, je leva strana dokazované nerovnosti soufinem
E+1 p—x p+x p2— x2 1 3
3 vyrazd tvaru oy x=q2 —F=5 g

2

e kazdy z nich je kladny a mens$i nez q_2 Tim je ne-

rovnost dokdzana i v piipadé lichého &.
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ULOHY SKOLNI CASTI I. KOLA
B-S-1

V roviné jsou diny pfimky p, ¢ a bod F, ktery lezi na
pfimce ¢ a neleZi na pfimce p. Sestrojte viechny body X
na ptimce g, pro které se kruznice se sttedem X a polomérem
| XF| dotykéd pfimky p.

Reseni. Spliiuje-li bod X podminky tlohy (obr. 18), je
te¢na ¢ kruznice (X, | XF|) v bodé F kolmd na pfimku g.
Nejsou-li pfimky p, g kolmé, oznatime P prusetik piimek p, .
KruZnice % se pak dotykd pfimky p v bodé Y, pro ktery
plati |PY| = |PF|. Takové body Y jsou na pfimce p pravé
dva, ke ka?dému z nich dostaneme pravé jeden bod X,
ktery je feSenim ulohy. Je Xeq, XY | p. Je-lip | ¢, ma
tloha pravé jedno feseni, je to stied tseCky FQ, kde Q =
=pNyq.
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B-S-2

Redlnd Cisla x1, X2, ..., Xm, Y1, V2, ..., Ym Spliuji ne-
rovnosti 0 < x; <y; =1 proje{l, 2, ..., m}. Dokazte,
Ze plati

2.3 Em= 2,00 )
— =m— Vi — Xj)-
Z j j

_ X
ResSeni. Podle pfedpokladu je 1 —y; = 0, 1 — 4} >0,

;
Xj

vyndsobenim dostaneme nerovnost 1 — — — y; + x; = 0,
Yi

21
tedy yf =1—-(yj—x;) proj=1,2, ..., m. Selteme-li

vSechny tyto nerovnosti, dostaneme nerovnost, kterou jsme
méli dokazat.

B-S-3a

Cislo 8! (osm faktoridl) napiste jako soudin ptirozenych
¢isel x, y, 2 tak, aby platilo x =y = 2z a &slo x bylo co
nejvetsi.

ResSeni. Je 8! =27.32.5.7. Podle podminek tlohy je
x3 = xyz = 8!, tedy x =< 3]/8! =4 .3]/630 < 35. Nemaze byt
x = 34 nebo x = 33, protoze tato Cisla ned@li &islo 8!.
Polozime-li x = 32, je yz = 1260 a nutné y = 35, 2 = 36.
Jediné feSeni ulohy je 8! = 32.35.36.
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B-S-3b

Jsou déna redlnd cisla p, ¢, », pro kterd plati p > g >
> r > 0. Najdéte viechny lichobéZniky, jejichZz pravé jedna
strana ma délku p, pravé jedna strana délku g a pravé dvé
strany maji délku ». Provedte diskusi.

ReSeni. Bud maji obé ramena lichob&Zniku délku 7,
nebo md mens$i zdkladna a jedno rameno délku ». V druhém
ptipadé m4 delsi zdkladna délku p a druhé rameno délku g,
obricené to neni mozZné, nebot neexistuje trojuhelnik o délkich
stran r, ¢ — 7, p. V obou ptipadech (obr. 19, 20) je nutnou
a postatujici podminkou existence lichob&zniku podminka
2r > p — q. Je-li tato podminka splnéna, miiZzeme sestrojit
trojihelnik o délkéch stran », p — ¢, » nebo r, p — r, g, oba
tyto trojuhelniky doplnime rovnobé&znikem na lichobéZnik
s poZadovanymi délkami zdkladen a ramen.




ULOHY II. KOLA
B-Ii-1

Najdéte viechny funkce g definované na mnoZiné vsech
bodu roviny, které maji tuto vlastnost: Jsou-li 4, B, C
vrcholy trojihelniku v dané roving, je g(4) + g(B) + g(C) =
= 1.

ReSeni. Zvolme v uvazované roviné dva riazné body X, V.
K nim muZeme vzdy zvolit dva rtzné body 4, B tak, Ze
pfimka AB neprochizi Zidnym z boda X, Y, takZze body
A, B, X jsou vrcholy trojihelniku, rovnéz tak body 4, B, Y.
Podle predpekladu pro kazdou hledanou funkci plati g(4) +
+ 8(B) + g(X) = g(A) + g(B) + g(¥) = 1, tedy g(X)=
= g(Y). Z toho vyplyva, Ze kazd4d funkce vyhovujici tloze
je konstantni. Protoze g(A) + g(B) + g(C) =1, vyhovuje

uloze pouze funkce ptifazujici kazdému bodu X hodnotu 3

1
tj. g(X) = — pro kazdy bod X roviny.

B-1l-2

Funkce f je definovdna na mnoziné vSech pfirozenych
isel, pfi¢emz pro vSechna pfirozend Cisla n plati
(fem))® + 4

fn+ 1) = - 2(5— .

Jak4 je nutnd a postacujici podminka pro ¢islo f(1), aby pro
vSechna n = 2 platilo f(n) > 2°?
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ReSeni. Je-li f(n) > 0, je podminka f(n + 1) > 2 ekviva-
lentni podmince (f(n) — 2)2 > 0, tedy podmince f(n) # 2.
Je-li f(n) <0, je f(k) < O pro vSechna pfirozend Cisla k.
Hledanou podminkou pro f (1) je tudiZ podminka f(1) > 0/
A f1) # 2.

B-1l-3a
Dokazte, Ze neexistuji celd kladna &isla x, y, 2 tak, aby
platilo x% + y¥ = 22,
ReSeni (podle L. Kébrta, 2. rod. G Chrudim). Piedpo-

kladejme, Ze pro celd kladna &isla x, y, 2z plati x¥ + y¥ = 22,
Pak je ziejmé x < 2,y < za

ey
N CEONA R

Avsak 2 —x—-120, 2—y—120, x=>1, y=1,
x ¥ x \* ] NErt

— <1, —<1, tedyjel— ) <1, — =1,
2 2 z

g <
Y /1
( > ( > < 1. Odtud plyne 2 <1 + 1 =2,

tedy =z = 1. Pak v3ak neexistuji celd kladna ¢isla x, y mensi
nez 2. To je spor, tim je tvrzeni Glohy dokédzano.

tedy

/\
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B-11-3b

K danému trojihelniku T o délkdch stran a, b, ¢ sestroji-
me trojahelnik T’ soumérné sdruZeny podle stfedu kruZnice
vepsané trojuhelniku T. DokaZte, Ze obvod p Sestitihelniku,
ktery je prunikem trojahelnikti T, T’, spliiuje nerovnost

2(ab + bc + ca)

PES

Refeni. Oznatme A, B, C vrcholy trojahelniku T, » jeho
vysku ke strané BC a ¢ polomér kruZnice vepsané trojihel-
nikim T, T’ (obr. 21). Prasetiky stran AB, AC s obrazem
L'B’ strany CB v uvaZované stfedové soumérnosti oznacime
K, L, podobné dostaneme body M, N a P, Q. Z podobnosti
trojuhelnikt AKL, ABC dostaneme obdobné jako v tuloze
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B-I-1 vztah |KL|= ]BC|<1 - 25) = |BC| (1 _%) -

A+ ) dobng pro |MN], [PQ]. Pro obvod
= L ibie , podobné pro | [, |PQ|. Pro obvod p

Sestitthelniku KLMNPQ je p = 2|KL| + 2|MN]| + 2|PO),
protoze |[KL| = |PN|, |MN| = |KQ|, |QP| = |LM]|, tedy

ab+c—a)+bla+c—b)+cla+ b—c)
“ a+b+c -
2ab + 2bc + 2ac — a? — b2 — ¢2
’ a+b+c ’

Mame tudiz dokazat nerovnost
2ab + 2bc + 2ac — a? — b2 — ¢ < ab + bc + ca,
kterd je ekvivalentni nerovnosti
0=(a—b2+ (b —c2+ (c — a2,

jez ziejmé plati. Znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz
je a = b = ¢, tedy kdyzZ je trojuhelnik T rovnostranny.
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