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Kategorie A

ULOHY DOMACT CASTI I. KOLA

A-1-1

V roviné jsou dény dva ruzné body 4, C. Pro redlné &islo

2|14C
| l sestrojte konvexni ¢tyfuhelnik ABCD s maximal-

m >

nim obsahem, pro ktery plati |4AB| + |BC| + |CD| = m.
Reseni. Piedpokliadejme, 2e ABCD je hledany &tyitGhelnik
s nejvétsim obsahem. Pak je trojuhelnik ACD pravouhly

s pravym uhlem pii vrcholu C a trojuhelnik ABC je rovno-
ramenny se zdkladnou AC (obr. 22). Jinak bychom mohli

D

m-2x%

Obr. 22
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obsah trojuhelniku ACD, resp. obsah trojihelniku ABC
zveétsit, aniz bychom zménili délku strany CD, resp. soudet
|4B| + |BC| = m — |CD]|.

Prvni tvrzeni je ziejmé; druhé dostaneme napi. pomoci
takovéto uvahy: Vime, Ze pro dané dva body X, Y maji
vSechny trojuhelniky XYZ, jejichz vrchol Z lezi na rovno-
béZce s pfimkou XY, stejny obsah. Ze vSech takovych troj-
thelniki méd rovnoramenny trojahelnik XYZ, (|XZy| =
= | YZy|) nejmensi obvod (obr. 23). Sestrojime-li tedy k da-
nému nerovnoramennému trojuhelniku X'YZ rovnoramenny
trojihelnik XYZ, se stejnym obsahem a k nému trojahelnik
XYZ', jehoZ obvod je stejny jako obvod daného trojahelniku
XYZ (obr. 23), je obsah trojuhelniku XY Z’ vétsi nez obsah
trojuhelniku XY Z.

Obr. 23

Najdeme nyni mezi ¢tyithelniky ABCD, pro néz plati
|AB| + |BC| + |CD| = m, |AB| = |BC| = x a AC | CD,
takovy, jehoZ obsah P(x) je nejvetsi.
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Ozna¢me |AC| = 2u, pak je

P(x) = u(m — 2x) + ul/x? — w2 =

Protoze

x
P'(x) = u<—_#—:: — 2) 5

sz — 2

. — 2 |4C]
vidime, Ze pro x > 2|/x2 — #?, tj.prox < —= u = ———
13 13
|4C|

funkce P roste a pro x > W klesi. Ctyithelnik ABCD

bude mit tedy nejvétsi obsah, pravé kdyz |4B| = |BC| =
|4C]
/3
konstrukce.

Pozndmky. Tvrzeni, Ze rovnoramenny trojihelnik mi ze
vSech trojahelniki XYZ s danou stranou XY a stejnym
obvodem nejvétsi obsah, plyne také ze zdkladni vlastnosti
elipsy: Body, které maji od bodu X, Y dany soucet vzdile-
nosti, leZi na elipse s ohnisky X a Y (obr. 24). Pfitom nej-
vétsi vzdalenost od hlavni osy elipsy mé pravé jeji vedlejsi
vrchol Z.

Uvedené tvrzeni lze dokézat i algebraicky, pouZijeme-li
Heron@v vzorec pro obsah trojihelniku. Ma-li trojuhelnik
XYZ délky stran x, v, 2, kde 2z je pevné a x + y = k&, plati
pro jeho obsah P

2
s, |CD| =m — ﬁ |AC|. Odtud jiz snadno plyne
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)
. X Y fl
\_|

Obr. 24

z %o

16P2 = (x + 3 + 2)x + ¥ = 2)x —3 + X —x +y+2)=
= ((x + 3P — #)(a2 — (x — 3P =
= (8 — #2)(at — (x — D =
< (B2 — 2%)22

s rovnosti, pravé kdyz x = y.
Maximum funkce P muZeme najit i bez derivovani. Pro-

toZe pro kazdé x je ]/x% — 2 2x < 0, hleddme nejmensi

m
kladné &islo A takové, aby pro kazdé x <u, —2> platilo

E(ic¥’f=]/xz——u—‘l——ng—A

m
a pfitom pro né&jaké x e <u, 5) nastala rovnost. Uvedend
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nerovnost je ekvivalentni kvadratické nerovnosti
3x2 — 4A4x + A2 + 2 = 0,

kterd md diskriminant D = 1642 — 12(42 + u?) = 4(42 —
— 3u?). Vidime, Ze uvedené pozadavky spliuje aslo 4 =
13 24 2 ]A ]
u arovnost nastane pravé pro x = —- = ——

AC
Podminka m > 2 LAg je nutna: funkce P je v intervalu
|AC| m  |AC|
0, — | rostouci, takZe pro—~ << — nemd Vv intervalu
]/3 2 ]93
0, — | maximum.
2
A-1-2

Je dédno ptirozené ¢&islo n. Urdete pocet viech mnoZin
Mc{l, 2, ..., n} X {—1, 1}, pro n& existuje takovd
n-tice redlnych &isel [a1, aq, ..., anl, Ze

li,/]e M <> ja; > 0

plati pro vSechny dvojice [, /]e {1,2, ...,n} X {—1,1}.

ReSeni. Oznatme M| mnozinu viech mnoZin M vyhovuji-
cich podmince tlohy. Je-li M eM| a [a1, a2, ..., ax] € R”
odpovidajici n-tice, pak pro kazdé i e {1,2,..., n} nastane
pravé jedna ze tfi moZnosti:
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a>0<[,1]eMali, —1]¢ M
a<0<=[,1]¢Mal, —1]eM
a=0<[,1]¢Mali, —1]¢M

Prifadme kazdé mnozin& M € M| n-tici

2(M) = [sign ai, sign a2, ..., sing ax] e {—1,0,1}",
kde

—1 proa <0,
sign a = l 0 proa =0,
1 proa>0.

Zobrazeni z je zfejmé prosté a obrazem mnoZiny @ je
mnoZina viech uspofddanych n-tic z mnoZiny {—1, 0, 1}:
Je-li [x1, x2, ..., 2] € {—1,0, 1}, je

M= {l x]:ie{1,2,...,n}, x %0} e M|
Zobrazeni z:|M— {—1, 0, 1}” je tedy vzéjemné jedno-
znatné. A protoze mnoZina {—1, 0, 1}» ma 3" prvka, je
rocet viech mnozin M, jez spliuji podminku dlohy, 37.

A-1-3

Je déno ¢&islo « € (0, ). Najdéte redlné Cislo » s touto
vlastnosti: Je-li A mnoZina boda libovolného rovinného tthlu
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velikosti « s vrcholem v po&atku kartézské soustavy soufadnic,

pak pro kazdy bod X e Aexistuje bod M € A s celo¢iselnymi

soufadnicemi, ktery ma od bodu X vzdalenost nejvyse ».
ReSeni. Kazdy bod roviny mi od nejbliziiho miiZzového

2 .
bodu vzdélenost nejvyse B protoze mnozina vSech kruhu
=
se stiedy v miiZzovych bodech a polomérem Y pokryva

rovinu. Je-li X € A, nemusi oviem tento miiZovy bod leZet
v thlu A.

/"”2
Ozna¢me K ten kruh o poloméru 17 , ktery lezi cely v mno-

Zin€ A a je nejblize pocatku soustavy soufadnic. Pro vzdaile-
nost v jeho stfedu S od po&atku plati

. 12

sin7=%,
takze
12 1
v = e
2 sin—- /1 — cos «
2

Je-li nyni X libovolny bod mnoziny A, ozna¢me Ay mno-
Zinu bodu, kterd vznikne z Ghlu A posunutim o vektor OX

2
(obr. 25). V kruhu Ky o poloméru V7 vepsaném uhlu Ay

lezi aspon jeden mfiZovy bod Xy, pro ktery plati
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0
Obr. 25
A
[XX0| <9+ 7 .
_ J2 1 12
Stadi tedy polozit r = v + —— = ———— + — |

2 /1 — cos « 2

vvvvv

Adamec. Jeho feSeni se vSemi dukazy zabiralo oviem 23
strany Cistopisu. Uvaddime ho proto v zestru¢néné a ponékud
upravené formé.

Jiné FeSeni (podle R. Adamce). Pro dané o« e (0, =)
najdeme nejmensi Cislo » takové, Ze libovolny rovinny thel A
velikosti « s vrcholem v po¢itku O je pokryt kruhy o polo-
méru r se stfedy v mfiZovych bodech leZicich v A.Zfejmé
se muzeme omezit jen na Ghly, jejichs osa lesi v 1. oktantu
(tj. v té &asti roviny, kde plati x > y >0).
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Ziejmé€ pro zidné o nemiZe byt r < PR protoZe vzdycky

najdeme thel A(«) s vrcholem v podtku tak, aby existoval bod
X e A(2), jehoz vzdélenost od nejblizsiho miiZového bodu

5
v A(2) je libovolné blizk4 ]—/2— (obr. 26). Zéroveii si uvédomme,

Ze v kazdém uhlu A pro dostaten& velké xp najdeme mii-
zové body na viech pofadnicich x = a, kde a = x je celé

1
2
—

‘,

Obr. 26

(stati vzit xo takové, aby délka usecky {(x,¥) € A: x = xo}
byla aspoii 1). Pro tuto &dst wihlu A pak plati, e ji Ize pokryt

kruhy o polomé'ruE— se sttedy v mitovych bodech lesicich

v A. Skute¢né, vezméme tu &4st Gthlu A, kterd je omezena
dvéma takovymi sousednimi celodiselnymi pofadnicemi
(obr. 27), pticemz Vi, Vo, ..., Vi (m = 1) jsou vsechny
mfizové body pofadnice x = a + 1 lezici v A. Ctverce
UiViViaUia pro ie{l, ..., m — 1} pokryjeme kruhy
se sttedy Vi, ..., Vpu. Vzhledem k predpokladu, Ze osa

84



lUmq eA Vm+1 ¢A

Unm IV €A

I

X=Qa X=a+1
Obr. 27

uhlu A lezi v 1. oktantu, vidime, Ze tu Cast <tverce
UnVmVm:1Uni1, kterd lezi v A, pokryjeme bud z bodu
U, Vi (pokud Uy, € A), neboz bodu Vi, (kdyz Uy ¢ A).
Tu &ast &tverce UpVo ViU, kterd muZe lezet v A, vySetii-
me podobné: Pokud piisluiné rameno thlu A svird s osou x
zaporny (orientovany) uhel, je situace stejnd jako v pfed-
chozim pfipadé; v pfipadé kladného ihlu pokryjeme &tverec
UpVoV1 Uy z boda Uy, Vi (pokud U € A), anebo z bodu
Ui, Vi (kdyz Uy ¢ A — protoZze osa uhlu A lezi v 1. ok-
tantu, musi byt U; € A).

T
Z préavé dokdzaného tvrzeni plyne, Ze pro Ghly « € (Z ) 71:>
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je hledané c&islo » = P Budeme ted hledat polomér r» pro

T
takova Cisla « € (0, Z) ,jejichZ kotangens je pfirozené (islo,

cotg o = n > 1. Svird-li jedno z ramen takového thlu A
s osou x dostate¢né maly kladny thel, je (#, 1) mfizovy bod,
ktery je v A nejblize pocitku. Je to jediny miizovy bod

(5= O), ktery lezi v A ve vzdilenosti nejvyse |n® + 1 od
pocatku. Ukazeme, Ze takovyto pfipad je jaksi nejméné
priznivy, tj. Ze v lbovolném thlu A(x) s vrcholem v poldtku,
kde o = arccotg n, legi aspori jeden miiZovy bod (£ O) ve
vzddlenosti nejvyse s = l/nz + 1 od poéitku. K tomu nim
sta¢i dokdzat, Ze mezi vSemi polopfimkami v 1. oktantu
s potitkem O a prochizejicimi né&jakym dal$im miiZzovym
bodem v kruhu K = (O, s5) nejsou dvé sousedni, jez by
sviraly uhel vétsi nez o.

Pro mald n skute¢né snadno najdeme systém polopfimek
takovy, Ze libovolné dvé sousedni polopfimky sviraji thel
nejvyse «. UvaZujme napt. polopfimky se smérnicemi

1 1 1 2 3 kR—1

09_’2_:7’_13-'-3?343_,"Z:-”:Ak—slz (1)

kde (¢, & —1)e K, (k+ 1, k)¢ K. Pro tangenty uhli
sousednich poloptimek pak plati

1 1
i P41 1
S 1 G+ +1°
14+ o—=

i+ 1)
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! i1—1 212
Jri+1
aje
1 1
ai§-7—pr02§i§n—l, b;g—s— pro2 =i=F%k—1.

Dale sta¢i uvazovat £ takové, Ze soucasné plati

kR—1

Tk 1
E—1 2F—1

1+—k

lIA

1
tgoa = —
g% -

a pfitom (&, & — 1) € K, tj.
k=12 +R=n>+1=3%
Obé nerovnosti jsou ekvivalentni nerovnostem

n < (2k — 1 = 2% + 1,

1 ‘ n
pro liché n a & = >t 1 pro sudé

staci proto vzit £ = 2

n=2.
Smérnice (1) dévaji tedy hledany systém polopfimek pro

2 3/1 2
n = 7. Pfiddme-li k nim je$té smérnice 5 a 5 <-3— < 5 <
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< % < —2— < %) , zjistime, Ze takovyto systém polopiimek
vyhovuje pro 6 = n = 12 (to se ndm bude je3té hodit).

Obecny dukaz uvedeného tvrzeni, ktery ted nésleduje, je
kli¢em k Fe3eni celé tlohy. Pfipomerime zde jesté jedno tvrze-
ni (zndmé jako Pickuv vzorec), které budeme v dikazu po-
tiebovat:

Obsahuje-li mnohotuhelnik s vrcholy v mfiZovych bodech A
miiZovych bodd na hranici a # mfiZovych bodi uvnitf, je
jeho obsah

h
S=3+u—-1.

Uvazujme tedy dvé polopfimky O4, OB v 1. oktantu, které
prochézeji miiZovymi body 4, B v kruhu K, pfi¢emZ uvniti
uhlu A0B Z4dny miiZovy bod z kruhu K neleZi. Pfedpokla-
dejme rovnou, Ze uvnité Gsetek OA4, OB jiz Zddné miiZové
body neleZi. Kdyby navic v kruhu K leZely i oba miiZové
body C, D, které dostaneme z bodu A, B stejnolehlosti se
sttedem O a koeficientem 2 (obr. 28), leZel by v kruhu K
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a uvniti thlu AOB také stfed E usetky CD, ktery je rovnéz
miiZovym bodem. Muzeme tedy piedpoklidat, Ze napf. po-
loptimka OA obsahuje v kruhu K kromé pocitku prévé jeden

miiZovy bod A a polopfimka OB pravé m miiZovych bodu
(obr. 29), takZe pro délky d = |OB| a |O4| plati

md=s < (m+ 1)d, 2|04| > s. (2)
Nyni méme dokézat, Ze je ¢ = |<C AOB| = «, neboli

1
sinq>§sinoc=-s—.

Pro obsah trojihelniku AOB z Pickova vzorce plyne

1 1
S(A0B) = —2~d[OA[ sin ¢ = PE
takZe
1

sin ¢ = d——‘[OA]'

0 sl x
Obr. 29
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Pouzijeme-li odhadu (2), dostaneme nerovnost

) 2(m + 1)
sing < — 5,

takZe sta¢i dokdzat, ze 2(m + 1) = s, neboli

s
2

A

— 1. 3)

m

s
Z prvni nerovnosti v (2) mame pro m odhad m << — , pficemz
p p d b p

d jako vzdalenost dvou miiZovych bodii mize nabyvat jen

diskrétnich hodnot 1, ]2, |/5, ... Hodnotyd = 1,d = |2,

které odpovidaji ose x a ose 1. kvadrantu, nds uz nemuseji

1 k-1

zajimat, protoze pro né jsme nasli smérnice; a—
polopiimek, které s nimi sviraji tthel nejvyse .

Muzeme tedy déle predpokladat, Ze d > |/5 , takZe m =

$
= —=, a pro platnost (3) ndm staci ovéfit, zda je

|5
HEa “

A

l\)‘h

Nerovnost

| w
[IA
l\)}h

_
|
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plati, pravé kdyz n2 + 1 = 2009 + 4]/5), tj. pro n > 19.
Nicméné nerovnost (4) plati i pro mensi hodnoty », jak zjisti-
me vypoctem.

JNER(

2 n N
”fllg—z— 1< — —1

5 )
18 [)65] = 8 8
17 []/58] = 7 7,5
16 [51,4] = 7 7
15 [/45,2] = 6 6,5
14 [/39,4] = 6 6
13 [/34] = 5 5,5

Vzhledem k tomu, Ze pro n = 12 jsme tvrzeni jiz dokdzali,
ukondili jsme tabulku hodnot. Snadno zjistite, Ze nerovnost
(4) je splnéna i pro hodnoty n € {4, 6, 8, 10, 11, 12}. Nikoli
viak pron = 9. Systém polopfimek nalezeny pro 6 = n = 12
je tedy dulezity zejména pro n = 9. Z dokazaného tvrzeni
navic plyne, Ze v kazdém uhlu A velikosti o existuje miiZovy

s
bod leZici zdroveri v mezikruzi K’ = { X eR2:— < |OX| <5}

(protoze stejnolehlost se stiedem v poc':aitku a celociselnym
koeficientem zachovavd mfiZové body). Vidime tedy, Ze
prakticky celou ¢ast uhlu A, kterd lezi v kruhu K, muZeme
pokryt dvéma kruhy se stfedy v po¢itku a v nalezeném mii-
zovém bodé lezicim v K’, pfi¢emZ pro jejich polomér R plati
(obr. 30):
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s s n2 + 1

R= ewsa™ 7= 2

2_—

$
Vse bude v potadku, bude-li uvedeny miiZovy bod lezet
v utvaru UTYZ < K’, ktery m4 pramér R*). To ale plyne
s
2
Zovy bod nelezi. Kdyby tam totiZ n&jaky mfiZovy bod (p, q)

lezel, bylo by pro p, g celd

z toho, Ze v mezikruZi {X € R2: — <|O0X| < R} Zidny mfi-

s\ n2+1 (n® + 1)
3‘ =”*4*<P2+92<R2=—' e

4n2
n2 +1 1 1

= Td tatae

*) Pramér rovinného utvaru je nejmensi &islo d takové, Ze vzdalenost
libovolnych dvou jeho bodu je nejvy$e d. Z trojuhelnikové nerovnosti
snadno plyne, Ze'je-li d prumér dané uzaviené mnoziny, pak na jeji
hranici existuji dva body ve vzdilenosti d a v nich opérné prfimky
kolmé na spojnici obou bodu.
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1
Pro kazdé n je viak n?2 = 0 nebo n2 =1 (mod 4) a n +

1 1 )2
— , takZe mezi Cisly <E> a R? Zidné celé (islo
leZet nemuZe.

Spojenim obou dosavadnich vysledku ted uz snadno do-
staneme, Ze kaZdy iihel A s vrcholem v poédtku a velikosti o,
kde cotg o = n = 2, migeme pokryt kruhy o poloméru R =

1 1
= <n + -) se stiedy v mitZovych bodech lezicich v A.
n

Pii dikazu se omezime jen na Ghly A, které lezi celé v 1. ok-
tantu, protoZe uhel A, ktery obsahuje pfimku x = y nebo
osu x, umime podle prvniho tvrzeni pokryt kruhy o poloméru
li <R.

2

Necht T je ten z bodu uhlu A, ktery lezi na kruZznici (O, s)
a md od osy x nejvétsi vzdélenost. Jeho vzdalenost od druhého
ramene thlu A je aspori 1. LeZi-li T na celodiselné poradnici,

nenti jiZ co dokazovat <jak AN K, taki A N {(x,y):x = %7}

5
pokryjeme kruhy o poloméru R > }12*) . Neni-li x7 celé ¢&is-

lo, ozna¢me E, F pruseéiky pofadnice x = [xr]srameny p, q
uhlu A (obr. 31). Pokud |EF| > 1, jsme hotovi, protoZe
use¢ka EF obsahuje miiZzovy boed. Pokud EF neobsahuje
zddny miizovy bod, lezi v ihlu A miiZovy bod M se soufad-
nici ¥y = [x7] + 1, pfiemz

v — 1 <yg <yr <yu.
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/q

_{

E

0 [XT] [XT]*1 X
Obr. 31

Cést thlu {(x, ¥) e A: [xp] < x =< [x7] + 1} muZeme tedy

pokryt kruhem se stfedem M a polomérem ]/2. Posledni

uvaha nevyhovuje pro n = 2, protoZe v tomto pfipadé je
5 -

R = 7= |/2. Miizovy bod M = (2, 1)je viak obsaZen v libo-

volném thlu A velikosti « = arccotg 2 leZicim v 1. oktantu
(obr. 32). V tomto piipadé tu &ast thlu A, kterd zistala zatim

Obr. 32
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nepokryta, pokryjeme kruhem se sttedem M a polomérem

5

leR==—
- 4

Nase uloha bude vyfe$ena, jakmile ukdZeme, Ze nalezené R
je pro dané « (cotg « = n) skute¢n& nejmensi. To viak plyne
z obr. 33, kde thel A vznikne otolenim thlu, jehoz ramena
tvoii osa x a polopfimka OV, o dostate¢né maly thel 0. Je-li

1 1
Zbod na ose x takovy, ze|OZ| = |ZV| = R = —2-<n + —’;) s
/
vidime, Ze pro dané « = arccotg n umime sestrojit takovy
uhel A a v ném bod Z', jehoz vzdélenost od nejbliz§iho mfi-
zového bodu V bude libovolné blizka ¢islu R.

U(n-1.n)

0 Z n-1 n
Obr. 33

™

Je-li konetné « € (0, —i> takové, zen — 1 < cotg o = n, tj.
arccotg n = o < arccotg (n — 1), vidime, ze kazdy thel A
velikosti « s vrcholem v po¢atku muiZzeme pokryt kruhy o polo-

1 1

méru R = > (n + 'n> a se stfedy v miiZzovych bodech lezi-
cich v A. Je-li totiz X € A, sestrojime libovolny uhel A" < A
velikosti arccotg n s vrcholem v pocitku takovy, ze X € A’.
V ném (a tedy i v A) existuje mfiZzovy bod, jehoZ vzdalenost
od X je nejvyse R.
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Z obr. 33 je zdroveil patrné, Ze pro takové o je uvedené
r = Rnejmensi: Je-li A Ghel velikosti « s ramenem xa V € A,
pak neni U € A; stadi tedy volit uhel 0 tak maly, aby bod V
byl miiZovym bodem s nejmensi vzdilenosti od pocatku.

Zdvér. Pro kazdy bod X rovinného thlu A velikosti «
s vrcholem v pocétku existuje miiZzovy bod M e A takovy, Ze
| MX| = (o), kde

T
) — — S \
rax) = ro o € ™)
N 2 p < 4 -

1 1 0 7t
=5 [cotga]+[cotga] proae| 0, 2 )

pritom pro kazdé » < »(a) existuje Ghel A velikosti o s vrcho-
lem v potitku a bod X € A tak, Ze pro kazdy mfiZovy bod
MeAje | MX| > r.

5
Pozndmka. Ziejmé je r(o) = 5 ipro « €(x, 2w), H(27) =

/ 5 . 3 r vz w7 . . vz
= L . Funkce [x] je tzv. horni celd 4st Cisla x, tj. nejmensi
2
celé Cislo v3tdi nebo rovné x.

A-1-4

Najdéte nejmensi pfirozené n takové, Ze existuji dva ne-
shedné pythagorejské trojuhelniky s ptfeponou délky .
(Trojtahelnik se nazyvé pythagorejsky, je-li pravouhly a délky
jeho stran jsou vyjadfeny celymi &isly.)

Reseni. Najdeme nejdtive viechny trojice pfirozenych &isel
x,y, 2 takové, Ze
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%2+ 32 = 22 (1)

To je klasicka tiloha, jejiz podrobné feseni najdete napf. v ro-
¢ence XXVI. MO, uloha A-P-1.
Vsechna feSeni rovnice (1) maji tvar

x = k(a® — b2), y = 2kab, z = k(a® + b2), 2)

kde a, b jsou nesoudélnd prirozend Cisla takovd, Ze a > b,
2|ab, a k je libovolné prirozené ¢islo. Kazdé &islo 2, pro néz
mé rovnice (1) dvé ruznd feSeni (feSeni lisici se pofadim x
a y nepovazujeme za ruznd), se dd vyjadiit dvéma zpusoby
ve tvaru (2),
z = k(a® + b2) = [(c? + d?),
a je tedy spole¢nym nésobkem ¢isel a? + b2, c2 + d2, kde &isla
a, bic, d jsou nesoudélnd a souliny ab, cd sudé. Nejmensi
pfirozené &islo 7 spliiujici podminky ulohy tak najdeme mezi
nejmensimi spole¢nymi ndsobky &isel 12 + 22 = 5,22 32 =
=13,12 + 42 =17, 32 + 42 = 25,22 + 52 = 29, ... Vidi-
me, Ze n = 25 a piislusné pythagorejské trojihelniky maji
délky stran 15, 20, 25 a 7, 24, 25.
A-1-5
Je ddn mnohoclen
P(x) = apx™ + a1x"1 + ... + ap-1x + an,

ktery nabyva jen nezdpornych hodnot. Ozna¢me

97



O(x) = aox™ + 2a1x" 1 + ... + nap1x + (n + a,.

Je-li P(1) = 0, pak je také Q(1) = 0. Dokazte.
Reseni. Je-li P(1) = 0, m4 nezdporny mnohotlen Pv bodé 1
lokdlni minimum, takZe P'(1) = 0, tj.

nay + (m — Day + ... + ayp—1 = 0.
Je tedy
O)=ao+2a1+ ... + nap-1+ (n + la, =

=m+1a+a+ ... +an)—
—(mao+ (n— a1+ ... + ap1) =
=+ 1)P(1)— P(1)=0.
Pozndmka. ReSeni s pouZitim derivace je elegantni a kratké.
MuzZeme ale uvaZovat i takto: Je-li P(1) = 0, tj.
a+a+ ... +a, =0,
je
P(x) = P(x) — P(1) =
=ap(x® — 1)+ a(x? 1 — 1D+ ... + apa(x — 1) =
= (x — I)ao(x" 1 + x22 + ... + 1) +
+a(x" 24+ ...+ 1)+ ... +ap1) =
= (x — 1) R(x).
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Protoze P(x) = 0 pro vSechna x, je R(x) =0 pro x >1
a R(x) = 0 pro x < 1. Je tudiz R(1) = 0, tj.

nap + (n — I)alv—l— . +apa=0.
A-1-6
Pro vnitini uhly trojahelniku ABC plati

sinl—2sinisin£
2 2 2

Urcete vztah mezi stranami a, b, ¢ takového trojuhelniku.

o
Reseni. Ze vztahu cosx = 1 — 2sin2 - @ z kosinové véty

dostdvdme rovnost
o a2 —((b—c2 (s—=0b(s—v¢)

sin2 - =

2 4 be N be

a podobné (cyklickou zdménou)

sin2 B _G—ais—9 sinz—y~ _G—as— b
2 ac i 2 . ab ’
a+b+c
kde s = > - Z dané rovnosti pak tedy plyne
2 =4(s —c)?
neboli
2c=a+ b
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ULOHY SKOLNI CASTI I. KOLA
A-S-1

Pro libovolné prirozené &islo # > 1 existuje #» navzajem ne-
shodnych pythagorejskych trojahelniku se stejnym obvodem.
Dokazte.

ReSeni. VyuZijeme toho, e existuje nekoneéné mnoho
navzdjem nepodobnych pythagorejskych trojahelnika (viech-
ny primitivni pythagorejské trojuhelniky jsou navzdjem ne-
podobné). Pro dané ¢&islo n oznaCme sp = ap + by + o
(1 =%k=mn) obvody n takovych trojahelnika. Je-li s =
= 5152 ... Sp, jsou trojuhelniky se stranami

s

’ ’ S ’
a =ar—, b, =bp—, ¢, =cp—
& sk ER 5

§

rovnéZ navzdjem nepodobné (tedy neshodné) pythagorejské
trojuhelniky, jejichZ obvod je s.
Jiné FeSeni. Jsou-li u, v, & pfirozen4 Cisla, jsou Cisla

a = k2 — v2), b = 2kuv; ¢ = k(u? + v2)

strany pythagorejského trojuhelniku, jehoz poloviéni obvod
je s = ku(u + v). Abychom nasli dostatetné mnoZstvi
pythagorejskych trojuhelniki se stejnym obvodem, stali
zvolit za s &islo, které mé dostateéné velky pocet délitelu.
Pro dané n polozme napt. s = (n + 3)! a v = 1, takze je

(n + 3)!
- u(u+ 1) °

100



Pro ue€{2, 3, ..., n + 2} dostaneme pythagorejské troj-
uhelniky s odvésnami

u—1 a1 2(n + 3)!
5 (n+3)! a w1

Dva takovéto trojuhelniky mohou byt shodné, jen kdyZz pro
néjakai,j€{2,3, ...,n + 2} plati

2i=0GC—-1{G+1)
neboli

y=i+7+ 1

Pro 2 =1 < dostaneme rovnost jen pro i =2, j = 3.
Nasli jsme tedy n neshodnych pythagorejskych trojuhelnika
s obvodem 2(n + 3)!.

A-S-2

Najdéte viechna redlni &isla p, pro néz jsou viechny kofeny
X1, X2, ¥3 rovnice x3 — 12x2 + px — 64 = 0 redlné a nezi-
porné.

Reseni. Pro kofeny x1, x2, x3 dané kubické rovnice plati
(Vietovy vztahy)

X1+ x2 + x3 = 12,
X1X2 + X2x3 + X3x1 = P,

x1x9x3 = 64,
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jak plyne z rovnosti koeficienti v rozkladu na kofenové
¢initele. ProtozZe

X1 + X2 + X3 e
3 = axexs =4,

nastdva ve znamé nerovnosti mezi aritmetickym a geometric-
kym pramérem ti nezdpornych &isel x;, x», x3 rovnost.
JC tedy X1 = X2 =x3 = 4 ap = X1X2 + X2X3 + X3X1 = 48.

A-S-3a

Zjistéte, zda existuji &tyfi celd Cisla x1, x2, x3, x4, pro néz
je Cislo

[(x1 — x2)(%1 — x3)(%1 — xa)(x2 — x3) (%2 — xa)(X3 — x4)]|
mocninou ¢&sla 2 s celym nezdpornym mocnitelem.

ResSeni. Takov4 &isla neexistuji. Kdyby existovala, byl by
kazdy z C&initeld |x; — x;] (7 %) nezdpornou mocninou
¢isla 2, takZe bychom pro vhodnd celd nezdporna Cisla a, b, ¢
dostali rovnosti

X1 — X2 = 2",

X2 — X3 = 2”, (1)

x3 — x4 = 2°,

x1 — x3 =20 + 20 x5 — x4 = 20 4 2¢.
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Cisla 22 4 20, 20 + 2¢ jsou oviem celou mocninou &isla 2
jen pro a = b = c. Pak ale setenim vztahu (1) dostaneme

x1] — x4 = 3.29,

coz neni celotiselnd mocnina Cisla 2 pro Zddné a.

Jiné ¥eSeni (podle V. Veselého, 3. ro¢., G J. Hronca,
Bratislava). Mezi libovolnymi ¢tyimi celymi Cisly xi, X,
x3, x4 existuji dvé, kterd dévaji pfi déleni tfemi stejny zbytek.
Jejich rozdil, a tedy i uvedeny souin je délitelny tfemi,
proto nemuZe byt nezipornou mocninou &sla 2. Zadnd
takova celd Cisla tedy neexistuji.

A-S-3b

V roviné s kartézskou soustavou soufadnic jsou ddny kruhy
ki = (81, r1), k2 = (82, r2), pro jejichZ vzdélenost stiedu s
plati

max(r, r2) = s=r +rz — 2.

Dokazte, Ze prunik téchto kruht obsahuje aspoil dva body
s celo¢iselnymi soufadnicemi.

ReSeni. ProtoZe s < r; + 72, je pranik obou kruhi ne-
prazdny, a protoze max(ry, r2) = s, neni jeden z kruhu &asti
druhého. Oznatme d délku té &isti GseCky S1S2, kterd lezi
v priuniku k1 N k2 (obr. 34). ProtoZe r1 + r2 = s + d, je
podle predpokladu

d=ri+re—s=2,
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Obr. 34

takZze do pruniku %; N k» lze umistit kruh o poloméru 1.
Kazdy takovy kruh v3ak obsahuje aspoil dva mfiZové body,
nebot mnoZina v3ech jednotkovych kruhu se stfedy v miiZo-
vych bodech pokryva kazdy bod roviny aspoii dvakrat.

Jiny argument: Stied S libovolného jednotkového kruhu
lezi v jednom ze &tyf pravouhlych trojuhelnika, na které
uhlopti¢ky rozdéli piislusny jednotkovy &tverec s vrcholy
v mfiZovych bodech (obr. 35). Vzdilenost bodu S od obou
vrcholl pfislu§ného trojahelniku je nejvyse 1.

Obr. 35
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ULOHY II. KOLA
A-Il-1

Najdéte vSechny pythagorejské trojahelniky s preponou
men$i neZ 1986 a s jednou odvésnou o 675 mensi nez pre-
pona.

ReSeni. Mdme fesit v prirozenych &islech soustavu rovnic

x2+y2:zz
y+d,

Il

Z

kde d = 675, z < 1986. Dosazenim za z z druhé rovnice
dostavame

takZe musime najit viechna x > d celd, pro néZ je y celé
a zdroven

X+ &2
g < 1986.

Z2 =

Sectenim poslednich dvou rovnosti dostaneme

x2

y+z:;‘175
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1/ x2
pro o musi d délit x2. Protoze z = ~2—<E + d) a d je liché,

2

22
musi byt ’ liché. Cislo d = 675 = 33.52 d&li x2, pravé kdyz

32.5 = 45 déli x, takze musi byt x = 45k, kde % je liché.
Z podminek ulohy plyne jednak

675 < 45k, tj. k> 15,
jednak

SR+ 1
s =5 (R +675) < 1986,

neboli
E=[]1099] = 33.

Prok e {17,19,...,33} dostavime tedy devét feSeni tvaru
1 1
x =45k, y = P (3k2 — 675), z = ) (32 + 675).

A-1-2
V roviné s kartézskou soustavou soufadnic umistéme dva

Gtvary A a B. Utvar A je kruh o poloméru |/5, Gtvar B je
sjednocenim ¢tyf kruha praméru 1 se stfedy ve vrcholech
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2
¢tverce o délce strany PR Dokazte, Ze piikazdém umisténi

utvara A, B existuje aspori 10 bodu s celo¢iselnymi sourad- -
nicemi, které leZi v A a neleZi uvnitf B.

ReSeni. UvaZzujme mnoZinu viech kruht se stedy v mfi-
zovych bodech a polomérem |/5. Kazdy bod roviny leZi aspoi
ve 14 takovych kruzich: LeZzi-li totiz bod ve ¢tverci s vrcholy
v miiZovych bodech A4, B, C, D (obr. 36), pokryvaji ho kruhy
se stfedy v mfizovych bodech K, L, M, N, O, P, Q, R
a Ctyfi kruhy se stfedy ve vrcholech &¢tverce 4ABCD, dile
aspoii jeden z kruhu se sttedy U, V a aspoii jeden z kruhu
se stiedy X, Y.

Utvar B je sjednocenim &étyf kruhi o praméru 1. Kdyby
uvnité B leZely vice neZ ¢tyfi miiZové body, lezely by aspori

Obr. 36
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v jednom z téchto kruht dva miizové body. Ty by musely
byt krajnimi body praméru uvaZovaného kruhu, nebot jejich
vzdalenost je aspoii 1. Pak viak nemohou byt oba vnitinimi
body utvaru B. Do kruhu A tedy patii alespoii 14 — 4 = 10
miiZovych bodu, které nelezi uvniti B.

Jiné FeSeni. UvaZzujme vnitiek jednotkového ¢tverce spolu
s vnitikem dvou sousednich stran a jejich spole¢nym vrcho-
lem (obr. 37). Kazdy takovy »ltverec«, jehoZ strany jsou

7

AN

Obr. 37

rovnobézné s osami soufadnic, zfejmé obsahuje pravé jeden
miiZovy bod. Kruh o poloméru ]/5 obsahuje 12 takovych
»étverct« (obr. 38); kromé toho jeden z »trojthelniki« ABU,
EFX (a podobné i jeden z »trojahelnika« CDV, GHY)
obsahuje mfizovy bod, pravé kdyz ho obsahuje »Ctverece
AX'BU (resp. CY'DV). Libovolny kruh o poloméru l/g
tedy obsahuje aspori 14 mfiZovych bodu.

Utvar B je sjednocenim &ty otevienych kruht o praméru 1
doplnénych bodem S (obr. 39). ProtoZe kazdy takovy »kruhc
muZe obsahovat nejvySe jeden mfiZovy bod (vzdélenost
dvou mifizovych bodu je alespori 1), lezi uvnitf Gtvaru B
nejvyse Ctyfi miizové body. Tim je dakaz hotov.
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A-1l-3a

Jsou déna cela &isla p, ¢q. Uréete nejmensi ptirozené &islo
n, pro které existuje mnohoclen f stupné n s redlnymi koefi-
cienty takovy, Ze soucasné plati

a) {(p) = f(g) = 0,
b) f(m) > 0 pro viechna celd &isla m, p #~m +# q.
Reseni. Uvazujme mnohoclen

@) = (x — pP(x — ¢
Ziejmé f vyhovuje podminkim ulohy, takZe hledané nej-
mensi pfirozené n existuje a je n = 4. Mé&me mnohoclen g
tietiho stupné,
glx)=ax3 + bx> +cx+d (a#0).
Je-liax < —(la| + [8] + [¢| + [d]), 1 < [x], je
8(x) = ax® + |b]|x[? + [c|[x] + |d| =
= ax3 + x(|b| + |c|-+ |d]) <
< x%ax + |a| + [b] + [¢| + |d]) <O,
takZze n ## 3. Dile je zifejmé, Ze n -~ 1. Zbyva tedy zjistit,
kdy muze byt n = 2.

Je-li p = ¢, vyhovuje podminkim tlohy mnohoclen
(x — p)?, takZe n = 2. Podobné& pro |p — g| = 1 vyhovuje
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mnoho¢len (x — p)(x — q), takZe je rovnéz n = 2. Nakonec
necht |p — ¢g| = 2. UkadZeme, Ze podminkiém tlohy nevy-
hovuje Zddnd kvadratickd funkce. Vzhledem k a) by takovy
kvadraticky troj¢len musel mit tvar f(x) = a(x — p)(x — gq),
kde a # 0. Pfitom ale je prop < ¢

flg—1)= —alg—1—p)<0proa >0,

=

flg+1)=alg+1—p)<0proa <

A podobné i pro p > q. V piipadé |p — q| = 2 je tedy
n = 4.

A-11-3b

Pro n prirozené oznalme M, mnoZinu v3ech jednoprvko-
vych a dvouprvkovych podmnoZin mnozZiny {1, 2, ..., n}.
Je-li » = 3, l1ze ke kazdé (n — 2)-prvkové podmnoZiné P
mnoziny M, najit dvouprvkovou podmnoZinu {7, j} mno-
Ziny {1, 2, ..., n}, pro kterou je

{{i}: {]}: {l,]}} NP =g0.

Dokazte.

ReSeni. Necht P obsahuje 2 (0<% =<n — 2) dvou-
prvkovych a n — 2 — k jednoprvkovych podmnoZin mnoZiny
{1,2, ..., n}; v mnozing {1, 2, ..., n} tedy zbyvd k + 2

tisel ¢ takovych, Ze {i} ¢ P. Z nich miZeme utvofit (k ; 2)
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dvouprvkovych pedmnozin, staci tedy ovéfit, Ze vidy plati
k+2
(*57)

(B + 2)(k + 1) > 2.

neboli

Tato nerovnost ziejmé plati pro kazdé 2 = 0.
Jiné FeSeni. Predpoklddejme, Ze tvrzeni ulohy neplati, tj.
Ze existuje takova (n — 2)-prvkovd podmnozina P < My, Ze

P {lih, {73, (67} #0

pro kazdou {7z, j} < {1,2, ..., n}. Kdyby pro n&jaké
me {1,2, ...,n} nebylo {m} € P, pak by pro kazdé;j+ m
muselo byt {;j} € P nebo {j, m} € P, takZe by P obsahovala
vice nez n — 2 prvka. Je tedy {m} € P pro libovolné
me {1,2, ..., n}, coZ je opét spor s piedpokladanym
poctem prvka mnoziny P.

Jiné ¥eSeni (podle T. Ledvinky, 4. ro¢. SPSE, Praha 2,
Jetna a M. Wittnera, 4. ro¢. G Karlovy Vary). ZapiSme
v3echny prvky mnoziny M, do trojuhelnikové tabulky

2 38 .. {n}
2} (L3} ... (L)
2,3} ... (2n)

{n —1,n}
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Protoze P md n — 2 prvka, existuji aspoil dva sloupce, které
neobsahuji Zddny prvek z P (7 < 7):

{1} {7}

{Z: j}

takze P N {{1}, {].}’ {i)/-} } =

ULOHY III. KOLA
A-Ill-1
Necht 7 je ptirozené &islo a[S| mnoZina podmnoZin mno-
ziny {1,2, ..., n} s touto vlastnosti: Pro kazdé dv& mnoZiny
M1 €[S], Mz €[S| m4 mnoZina (M U M2)\ (M1 N Mg) sudy

pocet prvki. Urdete nejvétsi moZny podet prvki mnoziny [S|.
Reseni. Protoze

[(M1U M2) \ (M1 N Mp)| = [My] + [Mg| — 2[My N Mo,
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mé uvedeny symetricky rozdil mnozin sudy pocet prvku,
pravé kdyz obé mnoziny M;, M2 maji stejny polet prvka
modulo 2. Musi mit tedy vSechny mnoZiny v |S| bud
sudy, anebo vSechny lichy pocet prvka. Odtud pf};le, Ze
nejvétsi mozny potet prvki mnoziny |S je 271 (polovina
vSech podmnoZin dané mnoZiny ma totiz sudy pocet prvku
a polovina lichy pocet prvka).

A-lll-2

Necht m = n = 3 jsou prirozend ¢&isla. Je ddn mnoho-
¢len p stupné m s celotiselnymi koeficienty takovy, Ze p(a;) =
=plaz) = ... =play) =1 pro n raznych celych C<isel
a1, az, ..., ay. DokaZte, Ze p nem4 Z4dny celoliselny kofen.

Reseni. Protoze &sla ai, as, ..., ay jsou kofeny mnoho-
Clenup — 1, je

p(x) — 1 =(x —a)(x — a2) ... (x — an) ¢ (%),
kde ¢ je mnohollen stupné m — n*s celotiselnymi koefi-

cienty. Kdyby bylo p(a) = 0 pro néjaké a celé, dostali
bychom rovnost

—1=(a—a)a — a2) ... (a — ay) q(a).
V takovém pripadé by muselo byt |a — @;| = 1 pro tii riznd

celd &isla aj, as, as. To nejde, takze mnoho¢len p nemuZe mit
celodiselné koteny.
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A-1HiI-3

Predpoklidejme, Ze médme nekonecné mnoho stejnych
stavebnicovych dila sloZenych ze sedmi krychli (obr. 40).
Dokazte, Ze je mozno té€mito dily vyplnit beze zbytku cely
prostor.

L

Obr. 40

|
|

ResSeni. UvaZujme krychlovou sit v prostoru tvofenou
navzdjem rovnob&Znymi vrstvami krychli stejné velikosti
jako u danych dila. Zvolme jednu vrstvu, oznaéme ji nulou
a viechny ostatni vrstvy ocislujme postupné celymi (isly
tak, aby nad n-tou vrstvou byla (z + 1)-ni vrstva. Roz-
mistime-li nyni stfedové krychle jednotlivych dila v nulté
vrstvé podle obr. 41 na mista oznafend nulou, zlstanou
nevyplnény préavé vSechny dvojice sousednich krychli na
mistech oznalenych —1 a 1. Pfitom rozmisténé dily zaplni
jesté mista oznalend 0 v —1. a 1. vrstvé. Rozmistime-li
dalsi dily v 1. vrstvé tak, aby stfedové krychle jednotlivych
dila byly na mistech oznaCenych 1, a podobng v —1. vrstvé

°
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Obr. 41

-1. vrstva

do mist oznafenych —1, bude nultd vrstva vyplnéna beze
zbytku. PokraCujeme-li analogicky i v dalsich vrstvach (tj.
dily se stfedy v n-té vrstvé posuneme napf. o dvé krychle
doleva a pak je zvedneme do nasledujici vrstvy), vidime, Ze
takto vyplnime beze zbytku kaZdou vrstvu, a tedy i cely
prostor.

Pozndmka. Neni tézké zjistit, Ze po sedmi vrstvich se
rozmisténi dild v jednotlivych vrstvich zacne periodicky
opakovat.
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Jiné feSeni. UvaZujme nejprve obdobnou tlohu v roviné
pro utvary sloZené z péti Ctverc (obr. 42). Jiz z nazoru je
patrné, Ze témito WUtvary lze vyplnit rovinu. Pokusme se
pfesto o piesny dukaz tohoto tvrzeni.

Obr. 42

Uvazme kartézskou soustavu soufadnic takovou, Ze &tverce
tvotici jednotlivé dily budou jednotkové a jejich stiedy
budou mfiZové body. Stali si pak uvédomit (obr. 43), Ze

Obr. 43
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stfedy jednotlivych diltt budou napf. vSechny miiZzové body
lezici na pfimce s rovnici x 4+ 2y = 0. Podobné stiedy
ostatnich ¢tvercti budou leZet na piimkich x + 2y = +1,
resp. x + 2y = 2. Umistime-li tedy stfedy jednotlivych
dila tak, aby jejich soufadnice (x, y, 2z) byly celodiselné
a lezely na primkach x + 2y = 5k, kde % je celé ¢&islo, budou
stfedy ostatnich Ctverct leZet na pfimkich x + 2y = 5k + 1,
resp. x + 2y = 5k £ 2. Pfitom se zddné dva dily nemohou
piekryvat a kazdy mfiZovy bod lezi na nékteré z piimek
x + 2y = m pro né&jaké m celé.

Pravé naznacené feseni ted snadno preneseme do prostoru:
Uvazujme kartézskou soustavu soufadnic v prostoru tako-
vou, Ze krychle tvofici dany dil budou jednotkové a jejich
sttedy budou miizové body. Jsou-li (xp, Vo, 20) soufadnice
stiedu daného dilu a (x, v, 2) soufadnice stiedu libovolné
z jeho krychli, plati

lx = x| + ]y — 30| + |z — 20| = 1. )

Umistéme nyni stiedy jednotlivych dila tak, aby jejich
soufadnice byly celotiselné a Cislo x + 2y + 3z bylo déli-
telné sedmi. Jsou-li (x1, y1, 21), (x2, ¥2, 22) soufadnice stiedi
dvou ruznych dila, je ¢&islo (%1 — x2) + 2(y1 — y2) +
+ 3(21 — 22) nenulové a délitelné sedmi, takZe musi byt
|x1 — x2| + |y1 — ¥o| + |21 — 22| = 3, podle (1) se tedy
74dné dva dily nepiekryvaji. A naopak kazdy miizovy bod
se soufadnicemi (z, u, v) je pokryt nékterym dilem, jehoZ
stfed bude mit soufadnice

(t,u,v), kdyz t + 2u + 3v = 0 (mod 7),
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(t + 1,u,v), kdyz t + 2u + 3v = F1 (mod 7),
(t,u +1,9), kdyz ¢ + 2u + 3v = T2 (mod 7),
(t,u,v + 1), kdyz ¢t + 2u + 3v = F3 (mod 7).

A-1il-4

V roviné je ddna omezend konvexni mnoZina A a tii
navzdjem disjunktni polopiimky s potitky v A. Dopliikem
sjednoceni téchto Ctyf utvara jsou tfi navzijem disjunktni
oblasti. Necht mnoZiny B a C jsou konvexni a disjunktni se
viemi tiemi polopfimkami, pfi¢emZ kazdd z mnozin B, C
mé neprdzdny prunik s kazdou z uvedenych tii oblasti.
Dokazte, Ze mnoziny B a C maji neprdzdny prunik.

ReSeni. Pokud potitky A;, A», As uvedenych tii polo-
pfimek lezi v pfimce, neexistuji konvexni mnoZiny B, C
pozadovanych vlastnosti. Uvazujme trojuhelnik 414243 < A.
Pokud jedna z polopfimek protind stranu trojuhelniku
A1 4243, mnoziny B, C pozadovanych vlastnosti neexistuji

A3

r\a
'\v\

Obr. 44
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Predpokladejme tedy, Ze dané polopfimky maji s trojihelni-
kem A;AsAs spole¢né pravé jeho vrcholy. MnoZina B pak
nutné obsahuje néjaky trojihelnik B;B:Bs a mnozina C
trojl’lhclnik 010203 S Vrcholy Bl, Bz, Bg, Cl, Cz, C3 uvniti
stran trojihelniku 4;4>A43. Necht napt. C; € By As (obr. 44).
ProtoZe Cs € A14> a mnoziny B, C jsou konvexni, jeB N C ==

# 8.
A-1ll-5

Necht funkce f zobrazuje mnozinu N vSech pfirozenych
¢isel do sebe tak, Ze je f(1) = 1 a pro kazdé n e N plati

fn + 2) =2f(n + 1) — f(n) + 2.
Dokazte, Ze pro kazdé n € N existuje m € N takové, Ze
J@) f(n + 1) = f(m).
Reseni. Protoze
[ +2) —fn+ 1) =fln + 1) = f(n) + 2,
plati pro kazdé n > 1

fn+ 1) —f(n) =f2) — 1 + 2(n — 1),
takZe

fo) =f)+ @ -1 -D+20+2+ ... +n-2)=
=@ — DfQ2) + (n — 22
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Soucin

f)f(n + 1) = (n — Dn(f(2))2 + f2Xn(n — 2)> + (n —1)%) +
+ ((n — 2)n — 1)

bychoin chtéli pro libovolné n piirozené vyjadfit jako

(m — 1)f(2) + (m — 2)2. Polozme m — 1 = af(2) + b, pak
dostaneme

a(a + 1) = (n — Dn,
(6 — 17 =(n—2)n— 1)y,
2a(b — 1)+ b =23 — Tn®2 + Tn — 1.
Témto podminkdm vyhovuji Cislaa = n — 1,6 =
=m—2(n—1)+1=n2—3n+ 3,takiem =

= (n — 1DfQ2) + n2 — 3n + 4 = f(n) + n. Je tedy

f@) fn + 1) = f(f(n) + n).

A-lll-6

Necht A je takovd mnoZina celych kladnych &isel, Ze pro
kazdé dva jeji razné prvky x, y plati nerovnost

xy

— >
x =5l 2 5
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Dokazte, Ze mnozina A obsahuje nejvyse 9 prvka. Rozhodng-
te, zda takovd devitiprvkovd mnoZina A existuje.
ReSeni. V mnoziné A existuje nejvyie jeden prvek vétsi
xy
x—y <x =

5 3

nez 24, jinak by pro 25 = y < x bylo

cozZ je ve sporu s pfedpokladem. A je tedy kone¢nd.

Necht A = {x1, x2, ..., x5}, kde a1 < x2 < ... < xy
a xy-1 <25 Proje{l, 2, ..., N—1} oznalme d; =
= xj.1 — X, pak plati

xxp0 X% + dj)
25 25 ’

d;

1\%

neboli

= .
=25 — «x;

25
Ziejmé x5 = 5, pak ale ds = 20 > 1, neboli x4 = 7, déle

49 ) 100
ds = 18 > 2, neboli x; = 10,d; = —1~5-> 6,nebolixg = 17,

289
dy = — > 36, tedy x9 =54. Musi tedy byt N = 9. Zaroven

8
ale vidime, Ze mnozina {1, 2, 3, 4, 5, 7, 10, 17, 54} vyhovuje
nasi dloze.

Pozndmka. Neni tézké popsat viechny mnoziny A vyhovu-
jici dané podmince. Napf. mnoZiny

1\
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ISAIAS LB, IE, G, NS |

[SUNG, AT, BRS, BRG, BN, |

[0S,

a

5 7, 10, 17, al}, kde a;
N 7, 10, 18, az}, kde a2
, 7,10, 19, a3, kde a3
, 7,10, 20, a4}, kde as
5 7, 10, 21, a5}, kde as
N 7, 10, 22, as}, kde ag
5 7, 10, 23, an }, kde a;
N 7, 10, 24, ag}, kde as
, 7,11, 20, ag }, kde ay
5 7, 11, 21, am}, kde aio
s 7, 11, 22, an}, kde an

7

7

7

v

54,
70,
80,
100,
132,
184,
288,
600,
00,
132,
184,
288,
600,

VIV IV IV IV IV IV IV

[o—

s 1y 11, 23, alz}, kde a2
s 1y 11, 24, a13}, kde a3
s 1y 12, 24, a14}, kde aja 600,
N 8, 12, 24, als}, kde ais 600,
5 8,12, 24, au;}, kde a;6 = 600

v IV IV IV IV IV

jsou vSechny devitiprvkové mnoZiny, které vyhovuji dané

podmince.
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