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Kategéria P

ULOHY I.KOLA

P-1-1

Méme presne N listkov papiera. Na kazdy listok napiSeme
z kazdej strany jedno prirodzené &islo od 1 po N (Cisla na
opacnych stranich listka moézu byt rozne) tak, ze kazdé &islo
je napisané prave dva razy.

a) Dokazte, ze pre Iubovolny spdsob rozpisania ¢isel na
listky je mozné poukladat listky na stél tak, Ze na ich vrchne;j
strane vidime prave &isla 1 az N.

b) Néjdite algoritmus (predpis pre ¢loveka), pomocou kto-
rého je moZné poukladat listky tak, aby spifiali podmienku
z bodu a). Algoritmus zapiste v prirodzenej re¢i za pomoci
matematickych symbolov a oznaceni tak, ako by ste ho vysvet-
Iovali (zasvitenému) kamaratovi. Davajte vak pozor na to,
aby bol presny, jednozna¢ny a logicky. Dokézte, Ze algorit-
mus pracuje pre Iubovolné rozpisanie Cisel.

Riesenie. a) Dokazeme, ze listky mozno vzdy pootacat tak,
aby sme videli v3etky ¢isla od 1 po N, matematickou indukciou
vzhladom na N,

1. Ked N = 1, listok mdZeme polozit Iubovolne, t, j. Gloha je
vyrieSend.

2. Ukézeme, Ze ked vieme rozlozit N listkov s Iubovolnym
rozpisanim Cisel, tak vieme rozlozit aj N + 1 listkov.

V jednoduch$om pripade je ¢islo N + 1 na oboch strandch

jedného listka. V tom pripade rozmiestnime najprv listky
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s Cislami 1 aZ N a nakoniec N + 1-vy listok poloZime Iubo-
volnou stranou navrch.

V opatnom pripade je N + 1 na dvoch réznych listkoch.
Tieto dva listky »zlepime« ¢islami N + 1 k sebe. Tym vznikne
sada N listkov s &islami 1, 2, ..., N, ktora podIa indukéného
predpokladu vieme rozlozZit. Potom zlepeny listok rozlepime
a na stol poloZime oba listky tak, aby ten, ktory bol v zlepenej
dvojici »dolu«, mal na hornej strane &islo N + 1 a ten, ktory
bol »hore«, mal na hornej strane to isté &islo ako vtedy, ked
boli listky zlepené. Tym sme poZadovanym spdsobom rozloZili
vetkych N + 1 listkov.

b) Na zédklade predchadzajiceho dékazu mozno navrhnut
nasledujdci algoritmus:

1. Oznac vsetky listky ako nezaradené.

2. Medzi nezaradenymi listkami vyhladaj listky s ¢islom N.
3. Ak si nasiel len jeden listok (t. j. ¢islo je na jeho oboch stra-
néch), tak ho poloZ medzi zaradené, pokraluj krokom 5.

4. Ak si nasiel dva listky, potom ich poloZ na seba tak, aby
¢islo N bolo na vnutornej strane »zlepenia«. Takto vznik-
nutd dvojicu listkov povazuj za jeden a poloz ho medzi
nezaradené.

5. Zniz N o 1 a ak N je vicsie ako 0, pokratuj krokom 2.

6. Teraz su vsetky listky zaradené. Tie, ktoré sa skladaju
z viacerych na sebe poloZenych listkov, rozloz na jednotlivé
listky tak, aby sa pritom Ziaden z nich neprevratil. Vtedy
sa bude kazdé ¢islo nachddzat na vrchnej strane prave raz,
¢o sme chceli dosiahnut. Tym teda algoritmus konéi.
Uvedeny algoritmus pracuje presne podla myslienky uve-
denej v predchidzajicom ddkaze, takze dalsie dokazovanie
je zbytotné.
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P-1-2
Def. 1: Konent postupnost A(0), A(1), ..., A(N), kde N
je prirodzené &islo a plati A7) = 0 alebo 1 pre
vsetky 7, nazveme »dobrou«, ak pre vietky 7 plati

AG) = 0 alebo AGG + 1) = 0.

Def. 2: Nekonend postupnost prirodzenych &isel F(7) je
definovand vztahmi:

F(0) = F(1) =1
FG@+2)=FG&+ 1)+ F@&) prei=0
Def. 3: Ku kaZdej kone¢nej postupnosti A
A0), A(1), ..., A(N)
priradime ¢islo H(A, N) podla predpisu
H(A, N) = A(0).F(0) + A(1).FQ) + ... + A(N).F(N).
Def. 4: Dve kone¢né postupnosti A:
A(0), A(1), ..., A(N)
a B: |
B(0), B(1), ..., B(M)
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nazveme pribuznymi, ked plati
H(A, N) = H(B, M).

Nijdite algoritmus, ktory pre dand kone¢nu postupnost A7),
1=20,1, ..., N néjde pribuznu »dobri« postupnost B(;),
7/ =0,1, ..., M. Pritom predpokladajte, Ze nie je moZné vy-
potitat hodnotu H(A, N), lebo by mohla byt prili§ velka.

Dokézte, Ze pre kazdi zadanG postupnost dé algoritmus
pozadovany vysledok.

RieSenie. V texte rieSenia sa bude vSade namiesto terminu
»postupnost nul a jedniciek A®Z), 7 =0, 1, ..., N« pouzivat
termin »postupnost A«. Podobne miesto »postupnost nil
a jednitiek B(j),7 = 0, 1, ..., M« budeme pisat »postupnost
Be.

Algoritmus
1. Skopiruj postupnost A do postupnosti B, tj. vytvor nova

postupnost B taku, Ze

AG) =B@) prei =0,1, ..., N,
a poloz M = N.
2. Ak je postupnost B dobr4, koniec.
3. Nech % je najvicsie také Cislo, Ze
B(k) =Bk — 1) =1.
4. Akk = M, poloz M = M + 1 a B(M) = 0.

5. Poloz B(k) = B(k — 1) =0, poloz B(k + 1) =1, po-
kracuj krokom 2.
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Dékaz. Dokaz rozlozime na dve ¢asti. Najprv dokdZzeme, Ze
ak vypocet algoritmu skon¢i, tak dd pozadovany vysledok
(tato vlastnost algoritmu sa nazyva ¢astocnd sprdvnost). Potom
dokéZeme, Ze algoritmus skonéi pre lubovolnti kone¢nt po-
stupnost A (tito vlastnost sa nazyva komecnost algoritmu).

Ciastoénd sprdvnos(. Treba dokézat, Ze ak vypocet skonéi
(v kroku 2), tak postupnost B bude »dobra« a zaroveii postup-
nosti A a B budt pribuzné.

a) To, Ze po skonceni vypo¢tu bude postupnost B »dobra,
je zrejmé. Algoritmus kon¢i v kroku 2 iba za predpokladu, Zze
B je »dobré« postupnost.

b) Teraz stali dokdzat, Ze postupnosti A a B s pribuzné
vzdy, ked vykondvame prikaz 2. Platia dve tvrdenia, z kto-
rych pribuznost A a B vyplyva podla matematickej indukcie:
1. Ked do 2 prideme z 1, tak sti postupnosti A a B uréite

pribuzné, lebo st identické. )

2. Ak st pri vykondvani 2. kroku algoritmu postupnosti A
a B pribuzné, tak buda pribuzné aj po vykonani cyklu
pozostavajuceho z krokov 3, 4, 5, 2 v uvedenom poradi.
To vyplyva zo skuto¢nosti, Ze
— prikaz 3 sa vykondva len v tom pripade, ked postupnost

B nie je »dobrd«. Teda zarulene existuje také %, Ze

B(k) =Bt — 1) = 1,

— prikaz 4 nezmeni hodnotu H(B, M),

— pred vykonanim 5 plati, Ze B(k + 1) = 0. V opa¢nom
pripade by % nebolo najvicsie ¢islo, pre ktoré B(k) =
=Bk —-1)=1.



— V prikaze 5 sa hodnota H(B, M) nezmeni, lebo pre
¢leny postupnosti F plati

F(k + 1) = F(k) + F(k — 1).

Konecnost. Cinnost algoritmu skonéi, ked je zaruené, Ze
skon¢i vykonévanie kazdého cyklu, ktory obsahuje. N4§ algo-
ritmus obsahuje jediny cyklus 2—5.

V tomto cykle sa pri kazdom prechode zaruéene vykon4 pri-
kaz 5. V niom sa dve jednotky v postupnosti B nahradia jednou
—teda prikazdom prechode cyklom sa pocet jednotiek o jednu
zmenS$i. Toto zniZovanie nemozZe trvat nekone¢ne dlho, lebo
postupnost, ktord obsahuje iba jednu jednotku, je zarucene
dobra. Cyklus teda skon¢i najneskor po N krokoch.

Zhrnutie. Podarilo sa dokazat, Ze
— ak sa vypocet podla algoritmu skond¢i, tak da spravny vy-

sledok pre lubovoInd vstupnd postupnost Aj;
— vypocet podla algoritmu skon&i pre kazdu postupnost A.

Z toho vyplyva, Ze vypocet skonéi a dd spravny vysledok
pre TubovolInt vstupnt postupnost A,

Este poznamendvame, Ze takto formulovany algoritmus je
dostato¢ne presny pre »rucné« spracovanie. Pre vypocet na
pocitadi by bolo treba presnejdie Specifikovat krok 3. Hladanie
Cisla % totiZz nemusi vZdy zacinat od konca, ale od toho miesta,
kde sme naposledy nasli dve jednotky vedla seba (tuto hod-
notu udéva premennd 7). Ked zamenime dve jednotky za
jednu, stali preverit, ¢&i sme tym nevytvorili nova dvojicu.
Dokaz spravnosti takto modifikovaného algoritmu by bol
podobny, iba by obsahoval viac technickych detailov.
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Na ziver uvddzame takto upraveny algoritmus v jazyku
Basic:

110 FOR 1 =1 TO N
120 LET B(l) = A(l)
NEXT

130

140 M = N

150 FOR | = N TO 2 STEP —1

160 LETK = |

170 IF B(K) = 0 OR B(K — 1) = 0 THEN GOTO
240

180 IFK=MTHEN LETM = M + 1

190 B(K) = 0

200 BK—1)=0

210 B(K 4+ 1) = 1

220 K=K+ 2

230 GO TO 170

240 NEXT |

P-1-3

Nasledujuci program v jazyku Basic hladd v N-prvkovom
poli &isel usek, ktorého stalet je maximéiny:

100 LETM =0
10 FORDLZ =1TON
120 FOR ZAC=1TO N — DLZ + 1

130 LETS =0

140 FOR | = ZAC TO ZAC + DLZ — 1
150 LET S = S + A())

160 NEXT |

170 IFS>MTHEN LETM =S

180 NEXT ZAC
190 NEXT DLZ
200 END
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Ozna¢me S(N) pocet vykonani priradovacicho prikazu v riad-
ku 150. Vyjadrite S(N) ako funkciu zadaného N.

RieSenie. V dalSom texte budeme namiesto »cyklus pre
DLZ v riadkech 110 az 190« pisat »cyklus pre DLZ« (a po-
dobne pre ZAC a I),

Program zalneme analyzovat od najvnutornejsieho cyklu.
Cyklus pre I sa vykond DLZ-krét, pricom v kazdom priebehu
cyklom sa vykond prédve jedno s¢itanie. Teda v celom cykle
pre I sa vykond DLZ s¢itani. Cyklus pre ZAC sa vykondva
N — DLZ + 1 razy, teda v celom cykle pre ZAC sa vykona

(N—-DLZ + 1).DLZ

s¢itani. Hladany po&et - funkciu S(N) zistime, ked vyjadrime
pocet stitani v cykle pre DLZ.

Cyklus pre DLZ sa vykondva od 1 po N. Teda pocet s¢itani
S(N) je vyjadreny sumou:

SN)=(N-1+1D.1+N-2+1).2+ ...+
+(N—-—N+1).N
Roznisobenim kazdej zdtvorky dostivame vztah:
SN)=(N+1).1 —1.1 + (N+1).2 -2.2 +
+ ... +(N+1).N—-N.N

Jednotlivé ¢leny zdruzZime takto:
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SN)=(N+1).(1+2+3+ ...+ N)—

—(12+22 4324+ ... + N?)
(S)
Teraz vyjadrime zvlast kazdy &len rozdielu,
Prvy ¢len obsahuje stiet aritmetickej postupnosti s dife-
renciou 1. Teda
(N+D.I+2+3... +N)=(N+ 1).N.(N + 1)/2
(S1)

Druhy ¢&len (stéet druhych mocnin) oznat¢ime ako D(N).
Zo znamej rovnosti

A3 —B3=(A—-B).(A2+ A.B + B?
vieme, Ze
13 —03=1.(12 + 1.0 + 02)
2B -1B=1.(22+2.1+1?

3¥—-23=1.(32+3.2 + 22

N3 — (N — 1) = 1.(N2 + N.(N — 1) + (N — 1),

Stitanim vSetkych tychto rovnosti dostdvame:
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N3 — 03 =
=DIN)+ (1.0 +2.1+3.2+ ... + NN=1) +

+ D(N —1)
Vieme, Ze plati

N.N—-1)=N2— N

D(N) = D(N — 1) + N
Preto
N8 =D(N) + (DIN) — (1 + 2+ 3 ... + N)) +
+ D(N) — N2,

Uz sme ukézali, Ze

1+2+3+ ...+ N=N.(N+ 1)2,
takze

N3 =3.D(N) — N2 — N.(N + 1)/2.
Z tohoto vztahu ur¢ime D(N):
3.D(N) = N.(N2 + N + (N + 1)/2) =
= N.(N + 1)(2N + 1)/2
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N.(N + 1).(2N + 1)
6

D(N)= (82)

Po dosadeni vztahov (S1) a (S2) do (S) dostavame
S(N) = N(N + I)YN + 1)/2 — N(N+1)2N + 1)/6,
a teda

N3 + 3N2 + 2N

S(N) = ——

Pozndmka. Vztah
12422+ 324+ ...+ N2=N.(N+ 1).2N + 1)/6

staCilo ndjst v literatire a dokdzat indukciou. My sme sa
snazili podat jeho konstruktivny doékaz, lebo moéZe poslazit
ako néved na odvodenie podobnych siétov v buducnosti.

P-1-4

Modifikovany Minského stroj (MMS) je teoreticky model
jednoduchého potitata. Pozostdva z koneiného, dostatotne
velkého poétu pomenovanych premennych (meni su oby-
tajné identifikdtory) a »riadiacej jednotky«. Obsahom kazdej
premennej je nezdporné celé Cislo. Riadiaca jednotka dokéZze
manipulovat s premennymi, ale vykondva len velmi jedno-
duché opericie:
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— pripo¢itat k premennej jednotku, ¢o oznaujeme
»meno premennej« +,

— cdditat od premennej jednotku, ¢o oznalujeme
ymeno premennej« —,

— testovat obsah premennej na rovnost nule a podla vysled-
ku riadit dalsi vypocet. Existuji dva testy:

»meno premennej« = 0,

resp.

»meno premennej« 7= 0.

Poznamendvame, Ze

— rozsah Cisel nie je zhora ohraniCeny,

— od premennej s hodnotou nula moéZete od¢itat jednotku;
vysledkom je nula v premennej (t.j.jej hodnota sa ne-
zmeni),

— MMS nepouziva Ziaden prikaz vstupu ani vystupu.
Vsetky adaje potrebné k vypoétu musia byt v premennych
dané vopred a vypocet skon¢i s vysledkami vo vopred
uréenych premennych.

Modifikovany Minského stroj sa programuje tak, Ze sa
postupne vytvaraju predpisy na stile zlozitejie Cinnosti,
Takyto postup predvedieme:

Cinnost "NULUT X«

rob pokial X # 0

rob X — koniec

koniec

Této Cinnost pozostdva len z elementirnych akcii, znimych

MMS. Avsak zo skor definovanych &innosti mozno skladat

komplikovanejsie; popiSeme ¢&innost, ktord presunie obsah

premennej A do premennej B a stifasne premennu A vynu-
luje:
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¢innost YPRESUN A — B
rob NULU]J B; ... B sa dosadilo za X pomocou

skor definovanej ¢innosti
pokial A =~ 0
rob A—; B+ koniec

koniec

Takto by sme mohli pokralovat a naprogramovat velmi

" zlozité Cinnosti, Jazyk na zdpis tychto Cinnosti strucne de-
finujeme:

prikazmi st elementdrne &innosti, napr, A—, G+ atd;
podmienky smu byt len typu »premennd = O« alebo
»premennd # O, logické opericie AND, OR atd. nie st
k dispozicii;
z riadiacich $truktur su povolené nasledujtce:
2logeny prikaz
rob

{postupnost prikazov oddelenych bodko¢iarkami)
koniec

— prikaz vetvenia

ak (podmienka) tak (prikaz) inak {prikaz)
resp.
ak (podmienka) tak (prikaz)
dva prikazy cyklu (s podmienkou na zaliatku a s pod-
mienkou na konci)
pokial {podmienka)

{zlozeny prikaz)
Vykonavanie tela cyklu (zlozeného prikazu, obsahujuceho
povinne zitvorky rob — koniec) sa opakuje tak dlho,
pokial podmienka cyklu plati. Teda vykondvanie skonci
vtedy, ked podmienka pri testovani je prvykrdt neprav-
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divd, Druhym prikazom cyklu je
opakuj
{zoznam prikazov, oddelenych bodkociarkami)

kym  {podmienka)

ktorého vykonédvanie sa skon¢i, ked podmienka prvykrit

plati (t.j. ndvrat na zaliatok cyklu sa uskuto¢ni, ked

podmienka neplati),
Ak chcete pouzit cyklus FOR, musite ho simulovat vhodne
definovanou &nnostou. (Cinnost definujeme nizvom a zlo-
7enym prikazom, ktory opisuje tto ¢innost a odvoldva sa
iba na skor definované &innosti.)

Zadanie tloh

1. V premennej A je &islo X. Napiste ¢innost (jednu hlavna
a niekolko pomocnych), ktord vypocita cela Cast z druhej
odmocniny ¢&isla X a ulozi ju do A.

(Pozn.: Hodnoty ostatnych premennych nds nezaujimaja.)

2. V premennej A je Cislo P, Napiste ¢innost, ktord do pre-
mennej B ulozi hodnotu 1, ak je P prvodislo, inak do B
ulozi nulu, '

RieSenie
1. Pristupov k rieSeniu méze byt velmi mnoho. Predvedieme
rieSenie, zaloZzené na jednoduchom tvrdeni:

1+3+5+7... +(2N —1)= N2,

ktoré pre prirodzené N mozno Iahko dokidzat matema-
tickou indukciou. V tomto vztahu N je jednak pocet

147



sCitancov a jednak »celd Cast druhej odmocniny N2
To vyuzijeme v nasledujicom algoritme:
¢innost »do A daj celt ¢ast odmocniny z A«

N:=0; .. .pocet stitancoy
I1:=1; .. .sCitanec
pokial A =£ 0
rob
N:=N+1;
od¢itaj I od A;
I:=1+42;
koniec;
ak vysledok _ od¢itania _ je _ zédporny tak N: = N — 1;
A:=N;
koniec;

Algoritmus nie je zapisany v jazyku MMS, Na prepis do
jazyka MMS potrebujeme dodefinovat ¢&innost »odéitaj
A OD B, ktora okrem od¢itania indikuje zdpornost vysledku.
To realizujeme tak, Ze pomocnu premennt CHYBA nasta-
vime na 1, ak vysledok od¢itania je z4dporny (a teda vysledok,
ktory ziskame pri cd¢itani, je chybny).
Cinnost "ODCITAJ A OD B«
rob NULUJ CHYBA;
NULU]J POM1;
pokial A=~ 0
rob ak B = 0 tak rob CHYBA+;
NULUJ A koniec
inak rob A—; B—;
POMI1 — koniec

koniec;
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PRESUN POMI - A
koniec;
Teraz uz lahko prepiSeme algoritmus do jazyka MMS:
Cinnost DO A DAJ CELU CAST ODMOCNINY
Z A«
rob NULUJ N; ...N:=0

NULUJI ; I+ ; I:=1

pokial A £ 0

rob N+ ; ..N:=N+1
ODCITAJ 1 OD A;
LA=A-1

(s »chybouk)
I4+;14 ... I:=1+42
koniec;
ak CHYBA = 0 tak N— ;
PRESUN N — A
koniec
. Pri rieSeni druhého problému postupujeme podobne.
Prvodiselnost zistujeme hladanim delitela len medzi
¢islami men$imi, nanajvy$ rovnymi ako celd Cast druhej
odmocniny A,
Cinnost »DO B DAJ 1, AK A JE PRVOCISLO, INAK

DAJ 0«
rob X := A;
DO Y DAJ CELU CAST  ...to umozni
ODMOCNINY Z X; urychlit vypocet
NULUJ B ; B+ ; ...B:=1
pokial X =~ 0
rob DO C DAJ A MODULO X;
X— 3 .zmen$i X a presved-
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¢isa, ¢i si nedelil

Cislom 1
ak X =~ 0 tak
ak C = 0 tak .. .ked nie, vySetri
deliteInost

rob B— ; NULU]J X koniec
...A nie je prvotislo
koniec;

koniec;
Dodefinujeme ¢innost na vypocet zvySku po celotiselnom
deleni,

Cinnost »DO C DA] A MODULO B«

rob POMI1:= A;

pokial POM2 -~ 0

rob C := POM2; ...tu je vysledok
ODCITA] B vtedy, ked zvySok
OD POM2; je nenulovy
koniec
ak CHYBA =0 .. .tu sa priradi
tak NULU]J C vysledok pri

nulovom zvysku
koniec
a Cinnost Y := X

Cinnost)»Y := X«
rob NULUJ Y;

NULU]J POM3; ...pomocné premenné

pokial X -~ 0

rob X— ; Y+ ; POM3+ koniec

PRESUN POM3 — X

koniec
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ULOHY II. KOLA
P-11-1

Najmensim nasledovnikom prirodzeného c¢isla A nazveme
najmensie také Cislo B, ktoré spliia nasledujice podmienky:
— islo B sa sklad4 z tych istych cifier ako A (t. j. B vznikne

nejakou permutéciou cifier &isla A);

— Cislo B je viddsie ako A.

Sformulujte (slovami) a dokazte algoritmus, ktory pre dané
prirodzené &islo A ndjde najmensiecho nasledovnika. Pred-
pokladajte, Ze &islo A je zadané v poli C »rozbité po cifrachg,
teda, Ze

A = C(1).1051 + C(2).1052 + ...
+ C(N — 1).10 + C(N).

Vysledok — ¢&islo B stali vytvorit v tom istom poli.

Priklad. Pre &islo 123 542 je jeho najmensi nasledovnik
Cislo 124 235.

RieSenie. PouZijeme toto oznadenie:

C, resp. C’ budu polia, v poli C’' bude nasledovnik C;
C@) oznacuje -ty prvok pola;
C@ :)) oznatuje postupnost prvkov pola C(7),

5 CGE+ 1), ..., CU);
VYMEN (C, 7, 7) bude pole, ktoré vznikne z pola C vyme-
nou prvkov C(7) a C(5);
C({:j) =< C(k) znamend, e vSetky prvky z intervalu
C(@ :j) st mensie, nanajvy§ rovné prvku

C(%);
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OTOC C(i:j) je operdcia, ktord zmeni poradie prvkov
v intervale C(7 :;) na opacné,t.j. na C(j),
C(j—1),...,C@).

Algoritmus pracuje takto:
Najprv ndjdeme ¢&islo 7, pre ktoré plati

C) < CG + 1)

tak, aby C(z + 1 :N) bola nerastica postupnost (t.j.17je
najvicsi index, pre ktory plati vys$ie uvedend nerovnost).
Ked takéto 7 neexistuje, potom postupnost C(1:N) je
nerastdca a pre fu najmen$i nasledovnik neexistuje. V tomto
pripade algoritmus kondi.

Rozoberme preto iba pripad, Ze také i existuje. Aby sme
nasli najmensieho nasledovnika, musi platit, Ze

C:i—1)=C1:i—1)

a prvok C'(z) musi byt najmens$i z prvkov v postupnosti
C@E + 1:N), ktory je vacsi ako C(7). Taky prvok urdite
existuje. Ked ich je viac, zoberieme ten, ktory méd najvacsi
index — oznalme ho ;.

Teraz vymenime v poli C -ty a j-ty prvok opericiou
VYMEN(C, 4, /), a takto ich vlozme do pola C’. Teda postup-
nost C'(1 :7) m4 vd¢8iu hodnotu ako C(1 :7),ale ide o»naj-
mensie moZné zvilSenie«, aké sme mohli dosiahnut.

Potrebujeme wuz iba vytvorit zvySok  postupnosti
C'( + 1 : N). Mohlo by sa zdat, Ze &isla v tejto postupnosti
treba usporiadat podla velkosti (aj to by totiZz viedlo k rie-
Seniu). Stadi viak omnoho menej. PretoZe 7 je najvyssi index,
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pre ktory plati
Ch) < C + 1),

znamend to, Ze vietky ostatné ¢isla s usporiadané klesaiﬁco.

Stagi teda ich poradie obratit operdciou OTOC CG + 1 : N).
Vysledny algoritmus mé teda podobu:

1. Urtiday.

2. VYMEN(C, i, /).

3. 0TOCC (@G + 1:N).

V tomto pripade dostanete nasledovnika v tom istom poli.

P-11-2

Nasledujuci program v jazyku Pascal potita pre zadané
prirodzené ¢isla A a B ich stiéin:
program NASOB (input, output);
var A, B, K, SUCIN, POCET, PRIRASTOK: integer;
begin readln(A, B);
K : = 0; SUCIN := 0: POCET := 0;
PRIRASTOK := 0;
while K < B do
begin
PRfRASTOK := PRIRASTOK + A;
POCET := POCET + 1;
K := K + POCET;
SUCIN := SUCIN + PRfRASTOK
end;
while K £ B do
begin SUCIN := SUCIN — A;
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K:=K -1
end;
writeln (SUCIN)
end

Ten isty program napiSeme aj v jazyku Basic:
10 REM PROGRAM NASOBENIA
20 INPUT A, B
30 K=0:SUCIN =0:POCET =0:
PRIRASTOK =0
40 IF K > B THEN GOTO 100
50 PRIRASTOK = PRIRASTOK + A
60 POCET = POCET + 1
70 K = K 4 POCET
80 SUCIN = SUCIN + PRIRASTOK
90 GOTO 40
100 REM KONIEC PRVEHO CYKLU
110 IF K = B THEN GOTO 150
120 SUCIN = SUCIN — A
130 K=K -1
140 GOTO 110
150 PRINT SUCIN

Program pracuje tak, Ze v prvom cykle (v Basicu riadky
40—90) sa vypoctita sutin K.A, kde K = B, a v druhom
cykle sa robi korekcia na hodnotu B.A niekolkondsobnym

od¢itanim A od premennej SUCIN.

Prirodzené &islo By nazveme najhor$im pripadom, ak pre
zadané IubovoIlné A a B = By plati po skonleni prvého

cyklu pri realizdcii programu na poditati
K =B + POCET - 1.
Inak povedané, pri poslednom pripoéitavani
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SUCIN : = SUCIN + PRIRASTOK

sme hodnotu salinu »prestrelilic najviac, ako sme mohli.
Najhor$imi pripadmi sG napriklad ¢isla 4 a 4 657.

a) Vyjadrite explicitne (tj. nejakym vzorcom) vSetky naj-
horsie pripady.

b) Nech B je najhorsi pripad. Nazvime S(B) polet aritme-
tickych operdcii (t.j. po¢et skutolne vykonanych séitani
a od¢itani), ktoré sa vykonaju pri vypoéte podla programu
pre lubovoIné A a pevné B. (VSimnite si, Ze polet opericii
nezévisi od A.) Vyjadrite S(B) ako funkciu B.

RiesSenie. Uvedme najprv niekolko pripravnych tGvah:
1. Pre priebeh vypoltu sG vyznamné zmeny hodnét pre-

mennej K. Hodnota K v3ak vznikd ako sulet

K=14+24+3+ ... +npren=1,2,...

2. Vypocet prvého cyklu skonéi vtedy, ked K = B.

3. Najvicsi pocet krokov spit v druhom cykle treba vykonat
pre také By, pre ktoré z posledného prirastku K musime
odpotitat (n — 1)-krét.’

a)Z (1) a (3) vyplyva, Ze najhorsi pripad nastdva pri &islach
tvaru:

Bo=1+2+4+3+...4n—@0—1) *)
Bo=(1+2+3... +(m—1)+1

n.(n — 1) n? —n+ 2

B, = =
0 D) +1 2

155



b) Ked sa teraz vritime ku vztahu (*) a rozoberieme
vyznam jeho ¢lenov, vidime, Ze prvych n Clenov sudtu vy-
jadruje prirastky K v jednotlivych krokoch prvého cyklu
(t.j. prvy cyklus sa opakuje presne n-krdt). Posledny &len je
zhodny s po¢tom opakovani druhého cyklu. Je teda treba
urcit hodnotu n v zdvislosti od B.

Z tvrdeni 1 a 2 vyplyva nerovnica

1+2+3+ ... +n=B,

ktorej najmensSie kladné celoliselné riefenie (ak existuje)
uddva ta hodnotu 7, pri ktorej prvy cyklus kon¢i. Hodnota
o jednotku mensia je potom pocet opakovani druhého cyklu
pre najhorsi pripad. Po upravich dostdvame

n.(n + 1)
————>B
5 =
n+n—2B=0
—~1+]1 + 8B
S T b

kde [x] je hornd celd Cast Cisla x.

PretoZe prvy cyklus obsahuje Styry s¢itania a druhy cyk-
lus dve odcitania, tak hladana funkcia S(B) m4 tvar
—1+]1 + 8B
SB)=4.n+2.n—1)=6. — — 2.
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Pre dostatotne velké B sta¢i uvadzat priblizni hodnotu
S(B) = 3.]/1 + 8B.
P-1l-3a

Napiste program v Iubovolnom vys$§om programovacom
jazyku, ktory pretitd postupnost zloZent z nul a jedniciek,
ktord je ukonend &islom 2. Program vypise »ANO«, ak
postupnost obsahovala parny po¢et ndl a zérovenl neparny
pocet jedni¢iek. V opaénom pripade program vypise »NIE«.

Na program sa kladie jedno podstatné obmedzenie: Smie
sa pouzit len jedind premennd Z, v ktorej je vZdy uloZena
hodnota jediného natitaného ¢isla (0, 1 alebo 2). Obsah
premennej Z sa m6Ze menit len tym spdsobom, Ze sa do nej
zo vstupu pretita daliie &islo. Cisla sa méZu &itat len v tom
poradi, v akom st zapisané v postupnosti, t. j. nie je dovolené
vracat sa k Cislam uz raz preitanym, ani ich preskakovat.

Pre jednoduchost predpokladajte, Ze Cisla vstupuju zapi-
sané vzdy jedno v jednom riadku. Pritom vstupnd postup-
nost neobsahuje iné ¢isla nez 0, 1 a 2. Program preto moéze
skoncit svoju ¢innost, ked precita znak rézny od nuly a jed-
notky.

Priklady. Pre postupnost 0011011012 (ktord sme pre
Gsporu miesta zapisali v jednom riadku) program vypise
»ANO«. Pre postupnost 0011002 program vypise »NIE«, pre
postupnost 1112 program vypise »ANO«, lebo aj nula je
pérne dislo.

RieSenie. Algoritmus, ktory spracovdva vstupnu postup-
nost, sa nachidza vzdy v jednom zo $tyroch moznych stavov:
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1. Doposial natital parny pocet nal a parny pocet jednotiek.
2. Doposial natital pirny pocet nul a neparny pocet jednotiek.
3. Doposial natital neparny pocet ntl a neparny pocet jed-
notiek,

4. Doposial nacital neparny pocet nuil a parny pocet jednotiek,
Vzijomné prechody medzi tymito Styrmi stavmi sa usku-
toliiuju v zavislosti na tom, ¢i sa nadita nula alebo jednotka,
Ak viak natitame &islo 2, tak »ANO« vytlatime iba v pripade,
ked sa prave nachadzame v stave €. 2, V ostatnych pripadoch
vypiSeme »NIE«, Z toho vyplyva i Cinnost nasledujtcich
programov,

Program v Basicu:

10 INPUT Z : REM STAV 1
11 ON Z 4+ 1 GOTO 40, 20, 200
20 INPUT Z : REM STAV 2
21 ON Z + 1 GOTO 30, 10, 100
30 INPUT Z : REM STAV 3
31 ON Z 4+ 1 GOTO 20, 40, 200
40 INPUT Z : REM STAV 4
41 ON Z + 1 GOTO 10, 30, 200
100 PRINT »ANO«
101 STOP
200 PRINT »NIE«
201 STOP

Program v Pascale:

program POSTUPNOST(input, output);
var Z: integer;

procedure S2; forward;

procedure S3; forward;

procedure S4; forward;

procedure S1;
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begin readln(Z);
case Z of 0: S4; 1: S2; 2: writeln(»)NIE«) end
end;
procedure S2;
begin readln(Z);
case Z of 0: S3; 1: S1; 2: writeln»OANO«) end
end;
procedure S3;
begin readln(Z);
case Z of 0: S2; 1: S4; 2: writeln(»>)NIE«) end
end;
proceduie S4;
begin readln(Z);
case Z of 0: S1; 1: S3; 2: writeln(ONIE«) end
.end;
begin
S1
end.

P-11-3b

Naprogramujte pre Modifikovany Minského stroj (vid
P - I - 4) nasledujtcu tdlohu:

V premennych A, B, C su prirodzené Cisla, Napiste
¢innost »triedenie«, ktord do premennych A, B, C ulozi
takdl permutéciu ich pévodnych hodnét, ze bude platit

A<B=C,

teda, Ze na konci vypoltu budt ich hodnoty usporiadané
vzostupne,
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RieSenie. Pepifeme jedno z moznych rieSeni. Najprv viak
definujeme pomccnt ¢innost ZORAD na spréavne zoradenie
dvoch premennych,

(Vyuzijeme aj &innosti, definované pri rieSeni tlohy P - I - 4.)

Cinnost»ZORAD X Y

rob POMX := X; ...ulozime pévodné
hodnoty X a'Y

POMY :=Y;
ODCITA] X OD Y;
ak CHYBA =0 tjak X <Y
tak rob X := POMX; .. .ponechaj pévodné
Y :=POMY } hodnoty
koniec

inak rob Y :=POMX; | ...vymef obsahy
X := POMY | premennych
koniec
koniec

Pomocou tejto &innosti lahko definujeme &innost UTRIED,
ktord usporiada obsahy vSetkych troch premennych:
Cinnost yUTRIED A B C«

rob ZORAD A B; ...A<B
ZORAD A C; .LA<C
ZORAD B C; ..B=<C
koniec

Lahko sa mozno presveddit, Ze teraz plati

A<B<=C
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ULOHY III. KOLA
P-1il-1

Dané st dve prizdné nidoby. Prvd méd objem M litrov,
druhd N litrov, kde M a N su prirodzené ¢isla. Mame k dis-
pozicii neobmedzeny zdroj vody.

Povolené su nasledujice operacie:

NAPLN I,
kde I =1 alebo 2, znamend naplnit vodou zo zdroja I-ta
nadobu az po okraj.

PRELEJ zIdo],
kde I J, pricom I, J = 1 alebo 2, znamend preliat obsah
I-tej naddoby do J-tej tak, Ze bud J-td nddobu naplnime aZ
po okraj (ak je v I-tej dostatok vody), alebo I-t nddobu
uplne vyprizdnime (ak je v nej menej).

VYLE] I,
kde I =1 alebo 2, znamend vyliat obsah I-tej nddoby do
kandla.

Postupom prelievania nazveme lubovolInd koneénu postup-
nost zloZenu z vysSie uvedenych operécii. Urdite:

a) Pre aké prirodzené ¢isla M, N a K existuje taky postup
prelievania, Ze po jeho vykcrani zostane v niektorej z nddob
presne K litrov vody ?

b) Zostavte algoritmus. ktory pre zadané prirodzené &isla
M, N a K navrhne taky postup prelievania, Ze po jeho vyko-
nani ostane v niektorej nddobe prave K litrov vody. Ak taky
postup existuje, tak ho algoritmus vypiSe a na jeho konci
uvedie

VYSLEDOK JE V NADOBE 1.
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Ak taky postup neexistuje, algoritmus vyd4 spravu
POSTUP PRELIEVANIA NEEXISTU]JE!
Priklad. Pre M = 9, N = 5 a K = 2 je postup nasledujtci:

Obsah nadob

‘ j——m i

Prikaz
1. 2.

NAPLN
PRELE]
VYLE]
| PRELE]
NAPLN
PRELE]
VYLE]
PRELE]
VYLE]
| PRELE]
| NAPLN
| PRELE]
iVYLE]
|
l
I

[N
~1 O O W W o O O O

~J
VIO U1l W WO WU O Wb ih O Wl O

S R e S T S BRI S O RS
[\S]

N
[N

| PRELE]

| VYSLEDOK JE V NADOBE 1
|

RieSenie. Najprv urobme niektoré jednoduché uvahy,
ktoré st na prvy pohlad zrejmé a umoziuju skratit dizku
algoritmu: '
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1. Dve operécie — NAPLN a VYLE]— zanechaja v nidobich
maximalny, resp. nulovy obsah. Z toho vyplyva, ze ked
chceme v niektorej nadobe dosiahnut iny (netrividlny)
pocet litrov vody, nesmieme do tejto nddoby nalievat zo
zdroja, resp. vylievat jej (netrividlny) obsah do kanéla.

2. Zbytotné je prelievat vodu z jednej nddoby do druhej
a zase naspat.

3. NemdzZe sa stat, Ze by obidve nddoby obsahovali netri-
vidlny polet litrov vody. (Po VYLE]J a NAPLN je to
zrejmé, operdciou PRELE] bud jednu nddobu naplnime
aZ po okraj, alebo druhu celkom vyprdzdnime.)

4. Vysledné mnoZstvo K litrov vody mime ziskat v jednej
z nddob. Nutnou podmienkou existencie rie§enia preto
bude platnost vztahu »K je menSie, nanajvy§ rovné
vécsiemu z ¢isel M a Ne.

Z toho vyplyva, Ze ulelné vyuzitie niddob je také, Ze jedna

(a to napriklad vicsia) bude sliZit iba na naberanie vody zo

zdroja a na prelievanie do druhej a druhd iba na vylievanie

do kandla a na prijimanie vody z prve;j.

Bez Ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze M = N.
Pochopitelne, nidoba s obsahom M litrov bude t4, do ktorej
budeme nalievat, nddoba s obsahom N litrov td, z ktorej
budeme vylievat vodu do kandla. Povedané inak, hladdme
Cisla x a y také, Ze po x naliatiach vody do nddoby Ma po y
vyliatiach z nddoby N budeme mat presne K litrov vody.
To vyjadruje napriklad vztah

M.x —N.y =K
z rieSenia Marcela Polakovi¢a, G A. Markusa, Bratislava.
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Teda

M.x =N.y + K
M.x = K (mod N)
x = K.M! (mod N)

kde M-! je inverzny prvok k M v grupe zvySkovych tried
modulo N. Taky prvok existuje pre vietky K iba vtedy,
ked M a N su nestdelitelné, inak existuje len pre tie K,
ktoré st delitelné NSD (M, N). To je vlastne odpoved na
prvua otazku.

Naznacili sme uZ i optimélny algoritmus. Nalievat treba
vzdy do vilsiej nddoby. Z nej potom prelievat vodu tak dlho
do mensej, kym sa vi&sia nevyprazdni (men$iu, ked sa zaplni,
pochopitelne treba vyliat), alebo kym vo vd&3ej nebude
presne K litrov vody. Postup opakujeme a pritom sdstavne
sledujeme podet litrov vody vo vil$ej nddobe — v nej bude
totiz na konci vysledok.

Existuje este jeden moZny, velmi podobny postup, ktory
spotiva v prelievani vody opaénym smerom — z mensej nd-
doby do vitSej. Samozrejme, mensia nddoba sa pri iplnom
vyprézdneni napifia zo zdroja, vi¢$iu po tGplnom naplneni
vylievame. Pre kazda trojicu K, M, N, pre ktoru rieSenie
existuje, je mozné pouzit obidva postupy. Pre niektoré tro-
jice vedie rychlejsie k vysledku prvy postup, pre niektoré
druhy.

Prakticky vsetky sprdvne rieSenia odhalili savislost medzi
postupom prelievania a deliteInostou a viac-menej sledovali
niektory z uvedenych algoritmov.
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P-1I-2

‘Dany je algoritmus, ktorého vstupom s prirodzené Cisla

Aa B a Vystupom ich sudin, Na]prv ho uvedxeme v Pascale:
Mk s #

program CELOSTATNE KOLO (mput output),
var A, B, K, SUCIN, POCET, PRIRASTOK: integer;
begin readin(A, B);
K := 0; SUCIN := 0;
POCET := 1; PRIRASTOK := A,
while K 4 B do
if K + POCET < B
then begin K := K + POCET;
POCET := POCET + POCET;
SUCIN := SUCIN +
PRIRASTOK;
PRIRASTOK :=
PRIRASTOK + PRfRASTOK
end
else begin POCET := 1;
PRIRASTOK :=A
end;
writeln(SUCIN)
end

Verzia v Basicu:

10 INPUT A, B

100 K =0 : SUCIN = 0 : POCET =1 :
PRIRASTOK = A

110 IF K = B THEN GOTO 180

120 IF K + POCET > B THEN GOTO 160
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130 K =K + POCET : POCET = POCET +
POCET

140 SUCIN = SUCIN + PRIRASTOK :
PRIRASTOK = PRIRASTOK + PRIRASTOK

150  GOTO 170

160  POCET = 1 : PRIRASTOK = A

170 GOTO 110 : REM NAVRAT NA ZACIATOK

CYKLU
180 PRINT SUCIN

Najhor§im pripadom nazveme vypolet pre takd hodno-
tu B, pri ktorej sa vetva else podmieneného prikazu v cykle
(v Basicu riadok 160) vykond viackrit nez pre ktorékolvek
B < B,.

a) Vyjadrite explicitne (t.j. nejakym vzorcom) vietky tie
hodnoty B,, pre ktoré bude vypocet algoritmu najhor$im
pripadom,

b) Vyjadrite explicitne (t. j. ako funkciu B) skutoény pocet
prechodov
— vetvou then (riadky 130 a 140)

— vetvou else (riadok 160)
podmieneného prikazu v najhor§om pripade.

Poznamendvame, Ze pocet prechodov cyklom nezavisi
od hodnoty A.

RieSenie. Najprv ukidZeme rieSenie Casti a). Z neho dobre
vidiet aj postup, ktory umozni vyriesit Cast b).

a) Pre priebeh vypoctu st charakteristické zmeny premen-
nej POCET. Obsahom st to vidy mocniny dvojky, a to
v takomto poradi:

1,2,4,8,...,20,1,2,4,8, ...,27,1,2, ...
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Pritom musi vzdy platit 7 > ;. Pritom viade, okrem posled-
nych dvoch ¢&lenov, plati ostrd nerovnost 7 > 7. Keby totiZ
J =1 + 1, tak by ¢len 2¢*1 musel nasledovat hned po prvom
Clene 2'. Z toho sulasne vyplyva, Ze sulet zvy$nych Clenov
postupnosti po 2! musi byt mensi ako 2i*1 (pretozZe inak by
sme opdt mohli 2¢+! pripocitat po 2?). A pretoZe

14+2+4+8+ ... 420 =201 — 1,
rovnost
1=7
moZe nastat len pri poslednych dvoch 7 a j, lebo vtedy (a len
vtedy) nenasleduje po 2/ daliia jednotka.
V désledku toho budd najhor$imi pripadmi tie hodnoty By,
pri ktorych K vzniké ako stcet
Bo=0Q+2+4+ ... +20)+
+A+24+4+ ... +20) +
)
+A+2+4+ ... +22)
+ ...+ 0 +2)+1+1,

Teda

By=(2 — 1)+ QI — 1)+ Q1 —1)+ ... +
+(22 1)+ 2 — 1) + 2.
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Tento vyraz obsahuje 7 + 1 zitvoriek. S¢itajme zvl4ast ich
prvé Cleny (a pridajme k nim 29) a zvla§¢ druhé ¢leny:

By = (201 + 20 4 281 4 . 422 4 20 4+ 20) — (7 + 1)=
=2+ -1 -+ 1) =202 — (7 + 2),

kde 7 = 0. Po vhodnej substiticii m6Zzme vztah pre vietky
najhorsie pripady prepisat do tvaru

By =27 — n,kden = 2.

Zo vzorca (*) vidiet velmi pekne i priebeh vypoltu, takze
sa oni budeme opierat v rieeni Casti b) tejto Glohy.

b) Kratka analyza programu ukize, ze
— pocet prechodov vetvou else je rovny poctu jednotiek vo
vzorci (t. j. i + 2),
— polet prechodov vetvou then je rovny potu sitancov
Vo vzorci, t. j. '

it i+ 1)@+ 2 24+ 31+ 4
(Zk>“=(‘—zx*)+‘=——z‘*-

Vela G¢astnikov zbyto¢ne stratilo body na tom, Ze oba vzorce
ponechali v takomto tvare. Text Glohy bol totiz formulovany
tak, Ze vysledok mal vyjadrovat pocet prechodov tymito
vetvami v zavislosti od (teda ako funkciu) premennej B.
A pretoze sme vy$die ukdzali, Ze
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B = 2i2 — (i + 2)

pre najhorsie pripady, tak méZeme (priblizne) tvrdit, Ze pre
dostato¢ne velké 7 plati

B = 22,

Takze polet vykonani vetvy else je zhruba
1-=-logs B

a pocet vykonani vetvy then

1 )
> log; B.

(V druhom pripade sme zanedbali linedrny a absolatny &len.)
Oba vzorce je mozné urlit Gplne presne. Pri analyze algo-
ritmu sa viak obycajne uspokojujeme s dostatolne presnym
priblizenim.

P-Hl-3

a) Napiste program v Iubovolnom vy3$Som programovacom
jazyku, ktory pretita Iubovolni postupnost pozostdvajucu
z &isel 1, 2 a 3, ukon&end &islom 0. Program vypise »ANO,
ked postupnost obsahovala rovnaky pocet c&isel 1,2 aj 3.
V opa¢nom pripade program vypise »NIE«.

Na program sa kladie jedno podstatné obmedzenie. Smiete
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pouZit len dve premenné Z a P. V premennej Z je vzdy ulo-
zend hodnota jediného naclitaného &isla (0, 1, 2 alebo 3).
Obsah Z sa mo6Ze menit len tym spdsobom, Ze sa do nej zo
vstupu pretita daldie &islo. Cisla sa moézu &itat len v tom
poradi, v akom st zapisané v postupnosti. Teda nie je dovo-
lené Cisla preskakovat ani vracat sa k prv pre¢itanym. Druh4
celodiselnd premenna P obsahuje Iubovolne velké celé &islo.
Povolené st vSetky aritmetické operdcie s premennymi
a konStantami.

Predpokladajte, Ze ¢isla vstupuji napisané vzdy jedno
v riadku. Pritom vstupnd postupnost neobsahuje iné ¢isla
nez 0, 1, 2 a 3, teda program musi ukontit &innost, ked
pretita &islo 0. Dalej predpokladajte, Ze na vstupe méze byt
vopred neohraniceny pocet Cisel.

Priklady. Pre postupnost 1232231310 (pre usporu miesta
sme &isla zapisali do riadku) program vypise »ANO«. Pre
postupnost 23320 program vypiSe »NIE« Pre prdzdnu
postupnost 0 program vypise »ANO«.

b) Zovseobecnite rie§enie predchddzajtcej tlohy takto:

Program precita Iubovolnu postupnost zloZent z &isel 1,
2, 3, ..., N, ktord je ukoncen4 ¢&islom 0. Pocet vstupujacich
¢isel N je vopred zndma konStanta (zndma aj programadto-
rovi). Program zisti, ¢ postupnost obsahuje rovnaky pocet
kazdého z Cisel 1 az N. Obmedzenie na 2 premenné Z a P
zostdva presne to isté.

Priklady. Pre postupnost &isel 1 az 5: 44351215320 program,
zostaveny pre N = 5, vypise »ANO«, program, zostaveny
pre N = 6, vypiSe »NIE« (podobne programy pre N = 7,
8, ...).

170



RieSenie. Najlastej$im rieSenim tejto tlohy bolo rieSenie
zalozené na myslienke prvoliselného rozkladu prirodzenych
Cisel, )

Ako je znidme, kazdé prirodzené Cislo sa dd jedinym spd-
scbom rozlozit na sudin prvocisel. Pretoze mame iba jednu
celotiselnG premennt, bude v P ulozené &islo, ktoré vytvo-
rime z uvazovanej postupnosti siinom prvocisel, V Casti a)
stalia prvé tri, v Casti b) potrebujeme prvych N:

7 =2,92=3,q3 =5, ..., ¢y = N-té prvocislo

Hodnotou premennej P bude ¢&islo, ktoré vznikne tak, Ze po
nacitani Cisla 7 do premennej Z vyndsobime obsah P i-tym
prvocislom, Teda prva Cast programu bude mat v Pascale
tento tvar:
begin readln(Z); P := 1;
while Z -+ 0 do
begin if Z = 1 then P := 2*P;
if Z = 2 then P := 3*P;
if Z = 3 then P := 5*P;

I

if Z = N then P := qx*P;
readIn(Z)
end
V povodnej postupnosti sa nachiadza rovnaky pocet Cisel
1,2, 3, ..., Niba v tom pripade, ked vysledné ¢islo P je de-
liteIné ¢islom

2EFE5E kg
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Teda na konci programu (po vystupe z cyklu) stali skontro-
lovat deliteInost v prikaze
if PMOD (2*3%5% [ *qn)=0

then writeln ("Postupnost mala pozadovany tvar.”)

else writeln (‘Postupnost nemala pozadovany tvar.”)
end

V skuto¢nosti vak rie§enie nevyzaduje, aby &isla v flom
vystupujtce boli prvé prvolisla, dokonca ani to, aby to boli
prvocisla. Staci, aby boli relativnymi prvodislami (teda, aby
ich najvacsi spolocny delitel bol pre vietky dvojice rovny 1).
Toto vyuzil napr. Petr Vesely z gymndzia v Jihlave. Vo svo-
jom programe pouzil prvocisla 3,5 a 7 pri riefeni Casti a).
Vdaka tomu namiesto zloZitého rozhodovania mohol pouzit
jediny priradovaci prikaz

P:=P*Q2*Z + 1.

Zaujimavi (i ked nekorektnil) obmenu vys$ie uvedeného
rieSenia pouzil Jan Hiebidek z gymnazia vo Vala§skom Mezi-
fi¢i. Ignoroval poziadavku celodiselnosti P a pripustil s¢itanie
nekonetne dlhych redlnych Cisel (s absolatnou presnostou).
Takto mohol vytvarat hodnotu P s¢itanim (!) vhodnych
iracionélnych ¢&isel. V prvej &asti tlohy pouzil napr. 1, =, e.
V tomto pripade je v postupnosti rovnaky pocet Cisel vtedy,
ked vytvorené Cislo P je celotiselnym nédsobkom sultu
iraciondlnych &sel (t.j. 1 + = +e v jednoduchSom pripade).

Dalsie sprivne rieSenie vyuziva hibku rekurzie ako po-
mocnui premennd popri premennej P. Je viak vhodné iba
pre postupnosti z troch ¢&isel. Takto riedili ulohu dvaja
sutaziaci. Jednym z nich bol Rébert Germil z gymndzia
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v Ziline. Uvddzame uk4Zzku jeho rieSenia. RieSenie vyuziva
fakt, Ze hoci v Basicu rekurzia nie je oficidlne povolen4,
existencia systémového zisobnika ju umoziuje. Tu je pro-
gram:

99 LETP =0

100 INPUT Z

110 IF Z =1 THEN GOSUB 200 : GOTO 100
120 IF Z = 2 THEN GOSUB 300 : GOTO 100
130IFZ=3THENP=P + 1 :GOTO 100
140 IF P = 0 THEN PRINT »ANO« : STOP
150 PRINT »NIE« : STOP

200 INPUT Z

210 IF Z =1 THEN GOSUB 200 : GOTO 200
220lFZ=2THENP =P — 1 : RETURN
230IFZ=3THENP =P +1 : GOTO 200
240 PRINT »NIE« : STOP

300 INPUT Z

310IFZ=1THEN P =P — 1 : RETURN
320 IF Z =2 THEN GOSUB 300 : GOTO 300
330IFZ=3THENP =P 41 :GOTO 300
340 PRINT »NIE«

Ak by takyto program nebol pisany s komentirom, bolo
by asi vylaené zistit, ¢o vlastne autor zamyslal. Zvlast za-
hadné by boli dvojice prikazov

GOSUBi:GOTO i

v riadkoch 210 a 320. Autor viak podal jednoduché vysvet-
lenie:

V premennej P si budeme pamitat rozdiel medzi
po¢tom trojok a dvojic (1, 2). Ak je v nicktorom okamihu
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pocet dvojek vdcsi ako pocet jednotiek, program pokraduje
od prikazu 300 (bude hladat k prevy3ujicej jednotke dvojku).
V pripade prevysujucej dvojky bude k nej hladat jednotku
(teda bude v Casti za prikazom 200). Z tychto Casti sa vrati
iba vtedy, ked sa polty jednotiek a dvojok vyrovnaji do
Casti za prikazom 100. Ak program skondi v ¢asti 100 a P = 0,
tak je pocet dvojic (1, 2) rovnaky ako pocet trojok. V kazdom
inom pripade sa po precitani nuly vytladi »NIE«.

P-1l-4

Naprogramujte pre Modifikovany Minského stroj (definicia
vid priklad P - I - 4) nasledujtcu ulohu:

V premennych A a K st prirodzené &isla. Napiste ¢innost
»CIFRA K Ag¢, ktord do premennej D ulozi K-ta cifru
¢isla A. Poet K potitame od zaciatku Cisla A.

Priklad. Cinnost

»CIFRA 2 5728«

vlozi do premennej D hodnotu 7.

RieSenie. Tato uloha dala opravovatelom celo$tatneho
kola najviac prace. Maloktory Glastnik si dal totiz dost na-
mahy s komentirmi k programom, véd¢sina z nich sa ststredila
iba na prikazovu Cast. Ako sme uZ ukézali pri rieSeni minulej
ulohy, takto vytvorené texty mozu byt priam »nedesifrovatel-
né« bez podrobnejsieho popisu. Pochopitelne, nezrozumitel-
nost textu sa prejavi stratou bodov pri hodnoteni riesenia.

Vyber Modifikovaného Minského stroja ako tlohy, ktora
prechddzala systematicky celym ro¢nikom, vSak nebol né-
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hodny. Primitivne prostriedky na zmenu hodnét premennych,
jedind moznost testovat ich (na nulu) totiz sledovali délezity
ciel — analyzovat schopnost sttaziacich vybudovat si systém
podprogramov, zaruujucich Gplné vyrieSenie tlohy. Pritom
iba malo sttaziacich si uvedomilo, Ze systém podprogramov
sa nedd ucelne budovat od najjednoduch$ich (na MMS
realizovateInych) »programikove, Ze totiz cielavedomy postup
je obytajne presne opa¢ny. Uvedomili si to vSak ti najlepsi.
Napriklad Alexander Szabari z gymnézia v KoSiciach zacal
svoje rieSenie slovami:

»Ked mame vziat K-ta cifru od konca, vtedy je program
velmi jednoduchy. Preto nd$ program bude pozostivat z dvoch
vacsich Casti:

1. vymena cifier ¢isla K (napr. z Cisla 5138 urobime 8315),
2. zistenie K-tej cifry od konca.
Obe ¢asti spolu umoziluja néjst K-tu cifru od zadiatku.«

Je teda jasné, ze hladany program mdze mat tvar
CINNOST »CIFRA K A«
rob PREVRAT A;

URCIK A
koniec

Skutolnost, Ze ani jedna z vnutornych Cinnosti nie je zatial
definovand, sice moze vadit MMS pri vypotte, nie viak ¢lo-
veku pri rozmy$lani!

V takto navrhnutom programe je viac-menej jedno, ktoru
jeho Cast budeme uprestiovat skor — su totiz nezavislé, Zalne-
me hociktorou a dalej ju rozkladdme, az dovtedy, kym vSetky
¢innosti vyjadrime prikazmi MMS, Pritom sa mozZe stat, Ze
podprogramy vytvorené v jednej Casti sa daju priamo alebo
po miernej Gprave pouzit i v inej Casti. Aby sme ukézali, Ze
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na poradi rozvijania ¢innosti naozaj nezdlezi, zatneme pod-
programom pre URCI K A, uvedenym ako druhy.

Poznamendvame, ze kym spdsob zipisu programu bol
presne definovany, spdsob jeho komentovania bol ponechany
na [ubovoli autora, V zisade mozno pouzit tieto spdsoby:
a) najprv uviest program a vzapiti komentar,

b) najprv si (slovne) urit ciel a potom ho realizovat progra-
mom,

¢) paralelne sprevadzat program komentirmi,

* d) napisat program v znamejSom jazyku a potom ho »prelo-

Zite,

Postupne uvedieme priklady na vSetky sposoby.

Program URCI najprv zapiSeme v tvare
CINNOST »URCI K A«
rob K—;

pokial K 0
rob DEL A 10;
K—
koniec;
MOD A 10;
PRESUN A D
koniec
a vzapiti ho popiSeme komentdrom:

»Kazdé Cislo méd asponi jednu cifru. Preto sme najprv
zmensili K o 1, aby vysledok testu vychddzal spravne. Potom
(pokial hladani cifra nie je poslednou v &isle A) delime A celo-
tiselne desiatimi, ¢im vzdy odtrhneme momentilne posledna
cifru, Nakoniec vypocitame tato poslednu cifru ako A(mod 10)
a vysledok ulozime do premennej D .«

176



Nasou dalSou udlohou bude teda vytvorit Cinnosti DEL
a MOD. Zatneme pedprogramom pre DEL, ktory uvedieme
s kementdrom na zaciatku, vytyCujacim ciel programu:

Delit na MMS méZeme iba pomocou cod¢itania, Teda de-
lenie nahradime dlohou »zistit, kolkokrat mozno 10 od&itat od
Cisla A«, Podiel budeme zhromazdovat v premennej Q (jej
hednetu zvdcsime o 1 po zmenSeni A o 10). Pri hrani¢nych
hednotéch by viak mohlo dojst k chybe (treba, aby vyslo
10/10 = 1), takZe na zaciatku zvil§ime A o 1 a na konci Q
o 1 zmens$ime, Teda piSeme
CINNOST »DEL A 10«
rob NULU]J Q;

A +;

opakuj A—; A—; A—; A—; A—; A—; A—; A—;

A—; A—;

Q+;

kym A = 0;

Q—;

PRESUN Q —+ A

koniec

Z tohoto programu velmi jednoduchou modifikdciou ziska-
me program na vypocet zvy$ku po deleni, Tento program
uvedieme s komentdrom, paralelnym s programom.

CINNOST »MOD A 10«

rob A+; ... Jedno pri¢itanie kvoli hrani¢nému pripadu

opakuj PRESUN A - C; priradenie C := A
A—;A—;A—;A—;A—;A—;A—;A—;

A—;A—;

177



. Od A odtitame 10, v C je teraz A + 10,
Posledn4 cifra A sa od¢itanim desiatich

nezmeni,
kym A = 0;
C—; ... V Aje nula, v C bolo &slo od 1 do 10.
Teraz sme vyrovnali po¢iatoéné zvicSenie
Aol
PRESUN C — A ... V A bude vysledok.
koniec

Tym sme dokondili rozklad ¢innosti URCI K A, Podobne
budeme postupovat i pri definicii &innosti PREVRAT A.
V tomto pripade ulohu vyrie§ime najprv v zndmom progra-
movacom jazyku (v Pascale) a potom ho prelozime do jazyka
MMS a zohladnime pritom jeho $pecifika.

Zmenit poradie cifier v ¢isle na opaéné moze tento pascalov-
sky program:
begin CHVOST := A MOD 10; ... posledni cifra

¢isla A bude prvou
cifrou OPAK-u
OPAK := CHVOST;
A := A DIV 10;
. v Asuvsetky cifry
okrem poslednej
while A > 0 do
begin CHVOST := A MOD 10;
... posledni cifra A
OPAK := (OPAK * 10) + CHVOST;
... prilep ju na koniec ¢isla OPAK
A:=ADIV10
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. znovu odsekni posledna cifru
end
end

Pri preklade nesmieme zabudnif najmi na to, Ze MMS
»ni¢i« obsahy premennych., Teda opericie MOD a DEL
(ako sme ich definovali vy$sie) nezachovaju obsah premennej
A. Preto vytvorime program KOPfRU]J A B, ktory skopiruje
A do B a pritom obsah A zachova (pouZitim tretej premennej).
Takze ta istd myslienku vyjadruje podprogram v jazyku
MMS:

CINNOST »OBRAT A«

rob KOPIRU]J A B; ... skopiruje obsah A do B
a zachov4 hodnotu A
MOD B 10; ... v B bude posledni cifra A
PRESUN B OPAK; ... realizuje
OPAK := A MOD 10
DEL A 10; ... znamy podprogram

pokial A £ 0

rob KOPIRU]J A B;
MOD B 10;
PRILEP B OPAK;

. realizuje OPAK :=
:= (OPAK *10) + B

DEL A 10

koniec;

PRESUN OPAK A ... da obratenti hodnotu do A
koniec
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Ostali uZ len dve nedefinované &innosti: KOPIRUJ a PRI-
"LEP. Na zéklade toho, ¢o sme povedali uz skor, viak nemdze
byt problémom ich doplnit, (Naviac KOPIRUJ A B je
zhodné s prikazom B := A v dlohe P-1-4))
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